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Velkommen til denne workshop i differentialligninger. Differentialligninger er blandt
de nyttigste matematiske redskaber, mennesker har til at beskrive faenomener i
naturvidenskab. Workshoppen starter med en kort introduktion til emnet, og derefter
introducerer vi to typer differentialligninger og deres lgsningsformler. Det meste af
tiden er afsat til, at man selv regner pa tingene. Det er her, den rigtige leering finder
sted! Til slut skal vi se pa en anvendelse af differentialligninger i pension og
kemiteknik.
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1 Introduktion - hvad er differentialligninger?
I seedvanlige ligninger er vi vant til, at lgsninger er tal. Har vi f.eks. ligningen
r=3x+4

kan vi lgse den ved fgrst at traekke 3z fra pa begge sider og fa —2x = 4. Dividerer vi
med —2 pa begge sider, har vi x = —2. Ligeledes kan ligningen

2244 -3=0

lgses ved hjeelp af formlen til lgsning af andengradsligninger. Alt dette burde veere
velkendt. En differentialligning er anderledes. Her er lgsningerne ikke tal, men funk-
tioner. En differentialligning er en ligning i en funktion y, som afhsenger af en variabel
x, og hvor y og dens afledte indgar. Formalet med differentialligninger er at bestemme
en funktion y, som lgser ligningen for alle x. Et simpelt eksempel kunne veere

y'(z) = 2.

Her giver integralregning os lgsningen. Integrerer vi begge sider med hensyn til z, far

vi
/y’(m)dm = /2$d$,

y(z) =2 +c

og dermed fas

for en konstant c. ¢ kan vaere hvad som helst, og dermed findes uendelig mange lgsninger
til differentialligningen. Lgsningen ovenover kaldes den fuldstendige lgsning. Hvis vi
indfgrer kravet y(0) = 0, far vi ¢ = 0, sa med denne ekstra betingelse har vi kun én
lgsning. Lgsningen y(x) = 22 kaldes en partikuler lgsning. En betingelse y(a) = b
kaldes en startbetingelse eller en randbetingelse alt efter konteksten for problemet.

Er man i tvivl om, hvorvidt ens fundne lgsning til en differentialligning faktisk er en
Igsning, kan man altid indseette lgsningen i differentialligningen og tjekke, at ligningen
stemmer. Vi kalder dette at gore prove. Lad os f.eks. indsatte y(x) = 2243 i ligningen
ovenover. Da y/(z) = 2z, ser vi, at y er en lgsning. Havde vi indsat y(z) = 23 i stedet,
havde vi faet y(z) = 322 # 2z, s& dette y er ikke en Igsning. Lad os tage et eksempel
til pa en differentialligning:

Y (x) = 3y(z), y(0)=2.

Vi leder her efter en funktion, som er lig sin afledte ganget med en konstant. Vi ved,
at y(x) = e® opfylder 3/ (z) = y(z) for alle valg af c. Keaedereglen giver, at y(z) = 3¢
opfylder 3/ (x) = 3e3% = 3y(z). Sa y(z) = €3* opfylder selve differentialligningen, men
opfylder den randbetingelsen? Vi har y(0) = €>° = 1. S& vi skal nok modificere
funktionen en smule. Lad y(z) = ce3® for en konstant c¢. Da er

y'(x) = 3ce’ = 3y(x)
og y(0) = ce3® = ¢. S& veelg ¢ = 2. Vi ser da, at y(x) = 2¢3® er Igsningen til
differentialligningen, som ogsa opfylder randbetingelsen. Differentialligningen ovenover
er et specialtilfzelde af en mere generel form for differentialligninger, nemlig fgrsteordens
differentialligninger pa formen



Vi skal se, hvordan sadan nogle ligninger lgses senere i workshoppen. Denne slags
ligninger dukker op i mange sammenhaenge. Til opgaverne skal I veere velkomne til at
benytte folgende tabel over funktioner og deres afledte og stamfunktioner:

| f(z)dz flz) | f(=) Note
ax +c a 0

f:i:ll +c x™ nz" ! | n#-1,0

zln(z) —x+c¢ | In(x) 1/x

In(z) + ¢ 1/x —1/2?
e’ +c e’ e’

sin(x) + ¢ cos(x) | —sin(x)

—cos(z)+c¢ | sin(x) | cos(x)

Derudover genkalder vi os folgende regler for stamfunktioner.

Saetning 1.1 (Substitution). For differentiable funktioner f og g gelder

[ tang @z = [ s

Saetning 1.2 (Partiel integration). Lad f og g vere kontinuerte med stamfunktioner
F o9 G. Da gelder

/F(m)g(m)dw = F(z)G(x) — /f(a:)G(x)d:E

1.1 Opgaver
e Opgave 1.1:

Los folgende differentialligninger:
1)y/(x) = 322, y(0) = 2.
2)5y () = 2% + z, y(0) = 1.
3)y'(x) = —1/2%, y(1) = ~1.

ee Opgave 1.2:

Lgs fglgende differentialligninger:

1)y'(z) = 10y(z).
2)y (x) = 2™



2 Separation af variable

I denne sektion skal vi studere en teknik, som kan benyttes til at lgse seerlige former
for differentialligninger. Vi leegger ud med at bevise, at teknikken virker, og derefter
giver vi en huskeregel, som ggr den nem at bruge i praksis. Antag, at vi har en
differentialligning pa formen

Fy@)y () = g(x)
for nogle kontinuerte funktioner f og g. Da kan vi integrere begge sider med hensyn
til hver sin variabel som fglger:

/ fy(@)y (z)dz = / g(z)dz.

Benytter vi substitution for stamfunktioner fas

/f(y)dy= /g(x)dﬂ«“-

Det smarte er, at y/(x) forsvinder, nar vi ger dette. Teknikken viser sig at veere smart
i mange sammenhzenge, men den kraever nogle eksempler at forsta. Inden vi kaster os
ud i et eksempel, genkalder vi, at man for y'(x) ogsa kan skrive

dy

! - 2

Eksempel 2.1. Lad os betragte differentialligningen
y(2)*y (z) = 2a.

Vi ser, at den har den gnskede form (her er f(z) = 2% og g(x) = 2x). Vi omskriver
ligningen

dy
y(m)ga = 2x.

og leger, at dy/dz er en brok, si vi kan gange med dz pa begge sider og fa!
y(x)%dy = 2xdz,

hvorefter vi indseetter integraltegn:

/y(x)2dy = /2xdx.

Vi ved, at en stamfunktion til y? er 32/3, og at hgjresiden er 22 + ¢ (det er nok at
indseette en integrationskonstant pa én side af lighedstegnet), sa vi far

y(@)®

2
=z +c
3

dvs.
y(x)® = 32% + 3c.

Lad C = 3c. Tager vi kubikroden pa begge sider, far vi

y(z) = v/322 +C.

Den her Igsning havde vi nok ikke umiddelbart geettet os frem til!

1Heldigvis er begge arranggrer for workshoppen ikke rene matematikere, s vi kan godt holde til
at benytte denne slags beskidte tricks.



Det skal her naevnes, at vores trick med at behandle dy/dx som en brek ikke er
matematisk stringent, men blot en huskeregel. Det er udledningen i starten af sektio-
nen, som garanterer, at metoden er korrekt.

Eksempel 2.2. Lad os tage endnu et eksempel, inden vi springer til opgaverne. Be-
tragt differentialligningen

1 x-— 722
y(x) o' (x)
Vi starter med at omskrive ligningen ved at gange med y'(z) pa begge sider
/
y'(2) — - 722,
y(z)

og vi ser, at differentialligningen har den rigtige form til, at vi kan benytte separation
af variable. Vi har

1 dy 9
r(x) i T —Tx°,
og dermed .
——dy = (x — T2%)dx,
s =)

som vi kan integrere pa begge sider:

/ﬁdy = /x — 72%dx.

2

Hgjresiden integrerer til:

T 7 4 n

—— -z’ +c

2 3 ’

og venstresiden integrerer til In(y(x)). Fortseetter vi beregningen fra for, far vi

2
T 7 3

In(y(z)) = =~ 3% +ec.

For at isolerere y(x) skal vi blot tage eksponentialfunktionen pa begge sider og fa svaret

2
x 7.3
Tz e

y(z) =e
for en vilkarlig konstant ¢. Lader vi C' = e°, kan resultatet alternativt skrives som

22 7.3

y(z) = Cez 75",

hvor C er en positiv konstant.

2.1 Opgaver

e Opgave 2.1:
Los fglgende differentialligning:

e Opgave 2.2:
Lgs folgende differentialligning:




Opgave 2.3:
Lgs folgende differentialligning:

Opgave 2.4:
Lgs folgende differentialligning:

Opgave 2.5:
Los fglgende differentialligning:

y(@)*y (2) = € + 2.

Opgave 2.6:
Los fglgende differentialligning;:

Opgave 2.7:
Lgs folgende differentialligning:

cos(y(2))y' () = 6z,

Opgave 2.8:
Lgs folgende differentialligning:

Opgave 2.9:
Los fglgende differentialligning:

xIn(x)

sy 0"

Opgave 2.10:
Lgs folgende differentialligning:



Vink: Lgs forst for ¢/ (x) og derefter for y(z).
ee Opgave 2.11:
Lgs folgende differentialligning:

3x+5
y'(x)

cos(y)sin(y) =

ee Opgave 2.12:
Los fglgende differentialligning:

e Y@y () = 22 cos(z?).

eee Opgave 2.13: Populationstilvaekst
Vi skal her se pa en simpel populationsmodel. Lad P(t) betegne befolkningen til tid
t. Da antager vi, at P opfylder differentialligningen

P'(t) = kP(t) ( - f;({t))

hvor K er den maksimale befolkning, omgivelserne kan understgtte. k er veekstfaktoren.
Jo hgjere k, jo hgjere vaekst. Logs differentialligningen for P. Vink: du kan benytte
omskrivningen

1 K 1 1

P (1-52)  POE-P@) PO K- P’




3 Foarsteordens lineare differentialligninger

En forsteordens differentialligning er en differentialligning, hvor kun y(x) og dens forste-
afledte y'(x) kan indga. Vi har set adskillige eksempler i opgaverne. Et ikke-eksempel
er

y"(z) + 3zy'(x) = 2°,

thi den andenafledte y”(z) indgar. Lineer refererer til, at der ikke indgar hgjere
potenser af y(z) end 1. En fgrsteordens lineser differentialligning er altsa en differen-
tialligning pa formen

y'(z) + f(2)y(z) = g(x)

for funktioner f og g. Vi har en fuldstaendig lgsningsformel til denne slags differential-
ligninger, som fglgende ssetning giver.

Setning 3.1 (Panserformlen). Lad f og g vere kontinuerte funktioner og F en
stamfunktion til f. Da er den fuldstendige lgsning til differentialligningen

y'(x) + f(2)y(x) = g(x)

givet ved
y(z) = e F'@ (/ '@ g(x)dx + c)

for en konstant c.

Bevis. Vi starter med at tage ligningen
y'(2) + f(2)y(x) = g()
og gange igennem med e (@):
@y (@) + "W f(a)y(z) = " g(x).
Venstresiden er noget, vi kan genkende. Ved at bruge produktreglen fas

d

= (FDy(@) = FOF @)y(a) + "y (@) = 7O fla)y(a) + "y (@),

Vender vi tilbage til ligningen fra for, far vi

d

= (Dy(@) = e g(a).

Integrerer vi begge sider, far vi
" Oyta) + ¢ = [ gl
for en konstant ¢’. Ganges ligningen igennem med e~ () fas
y(z) + e F@) = = F@) /eF(x)g(x)dx.
Vi lader ¢ = —¢’ og far

y(z) — ce F@) = = F@ /eF(m)g(x)dx.



F(z) —F(z)

Vi legger ce™ til pa begge sider og saetter e

giver

ud foran en parantes, hvilket

y(z) =e I /eF(I)g(x)dm 4 ce F@) = = F@) (/ eF'@ g(z)dx + c) ,

og beviset er feerdigt. |
Lad os tage nogle eksempler.
Eksempel 3.2. Betragt differentialligningen
y'(z) + 3zy(z) = .

Vi genkender straks dette som en fgrsteordens lineser differentialligning. Her er f(x) =
3z og g(z) = z. En stamfunktion til f er F(z) = 322/2. Panserformlen giver

22 22
y(z) = e (/e%xdz + c)
32 (1 322
=e 2 3/°¢€ 2 3zxdr+c .

Her kan vi benytte substitution til at udregne det ubestemte integral. Lad u(z) =
32%/2, da er u'(x) = 3z, s& vi far

22 ]. 322 1
y(z) = e (3/e“du—|—c) =e T <36“ —1—0)

gt (e )2l e
= e —e C| = — ce .
3 3

Hvad hvis vi havde en startbetingelse? Hvis f.eks. y(0) = 0, da har vi

Ozl—l—ce_# zl—i—c
3 3 ’
sd ¢ = —1/3. Dermed bliver den partikuleere lgsning til ligningen med randbetingelsen
y(0) =0 lig
y@) = 5 — 2 F
3 3

Eksempel 3.3. Det er ikke altid, at man kan skrive en eksplicit lgsning op til en
differentialligning. Havde vi modificeret den forrige differentialligning til

y'(z) + 3zy(z) = 1,

havde vi ikke kunne nedskrive lgsningen eksplicit, thi funktionen

322

e 2

ikke har en eksplicit stamfunktion. Dette skal forstas som, at den ikke kan nedskrives
som et konkret udtryk, man er ngdt til at ngjes med det lidt utilfredsstillende udtryk

322
e 2 dx.

Ikke desto mindre eksisterer stamfunktionen, og der findes numeriske metoder til at
regne med den. Disse vil veere implementeret i CAS-programmer som f.eks. Maple.



Ligesom vi har set fgr med separation af variable, kan det til tider vaere ngdvendigt
at omskrive lidt pa en differentialligning for at se, at den er en fgrsteordens lineser
differentialligning. Et eksempel er herunder.

Eksempel 3.4. Betragt differentialligningen

y'(z)
sin(z)

=1-y(z).
Vi starter med at leegge y(x) til pa begge sider. Da far vi

y'(z)
sin(z)

y(z) = 1.

Vi kan herefter gange igennem med sin(z) og fa
y'(z) + y(x) sin(z) = sin(z).

Nu kan vi lgse for y(z) med panserformlen. En stamfunktion til sin er —cos. Vi har
da

y(z) = ecos(@) (/ e cos(z) sin(m)daj—l—c) 7

og integralet lgses let med substitutionen u(x) = — cos(z), sa svaret bliver
y(a:) _ ecos(ac) (/ evdu + C) — ecos(x) (6_ cos(x) + C) -1 —|—C€COS($).

I mange tilfaelde er det interessant at lgse lineszere fgrsteordens differentialligninger
med randbetingelser. Fglgende seetning giver lgsningen til den slags problemer. Beviset
er fra [2].

Seetning 3.5 (Panserformlen med randbetingelse). Lad f og g vere kontinuerte
funktioner og a og b reelle tal. Da eksisterer der en unik lgsning til differentialligningen

Y (x) + f(2)y(z) = g(z),

sadan at y(a) =b. Lgsningen er givet ved

y(:c) = e_ fa Fe)dt (/ g(t)efa f(s)dsdt + b> .

Bewvis. For at vise, at det givne udtryk virkelig er en lgsning, kan man naturligvis ggre
prgve. Det er dog lettere blot at henvise til panserformlen, hvori vi viste, at y(z)
virkelig er en lgsning. Vi skal blot bemeerke, at

/$ ft)dt og at /l g(t)ef: F(s)ds gy

a

er stamfunktioner til hhv. f(z) og g(x)efa”f(s)ds. Vi skal dog ogsa tjekke, at rand-
betingelsen y(a) = b er opfyldt. Vi ved, at hvis et bestemt integral har ens graenser, er
integralet 0, sa vi far

y(a) — e fa f(t)dt </ g(t)efa f(S)det+b) _ 60(0—|—b) — b

10



Vi mangler nu kun at bevise unikhed af lgsningen. Velg en stamfunktion F til f og
definér de to lgsninger

y1(z) = e @ (/ @ g(z)dx + cl)
yo(z) = e '@ (/ P @ g(x)dx + cz> ,

og antag, at de begge opfylder randbetingelsen. Vi skal vise, at de to funktioner er ens.
Vi har

(@) —ya(x) = e 7@ (cr — )
og dermed for x = a:
yi(a) = y2(a) = "W (e —ca).

Venstresiden er lig b — b = 0, og ef'(?) £ 0, s& ¢; — c; = 0. Med andre ord er ¢; = ca,
og de to lgsninger er ens. [ ]

Vi skal i sidste afsnit se nogle interessante virkelig eksempler pa linezere fgrsteordens
differentialligninger med randbetingelser. Lad os dog tage et enkelt eksempel inden
opgaverne.

Eksempel 3.6. Betragt
Y (z) — 3y(x) = e**,  y(0) =0.

Vi genkender straks dette som en differentialligning af den gnskede form, sa vi indsaetter
i panserformlen med randbetingelser:

g x t x
y(z) =e Jo st (/ eedo Tt 4 O> = 639”/ et =3t qt
0 0

= 63””/ e tdt = 3" [fe*t]z =e3(1—e ™).
0

3.1 Opgaver

ee Opgave 3.1:
Los fglgende differentialligning:

Y (x) + 227y (z) = 2*.

ee Opgave 3.2:
Los fglgende differentialligning:

ee Opgave 3.3:
Los fglgende differentialligning:

Y (2)2® +y(z) =1

11



Opgave 3.4:
Logs fglgende differentialligning:

zy' (z) + y(z) —e® = 0.

Opgave 3.5:
Los fglgende differentialligning med randbetingelse

y(z) +2e7y(x) = €%, y(1) =e.

Opgave 3.6:
Los folgende differentialligning med randbetingelse

e 2y (x) + e*Ty(z) = ¥, y(0) =2.
Opgave 3.7:

Los fglgende differentialligning med randbetingelse

5xy’ () + 102y(z) = 1527, y(0) = 0.

12



4 Anvendelser: Kemiteknik og pension

4.1 Pension

Den grundleggende problemstilling i pension og livsforsikring er at sikre, at virksomhe-
den har nok penge i reserve til at udbetale et aftalt belgb til kunden pa et defineret
tidspunkt. Lad os her fokusere pa pension. Et pensionsprodukt kan se ud pa flere
mader, men en typisk pensionsaftale siger, at kunden skal betale en lgbende premie
(typisk hver maned) indtil et fastdefineret tidspunkt m, nemlig tidspunktet for pen-
sionering. m kunne f.eks. vaere 70 ar (nok senere for mange unge mennesker i dag).
Efter tidspunkt m betaler pensionsselskabet til kunden. En kapitalpension udbetaler
ét belgb pa tidspunkt m, og sa ma kunden selv sgrge for at bruge pengene fornuftigt
indtil dgd. De fleste veelger dog en sakaldt ratepemsion, hvor selskabet hver méaned
udbetaler et belgb til kunden indtil et tidspunkt n > m, hvor kontrakten udlgber.

Lad os fa matematikken pa plads. Det skal her naevnes, at vi arbejder med en meget
simpel model, hvor man kun kan vzere i arbejde eller pa pension. F.eks. tager modellen
ikke hgjde for andre tilstande sasom perioder med invaliditet eller arbejdslgshed. Vi
har fglgende stgrrelser i spil:

V(t), w(t),b(t), pa(t), r(t).
Lad os forklare disse stgrrelser hver for sig.

e V(1) betegner reserven til tid t. Reserven er nutidsveerdien af det samlede for-
ventede fremtidige belgb til kunden.

e 7(t) betegner preemieraten til tid ¢. Preemien er den kontinuerlige indbetaling
fra kunden til selskabet.

e b(t) betegner ydelsesraten fra selskabet til kunden til tid ¢, dvs. forpligtelsen fra
selskabet overfor kunden. Den kan veaere kontinuert, men den kan ogsa indeholde
sakaldte klumpbetalinger, dvs. en sum, der udbetales pa specifikke tidspunkter.

o 1, (t) (uer det graeske bogstav my) betegner dgdelighedsintensiteten for en z-arig
person til tid t. Fortolkningen er som fglger: Antag, at en x-arig person er i live
til tid ¢. Da er sandsynligheden for at dg i tidsrummet (¢, ¢ + dt] approksimativt
lig p1 (t)dt, hvis dt er meget lille.

e 7(t) er den korte rente til tid ¢. Renten skal forstas i generel forstand, nemlig som
et sammensurium af afkast pa investeringer, fortjeneste pa kgb af salg og aktiver
(aktier, ejendomme etc.) med mere. Den faktiske rente i(t) i procent er relateret
til () gennem

i(t) = efo rls)ds g,

Spergsmalet for pensionskasser er naturligvis, hvad reserven V (t) skal veere pa et
givent tidspunkt ¢. Dette er ikke en simpel problemstilling! Vi ved jo ikke, hvad renten
er i fremtiden. Det er umuligt at forudsige afkast fra udlejning af ejendomme, divi-
dender fra aktier, aktiekurser osv. Ikke desto mindre har vi veerktgjer, som tillader os
at opskrive udtryk for reserven, hvilket er formalet med denne sektion. Vores hoved-
veerktgj er Thieles differentialligning 2 givet ved

V(1) = m(t) = b(t)pa(t) + (r(t) + pa (1)) V().

2Efter Thorvald Nicolai Thiele, en dansk statistiker, matematiker og professor i astronomi, se [1].
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Lad os taenke over, hvorfor differentialligningen ser ud, som den ggr. Ligningen beskriver
sendringen i reserven til tidspunkt ¢. Til tidspunktet ¢ indbetales 7(t). Der udbetales
ogsa b(t) til kunden, hvis kunden stadig er i live, hvilket er fortolkningen af leddet
—b(t)p(t). Sidste led (r(t) + p.(t))V(t) beskriver en tilveekst af reserven athaengig af
reservens nuveerende storrelse. r(£)V (t) er rentetilvaeksten, og . (¢)V (t) er tilvaeksten
pa reserven, der kommer af, at andre forsikrede kan dg og efterlader deres opsparing
til feellesskabet. Har vi en randbetingelse? Ja, fordi til tidspunktet n (ved udlgb)
skylder selskabet kun b(n) til kunden, hvor b(n) betegner en klumpbetaling til tid n.
Vi omskriver differentialligningen til

V() = (r(t) + pe(E)V (£) = 7(t) = b()pa(t),  V(n) = b(n),
og denne kan lgses med panserformlen med randbetingelse:
t d t s d
V(t) = e Ju ~r@ (s < / (7(5) — b(s)pa(s))edn ~(rCITH=() “ds+b(n)>

= ef,;’“(3>+~w<s)d8/ (b(s)pta () — m(s))ede TG gy [Tt (s)ds
t

/ (b(s)#z(s) _ 7T(8))6_ ft T(“)+Hz(u)dud$+b(n)e—j; r(s)-i-uw(s)ds'
t

Lad os fortolke dette udtryk, som kaldes et prospektivt reserveudtryk. En hgjere
praemiebetaling giver en mindre reserve, hvilket giver mening, da vi skal reservere
feerre penge, hvis vi ved, at der kommer hgjere indbetalinger. Ligeledes skal reserven
veere storre, hvis vi skal betale mere til kunden, altsa at b(¢) bliver stgrre. Udtrykket

e f; r(u)+pz (u)du

kaldes en diskonteringsfaktor fra t til s. Den er lig den faktor, en sum penge er veerd
til tidspunkt s sammenlignet med tidspunktet ¢. Som tiden ¢ beveeger sig frem mod
pensionstidspunktet n, vil vi skulle tilbagediskontere med en lavere faktor grundet
rentetilvaeksten og dgdelighedstilvaeksten (i hvert fald i et gkonomisk scenarie med
positiv rente). Det sidste led

b(n)e L7 (o) +pa(s)ds

forteeller, at vi skal reservere b(n) med den veerdi, b(n) har til tidspunktet ¢. Lad os
tage to eksempler, hvor vi benytter teorien.

Eksempel 4.1 (Ren oplevelsesforsikring). Betragt en kontrakt, der udbetaler 1
til kunden til tid n, safremt kunden stadig lever til tid n. Sadan en kontrakt kaldes
en ren oplevelsesforsikring. 1 kan her betyder 1 million, 100.000 eller hvad, man end
gnsker. Vi antager, at kunden indbetaler en lgbende konstant preemie 7 indtil tid n.
Vi har b(n) = 1 og b(t) = 0 for alle ¢ < n. Formlen for reserven giver da

V(t) :/ —me ft T(u)"’_“m(u)d“ds + e_ft r(s)+uz(s)ds
t

_ /n - fts r(u)+ (u)duds te ft” r(8)+ i (s)ds'
t

Et godt spergsmal er, hvad preemien 7 skal veere. Akvivalensprincippet dikterer, at den
forventede veerdi af preemier og den forventede veerdi af ydelser skal vaere ens. Dette
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sikrer, at ingen vinder pa arrangementet. Matematisk betyder sekvivalensprincippet,
at V(0) =0 i det her tilfeelde. Vi har da

n s n
0=V(0) = —r / o Jo rTnadn g = [ )b (9)ds
0

og denne lgses let for
- fo" 7(8)+po (s)ds
mT =

fon e N UORICLIER .

Eksempel 4.2 (Ratepension). Vi har en kontrakt som fglger: Fra tid 0 til m ind-
betaler kunden en konstant preemie 7, og fra tid m til n betaler selskabet ydelsen b til
kunden, sa lenge vedkommende er i live. Der er ingen klumpbetalinger, sa V(n) = 0,
da vi intet skylder kunden til tid n. Vi har altsa b(t) = 0 for 0 < ¢ < m og b(t) = b for
m <t <n. Pa samme made har vi m(t) =7 for 0 <t <m og n(t) =0 for m < t < n.
Pa et tidspunkt ¢ < m ser reserven altsa saledes ud:

V(t) :/ —Te f, T'(“)"‘H:c(u)duds_i_/ b//f ( ) —ft' r(u)+pe (u)du
t

S / o S @y / o (s)e™ S e,
t m

For m <t < n er reserven

b/ Nm(s)e_ ff T'(“)‘ﬁ‘um(u)du.
t

For at opna en fair kontrakt for bade selskab og kunde, giver sekvivalensprincippet, at
V(0) = 0. Prgv at lgse for hhv. 7 og b under denne betingelse.

5 Litteraturliste og videre laesning

@nsker I at vide mere om differentialligninger, er bogen Kalkulus [2] af Tom Lindstrgm
rigtig god. Den dackker ogsa differential- og integralregning samt fglger og raekker, der
er vigtige i mange sammenhaenge. Grundlaeggende livsforsikring deekkes godt af Ragnar
Norbergs noter [3], omend de er lidt gamle og mangler figurer.

[1] Steffen L. Lauritzen. Thiele: Pioneer in statistics. Oxford University Press, 2002.
ISBN 978-01-98-50972-1.

[2] Tom Lindstrgm. Kalkulus. Universitetsforlaget, 2018. ISBN 978-82-15-02710-4.

[3] Ragnar Norberg. Basic life insurance mathematics, 2002. URL https://web.math.
ku.dk/~mogens/lifebook.pdf.
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