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Introduktion til workshoppen

Velkommen til workshoppen i integralregning! Denne workshop bygger ovenpa den
i differentialregning, og det forudssettes, at man har styr pa de geengse regler for dif-
ferentialregning, omend de bliver repeteret i lgbet af workshoppen. Som det fgrste
dykker vi ned i stamfunktioner, hvor vi skal leere stamfunktionerne for de mest kendte
funktioner at kende. Derefter udleder vi de vigtigste teknikker til at bestemme stam-
funktioner og ser nogle flere eksempler. Her traekker vi i hgj grad pa vores viden fra
differentialregning. Nar vi har faet styr pa stamfunktioner gar vi videre til at udregne
arealer under kurver. Dette viser sig at veere naert beslaegtet med problemet med at
bestemme stamfunktioner. Til slut skal vi se pa en anvendelse i form af kontinuerte
stokastiske variable.

Opgaverne til workshoppen har tre sveerhedsgrader indikeret med bla prikker, hvor
én prik er nemmest og tre er sveerest.
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1 Stamfunktioner

1.1 Introduktion

Vi skal til en start stifte bekendtskab med stamfunktioner. At bestemme stamfunk-
tioner svarer til det omvendte af differentiering.

Definition 1.1. Lad f veere en funktion. En stamfunktion F' til f er en funktion, som
opfylder, at F'(z) = f(z) for alle z i f’s definitionsmaengde. Vi skriver ogsa [ f(z)dz
for en stamfunktion til f. | kaldes et integraltegn.

Eksempel 1.2. Lad f(z) = 2? og F(z) = $2°. Idet

1
Fla) = 3307 =2 = f(),
er F en stamfunktion til f. Betragt nu i stedet funktionen F(z) = 12® + 10. Idet den
afledte funktion af en konstant er 0, vil F'(z) = 22 = f(x) ogsa, sa dette nye valg af
F er ogsa en stamfunktion til f.

Givet en funktion f, som har en stamfunktion, er sadan en stamfunktion unik?
Eksemplet ovenover viser, at svaret er nej, idet vi fandt to forskellige stamfunktioner
til f(z) = 22. De to funktioner havde dog kun en konstant til forskel. Dette viser sig
at gaelde helt generelt.

Satning 1.3 (Stamfunktioner er unikke op til addition med en konstant).
Antag, at F' og G begge er stamfunktioner til f. Da er F'— G lig en konstant.

Bewvis. Differentierer vi F' — G, far vi

(F = G)(x) = F'(z) - G'(z) = f(z) - f(x) = 0.

Dermed er differentialkvotienten til F' — G identisk nul. Men en funktion, som har nul
som afledt, er konstant. Dette fuldfgrer beviset. [ |

Bemerkning 1.4. Grundet ovenstaende resultat er det ikke interessant at inkludere
konstanter i en stamfunktion til en given funktion. F.eks. vil vi for f(z) = 22 blot

benytte stamfunktionen F(z) = 2.

I differentialregning er der en lang rackke regneregler (produktreglen, kaedereglen,
kvotientreglen etc.), som kan lgse de fleste differentiationsproblemer, hvis man ellers
kan holde tungen lige i munden. Det viser sig, at integralregning er en del sveerere.
Ofte er man nedt til at geette sig frem, og det er ikke sikkert at regnereglerne (som
vi kommer ind péa om lidt) er behjelpelige. Derudover kan det forekomme, at selvom
stamfunktionen eksisterer, kan man ikke opskrive den! nsker man at blive god til
stamfunktioner, er man ngdt til at opbygge et arsenal af velkendte stamfunktioner,
man kan tage udgangspunkt i. Vi skal starte med at se pa polynomier, der viser sig at
veere nemme at integrere. Inden skal vi dog have en central regneregel pa plads.

Proposition 1.5. Lad f og g vere funktioner. Antag, at F er en stamfunktion til f,
og at G er en stamfunktion til g. Da er F' + G en stamfunktion til f + g. Skrevet pa
en anden made,

/f(x) + g(z)dx = /f(x)dx + /g(x)dm.
Bevis. Vi differentierer og far
(F+G)'(x) = F'(z) + G'(z) = f(z) + g(x),
hvilket feerdigger beviset. |



1.2 Stamfunktioner af polynomier

Husk, at et polynomium er en funktion pa formen
fl@) =ana™ + An_12" - 4 a1z + ag,

hvor alle a;er er konstanter. Vi genkalder den vigtige regneregel, at hvis f(z) = 2™, da
er f'(z) = na™"1. Altsa skal vi gange eksponenten ned og traekke én fra eksponenten
bagefter. Den omvendte operation er at laegge én til eksponenten og derefter dividere
med den nye eksponent. Denne tankegang leder til folgende resultat:

Proposition 1.6. Lad f(x) = z™ forn # —1. Da er

/f(m)dx = L:5"4'1.

n+1

Bevis. Lad F(z) = 52" Daer

1
Fl(e) = ——(n+ D"+t = an,
n

hvilket viser det gnskede. |

Eksempel 1.7. Lad f(z) = 222 + 3z — 6. En stamfunktion til f bestemmes:

/f(x)dx:/2x2dﬂc+/3mdm—/6daz
=2/x2da§+3/xdm—6/1d$

1 1
= 2§x3 + 35332 — 6x.

1.3 Andre vigtige funktioner

I dette korte afsnit fastleegger vi stamfunktionerne til en reekke centrale funktioner. Re-
sultatet herunder bygger direkte ovenpa vores kendskab til den afledte af de involverede
funktioner.

Proposition 1.8. Der gelder folgende:
1. [ cos(z)dz = sin(x).
2. [sin(z)dz = — cos(z).
3. [e*dr =e".
4. [ Ldz =In(z).
Bevis. Vi viser hvert punkt for sig:
1. Dette folger af, at sin’(x) = cos(z).

2. Vived, at cos’'(z) = —sin(z). Dermed vil differentialkvotienten af — cos(z) veere
sin(x).

3. Dette folger af, at (e*)’ = e”.

4. Dette fglger af, at In'(z) = 1/x.



1.4 Regneregler for stamfunktioner

I dette afsnit introducerer vi to centrale teknikker til at finde stamfunktioner. De
bygger begge direkte pa velkendte regler fra differentialregningen, hvilket ogsa fremgar
af deres beviser.

Seetning 1.9 (Substitution). Lad f vere differentiabel med f’ kontinuert, og lad g
veere kontinuert. Da gaelder

[ o @i = [gwdn for u= f)
Bevis. Lad G vere en stamfunktion til g. Fra keedereglen fas

(G(f(2)) = G (f(@)f'(x) = g(f(2)) f' ().

Tages stamfunktioner pa begge sider, far vi

Substitution kan godt veere mystisk forste gang, man steder pa det. Lad os tage
nogle eksempler pa brug af ssetningen. Tricket er altid det samme. Velg en passende
ydre funktion og find den afledte af inputtet ganget pa et andet sted.

Eksempel 1.10. Lad os bestemme

/233 cos(x?)dz.
2

Vi ser, at (z2?)’ = 2z indgar i integralet. Lad g(z) = cos(x) og f(z) = x%. Da
er ovenstaende lig [ g(f(z))f'(z)dz, og dermed giver setningen om substitution, at
udtrykket ovenover er lig

/ g(u)du = / cos(u)du = sin(u)

for «w = 2. Dermed er
/2x cos(z?)dx = sin(x?).

Laeseren kan selv tjekke, at resultatet er korrekt ved at differentiere sin(z?) ved brug
af kaedereglen (at tjekke, at en stamfunktion er valid ved at differentiere den, kaldes
til tider integrationsproven).

/ 22e® da.

Vi gaetter pa, at e” spiller rollen som den ydre funktion og 2 som den indre. Desvaerre
indgar (23)" = 322 ikke i integralet. Vi kan dog fremtrylle denne afledte ved at gange
med 1/3 og derefter med 3 som folger:

/x2ex3d1¢ = é/&rzezsdx.

Nu kan ssetningen om substitution bruges direkte med v = x

22e®’ dy = 1 322¢% dy = 1 e'du = 1eu = 16753~
3 3 3 3

Igen kan laeseren tjekke resultatet efter ved at differentiere resultatet.

Eksempel 1.11. Lad os bestemme

3.



Inden vi gar videre med den anden vigtige regneregel til at bestemme stamfunk-
tioner, gennemgar vi en teknik til at benytte substitution. Denne teknik (der nok
neermere er en huskeregel) benytter, at man kan skrive differentialkvotienten for en
funktion f som

_ 9

!
f (m) - dx'
Denne notation kan bruges til at huske kaedereglen pa fglgende vis. Man leger, at %

er en brgk, og ved at skrive differentialkvotienten af den sammensatte funktion som
dg(f)/dx, kan man ”gange og dividere” med df og fa

dg(f) _ dg(f) df

dx df dx’

som jo blot er ¢'(f(z))f'(x). P& samme made kan man bruge denne notation til at
huske substitutions-reglen. Skriv u = f(x). Da er

[otr@ns@is = [ g~ [ g,

hvor man i andet trin lader som om, at der bliver ganget og divideret med dz. Bemseerk,
at dette blot er en huskeregel og ikke et formelt bevis. Notationen df /dx kan ogsa
bruges i at bestemme stamfunktioner. Lad os genbesgge de to forrige eksempler for at
illustrere teknikken.

Eksempel 1.12. Vi ser pa
/2xcos(x2)dx.

Lad v = 22. Da er du/dx = 2x, og dermed skriver vi du = 2zdx ved at ”gange over”
med dz. Vi far da dz = idm, og vi kan erstatte 2 med u i integralet og fa

1
/236 cos(z?)dx = /295 cos(u)%du = /cos(u)du.
Udregningerne er herefter identiske med dem fra tidligere.

Eksempel 1.13. Vi betragter igen fxzewg dz. Vilader u = z2 og far da du = 322dz,
hvilket omskrives til dx = #du. Altsa fas med samme knep som fgr

1 1 1 1
/m26x3dx: §/3$26x3dl’ = §/3x2e“3?du = g/e"du,

og resten af udregningerne er identiske med dem fra tidligere.
Nu ser vi pa den anden centrale regneteknik, nemlig partiel integration.

Seetning 1.14 (Partiel integration). Lad f og g vere kontinuerte funktioner. Lad
F vere en stamfunktion til f, og lad G vere en stamfunktion til g. Da geelder

/F(x)g(x)dw = F(z)G(x) — /G(x)f(x)dx
Bevis. Beviset er en direkte konsekvens af produktreglen. Produktreglen giver os, at
(F(z)G(2)) = F'(2)G(z) + F(z)G'(z) = f(2)G(x) + F(x)g(x).
Tager vi stamfunktioner af begge sider, far vi
F(2)G(z) = / F@)C(x)dz + / Fl2)g(x)da.

Treekker vi [ f(z)G(x)dx fra pa begge sider, fas det gnskede. |



Tricket i at bruge partiel integration er at veelge funktionerne f og g passende. Nogle
gange kan det ”forkerte” valg af f og g resultere i en lang sekvens af udregninger, der
ikke fgrer til noget, mens det rigtige valg fgrer til smarte smutveje. Lad os se nogle
eksempler.

Eksempel 1.15. Lad os bestemme en stamfunktion til 2% cos(z). Vi ved, at vi far et
polynomium af lavere grad ved at differentiere et polynomium, sa det giver mening at
lade F(z) = 22 og g(x) = cos(z). Da giver partiel integration

/:E2 cos(z)dr = x? sin(z) — /Sin(x)2scdx.

Nu skal vi blot evaluere stamfunktionen pa hgjre side af lighedstegnet. Her giver det
igen mening at benytte partiel integration som fglger:

/ sin(z)20dz — 2 / sin(z)zdz = 2 (—sc cos(z) — / —cos(w)dw)

= —2x cos(z) + 2sin(x)
Altsa fas
/x2 cos(x)dx = x? sin(x) + 2x cos(x) — 2sin(z).

Eksemplet her illustrerer, at det til tider kan veere ngdvendigt at foretage partiel inte-
gration flere gange for at komme i mal.

Eksempel 1.16. Lad os bestemme en stamfunktion til In(z). Umiddelbart ser det ud
til, at partiel integration ikke kan benyttes, da vi jo ikke har et produkt af funktioner.
Men det har vi faktisk. Vi kan nemlig skrive In(z) = In(z) - 1 og veelge F(x) = In(x)
og g(x) = 1. Da giver partiel integration

/ln(:c)dx = /1n(x) -1ldx = In(z) - — /x . %dm

zln(x)-x—/ldaczln(x)-x—x.

1.5 Opsummering

[7@ds [ 7@ [ F@ | Not
axr +c a 0

f:_: +c x™ nz" ! | n#£ -1

zln(z) —x+c¢ | In(x) 1/x

In(z) + ¢ 1/z —1/x?
e’ +c e’ e’

sin(z) + ¢ cos(x) | —sin(x)

—cos(z) +c¢ | sin(x) | cos(x)

Figur 1: Tabel over en reekke kendte funktioner, deres afledte og deres stamfunktioner.



1.6 Opgaver
e Opgave 1.1:
Find en stamfunktion til folgende funktioner:
1) 22+ 2+ 1.
2) 3zt — 22 + 5z — 11.
3) cos(x) + 2sin(x).
4) e + 423,
5) 10/x.

ee Opgave 1.2:
Find en stamfunktion til folgende funktioner:

1) e ™.

2) 2 + 2tan(z)?.
3) 322 + 21In(x).
4) sin(5z).

5) 1/22.

ee Opgave 1.3: Substitution
Find en stamfunktion til felgende funktioner:

1) e® cos(e®).

2) 2 cos(x?).

3) cos(z) cos(sin(x)).

4) sin(x)* cos(x).

5) (2% + 1022 — 5z + 2)3(322 4 20z — 5).
6) cos(z) sin(x).

ee Opgave 1.4: Partiel integration
Find en stamfunktion til folgende funktioner:

1) ze®.

2) z%sin(x).
3) zln(z).
4) 22 1n(x).
5) z2e®.

6) e” cos(x).

eee Opgave 1.5: Blandet gvelse
Find en stamfunktion til fglgende funktioner (i nogle af opgaverne kan det vaere en
god idé at genkalde sig de vigtige logaritmeregneregler):
1) In(z)/2%
2) em—0—267” )
3) In(2?).
4) In(2z).
5) cos(z) In(2sin(z)).
6) x cos(e®).



2 Det bestemte integral

2.1 Arealet under kurver

Hvorfor er stamfunktioner interessante? En af flere grunde er, at de bruges til at
bestemme arealet under kurver.

Definition 2.1. Givet en funktion f defineret pa [a,b], da betegner det bestemte

integrale
b
/ f(z)dx

arealet under grafen for f i intervallet [a, b].

Hvordan skal areal forstas? Det skal forstas pa den made, at hvis funktionen f er
positiv i intervallet [a, ], da er integralet blot lig arealet i klassisk forstand. Hvis f er
negativ nogle steder i intervallet, da betegner integralet arealet med negativt fortegn.
Lad os illustrere dette med funktionen f(z) = 2® — 62 + 4. Se figuren herunder:

Figur 2: Arealet under kurven for en funktion. Rgd indikerer negativt fortegn og grgn
positivt fortegn.

De grgnne omrader indikerer areal med positivt fortegn, mens det rgde areal har
negativt fortegn. I dette tilfeelde er integralet over de omrader, hvor funktionen er
negativ (over de rgde omrader) ca. —20,785. Integralet, hvor funktionen er positiv
(under de grgnne omrader), giver ca. 52,785. Alt i alt fas

4
/ f(z)dz = 52,785 — 20.785 = 32.
—4

Hvordan indgar stamfunktioner i beregning af det bestemte integrale? Det er en
leengere forteelling, men vi skal i denne workshop tage en af de vigtigste resultater i
matematisk analyse for givet, nemlig Analysens Fundamentalsetning. Den forteeller os
fglgende.



Seetning 2.2. Lad [ vere en kontinuert funktion defineret pa intervallet [a,b], og lad
F vere en stamfunktion til f. Da er

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).

Lad os tage nogle eksempler pa brugen af denne satning.
Eksempel 2.3. Lad f(z) = = pa intervallet [0, 1] som skitseret herunder.

1

0.4 0.6

x

Figur 3: Funktionen f(x) = x i intervallet [0, 1] med arealet under kurven farvet gren.

Det er ikke sveert at se, at arealet under kurven bgr veere 1/2. Lad os tjekke, at

Analysens Fundamentalseetning giver samme resultat. Vi ved, at F(z) = %xQ er en

stamfunktion til f. Vi far da

/U"(a:)da::F(l)—F(()):1_0:_7
0 2

hvilket stemmer overens med vores forventning.

Eksempel 2.4. Lad f(x) = 2% — 62 + 4, som ogsa er den funktion, vi si grafen for til
at starte med. Vi gnsker at beregne
4
/ flz)dz.
-4

Vi bestemmer nemt en stamfunktion til F(z) = fz* — 32% + 4. Vi far da

/4 F(@)da = F(4) — F(—4) = }144 342144 (%(—4)4 C3 (4?4 () =

hvilket lettest indses ved at bemzerke, at de fleste led gar ud med hinanden. Kun 4 - 4
og —(4- (—4)) overlever.

Eksempel 2.5. Vi gnsker at beregne

2
/ cos(x)dx.
0



Vi ved, at sin er en stamfunktion til cos, sa vi far
27
/ cos(z)dz = sin(27) — sin(0) = 0 — 0 = 0.
0

Ser vi pa grafen for cosinus i intervallet med arealerne illustrerede, far vi figuren herun-

der.

Det ses, at de positive og de negative arealer udligner hinanden, hvilket forklarer
vores resultat.

Lad os til slut opliste nogle regneregler for integraler.

Proposition 2.6. Lad f og g vere kontinuerte funktioner defineret pa [a,b]. Da gelder

1.
/ab f(x) + g(x)dr = /ab f(z)dx + /abg(x)dg:.
2.
/ba fla)de = _/abf(x)da:.
3.

/a " F@)dz =0,

4. Huis intervallet [a,b] deles op i de to dele [a,c]| og [c,b] for et punkt ¢, da gelder

/ac f(z)dz + /Cb f(z)dz = /: f(z)dx.

Lad os forsgge at seette noget intuition pa disse regneregler. Den forste regneregel
siger, at arealet under summen af to funktioner blot er summen af arealet under hvert
af dem. Den anden er mindre klar. Den siger, at hvis man bytter rundt pa integral-
graenserne, skal man gendre fortegnet af det oprindelige integral. Man kan tzenke pa det
sadan, at f: f(z)dz betyder, at man integrerer fra a til b. Hvis man sndrer retning,
far arealet ogsa omvendt fortegn. Trejde punkt giver sig selv. At integrere over et
punkt burde give nul, eftersom man far en linje (som har areal 0). Den fjerde regel er
sa vigtig, at den har sit eget navn, nemlig indskudsreglen. Intuitivt giver den mening,
da den blot siger, at arealet fra a til b er lig arealet fra a til ¢ lagt til arealet fra c til b.

10



2.2 Uegentlige integraler

I mange henseender er man ikke kun interesseret i at integrere over et begraenset
interval. Man kunne f.eks. veaere interesseret i at integrere over hele den reelle talakse
eller alle positive reelle tal. Hvordan udregner vi bestemte integraler i dette tilfzelde?
Lad os studere det konkrete eksempel

<1
/ 72d.13,
1 x

hvor kun den ene granse er ikke-endelig. Her udregnes integralet som:
> 1 N1
/ —dzr = lim —dx.
1 x N—o0 1 X

Dermed skal vi blot udregne integralet med gvre graense N. Dette gores snildt. 1/x2
har —1/z som stamfunktion. Dermed fas

N
1 1 1 1
Cdp— —— [ ) =1 =
/1 27T TN ( 1) N’

og det endelige resultat bliver

> 1 . 1
/1 xzdx—f&inoo@N)—l-

Hvad hvis vi har et integral pa formen

[ O:O f(x)da?

Da ggr vi noget fuldsteendigt analogt:

oo N
[m f(z)dx = ngnoo f(z)dx.

—-N

Bemeaerk, at sadanne integraler ikke ngdvendigvis er endelige. Et godt eksempel er

>*1
/ —dx.
1 l‘

Husk, at 1/z har In(z) som stamfunktion. I dette tilfzelde fas da

oo N
/ ldm = lim 1dalc = lim (In(N) —In(1)) = lim In(N) = co.
1

x N—oo /1 @ N —o0 N—o0

2.3 Opgaver

Opgave 2.1:
Udregn fglgende:

1)

2)

11



1
/ 2% — 42% + x — 1dz.
0

3)
In(3)
/ e“dx.
0
4)
1
/ z2 + 2z + 4dx.
-2
5)
3
1
/ —dx
1 T
6)

/ sin(x)dz.
0
Opgave 2.2:

Udregn folgende bestemte integraler. Det kan veere smart at bruge nogle resultater
fra tidligere opgaver.

1)
w/2
/ cos(z) + 2sin(x)dx.
0
2)
/7r sin(z)? cos(z)dz.
0
3)
/4 %dx.
3 T
4)
/2
/ e’ cos(x)dx.
0
5)
/a ldz.
0
6)

/ 22 In(z)dx.
1

12



Opgave 2.3:
Udregn fglgende ugentlige integraler:

1)
/ e “dx.
0

2)

3)

Opgave 2.4:
Bestem de p, hvorom det geelder, at

*1
/ —dz
1 xP

er endelig. Vink: Der skal deles op i en rakke tilfeelde for p. Tag evt. et kig pa
diskussionen fra afsnit 2.2 for inspiration.

3 En anvendelse: Kontinuerte fordelinger

Hvis I har haft sandsynlighedsteori og statistik, kender I muligvis til nogle diskrete
fordelinger. Eksempler er binomialfordelingen og Poisson-fordelingen. I mange henseen-
der er det dog interessant at arbejde med kontinuerte fordelinger, som er fordelinger,
der tilskriver positiv sandsynlighed til intervaller af den reelle akse i stedet for diskrete
veerdier (f.eks. 1,2,3,...).

Lad os fgrst fa lidt terminologi pa plads. Det centrale objekt i sandsynlighedsteori er
stokastiske variable. Disse er funktioner fra det underliggende udfaldsrum til den reelle
akse. Et typisk eksempel er plat eller krone. Udfaldsrummet bestar af de to mulige
udfald, nemlig plat (P) og krone (K). Da ville funktionen X givet ved X (P) = 0 og
X(K) = 1 veere et eksempel pa en stokastisk variabel. Da stokastiske variable er
tilfeeldige, giver det mening at beskrive dem gennem en fordeling. I tilfeeldet med plat
eller krone er sandsynligheden 0,5 (svarende til 50%) for bade plat eller krone, hvilket

vi kan skrive som 1

5
For en diskret stokastisk variabel kaldes fx (x) = P(X = x) tetheden for X. Taetheden
giver alt den information, vi behgver om fordelingen af X . For en kontinuert stokastisk
variabel er det dog ikke s& simpelt at definere fx, eftersom P(X = x) = 0 for alle
reelle tal x. Her kommer integralregning ind i billedet.

P(X =0)=P(X =1)

Definition 3.1. For en stokastisk variabel X, kaldes funktionen

Fx(z) = P(X <x)

13



for fordelingsfunktionen af X. Funktionen
fx(@) = Fx ()
kaldes teetheden for X.

Bemerkning 3.2. Teetheden og fordelingsfunktionen for en stokastisk variabel giver
den samme information. Kender man tsetheden fx, kan fordelingsfunktionen findes
ved

Pe(@) = [ rctoa,

mens relationen fx(x) = Fi(z) forteeller os, at kender man fordelingsfunktionen,
kender man ogsa teetheden.

Eksempel 3.3. En stokastisk variabel X kaldes eksponentialfordelt med rateparameter
A > 0, hvis teetheden for X er lig

fx(z) =

Xe M for x>0
0, ellers '

Funktionen er skitseret herunder med A = 2:

0.4+
0.3+
0.24

0.14

Figur 4: Teaetheden for en eksponentialfordelt stokastisk variabel med rateparameter 2.
En tethed angiver, hvor det er mest sandsynligt, at X antager veerdier. Pa grafen
ses det, at det er meget sandsynligt, at X tager veerdier mellem 0 og 2, mens sandsyn-

ligheden er markant mindre for veerdier stgrre end 2. Vi kan bestemme fordelingsfunk-
tionen pa fglgende vis:

Fx(z) = / fx(t)dt = /0 e Mdt = A /0 e Mdt.

En stamfunktion til e=* er givet ved —1e~*. Dermed fas

Fy(z) = A (—ie)“r - <—i\e)"0)> =1-—e.
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Der findes et utal af mader at beskrive fordelinger/stokastiske variable pa. En af
disse mader er at beregne momenterne af fordelingen, safremt de eksisterer. Vi skal dog
undlade at ga for meget ind i de tekniske detaljer omkring eksistensen af momenter.

Definition 3.4. Lad X vaere en kontinuert stokastisk variabel med teethed fx. Da
kaldes vaerdien

E[X*] = /OO z* fx (x)dx

— 00

det k’te moment af X. Det forste moment

kaldes middelvaerdien af X.

kaldes variansen af X.

Middelveerdien kaldes ogsa forventningen (E er engelsk for expectation) og beskriver
den gennemsnitlige vaerdi af vores stokastiske variabel. Variansen beskriver, hvor meget
vi forventer, at vores stokastiske variabel vil variere ift. middelveerdien. Begge er
seerdeles centrale til at beskrive fordelinger. Inden vi regner pa et eksempel, skal vi
have et resultat, der fastleegger nogle grundleeggende egenskaber for disse stgrrelser.

Proposition 3.5. Lad X og Y wvere stokastiske variable og a og b reelle tal.
1. Middelverdien opfylder linearitet, dvs.
ElaX +bY] = aE[X] + bE[Y].

2. VarlaX] = a* Var|X].
3. VarlX + a] = Var[X].
4. VarlX] = E[X?] - E[X]2.

Bevis. 1. Dette fplger direkte af definitionen af middelvaerdien (laeseren bgr overbe-
vise sig selv om, at integraler opfylder linearitet).

2. Fra definitionen af varians samt linearitet af middelveerdien fas
Var[aX] = E[(aX — E[aX])?] = E[(aX — aE[X])?]
= E[d*(X — E[X))?] = ¢*E[(X — E[X))?] = a*Var[X].
3. Overlades som gvelse til laeseren.
4. Vi udregner
Var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X? + E[X]? — 2X E[X]]
= E[X?] + E[E[X]*] — E2XE[X]).
Husk, at middelveerdien er et tal, og derfor giver linearitet
Var[X] = E[X?] + E[X?] - 2E[X]E[X] = E[X?] — E[X]?

som ¢gnsket.
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Eksempel 3.6. Vi ser igen pa eksponentialfordelingen med rateparameter A > 0. Vi
beregner middelvaerdien og variansen. Med partiel integration findes stamfunktionen

_ I _
_re )\z_ie Az

A

til Aze=**. Dermed fas

o 1 1
E[X] = / zXe Mdz = lim (—Ne_)‘N - Xe_)‘N - (—Oe_)‘o - )\e_’\o)>
0

N —o0

og idét —Ne N gar mod nul, som N gar mod nul, er ovenstdende lig 1/A\2. Med
partiel integration kan vi finde stamfunktionen

_ 2 _ 2 _
—$2€ Az < Az PRV

og en udregning som ovenover giver

Ergo giver propositionen ovenover, at

2
Var[X] = E[X?] - E[X)* = % - (1) .
3.1 Opgaver

Opgave 3.1:
En kontinuert stokastisk variabel U kaldes uniformt fordelt pa [a,b] hvis den har en
teethed givet ved

L fora<ax<b
) = b—a’ — —
fulz) {O, ellers

1)Skitsér teetheden i et koordinatsystem. Giv en forklaring af, hvordan denne variabel
opforer sig.

2)Vis, at
/ fu(x)dx = 1.

Vink: Husk, at integralet er nul alle steder, hvor fy er nul.

3)Vis, at
1
4)Vis, at
Var[X] = — (b — a)?
Opgave 3.2:

Bevis punkt 3. i Proposition 3.5.
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