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Introduktion til workshoppen

I denne workshop skal vi arbejde med grafteori, som er en gren af sakaldt ”diskret
matematik”, som man kan tenke pa som “matematik uden kommatal”. Workshoppen
bestar af tre dele: en introduktion, hvor vi far de grundleeggende begreber under huden,
et kapitel om Eulerture, der er vigtige for grafteoriens historie, og til slut arbejder vi kort
med vaegtede grafer. De primaere formal med workshoppen er, at I bliver klogere og oplever
matematik pa en anden made, end man ggr i grundskolen og gymnasiet. Opgaverne i dette
kompendium er inddelt i tre svaerhedsgrader, let, mellem og sveer indikeret med hhv. 1, 2
og 3 prikker.
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1 Hvad er grafteori?

1.1 Vigtige begreber

Grafteori er studiet af grafer. Du teenker maske pa grafer af funktioner i et koordinatsystem,
men dette er en helt anden type graf. En graf i denne workshop er en samling af knuder og
kanter, der forbinder knuderne med hinanden. Lad os se pa et eksempel:

Figur 1: Eksempel pa en graf

Knuder tegner vi som cirkler eller firkanter, som kan have et navn (her blot bogstaver),
mens kanterne er linjerne, der forbinder knuderne. Man kan taenke pa grafer pa flere mader.
Forestil dig f.eks. et vejkort. Her er knuderne placeringer og kanterne veje. I dette afsnit
skal vi leere de mest grundlaeggende begreber i grafteori, sa vi er klar til at lgse rigtige
problemer i de senere afsnit. Der kan vere en del begreber at huske, men heldigvis er de
fleste af navnene ret intuitive.

Definition 1.1. Vi har fglgende definitioner:
1. En lgkke er en kant, som starter og slutter i samme knude.
2. To forskellige knuder kaldes naboknuder, hvis der er en kant, der forbinder dem.

3. Valensen af en knude er lig antal kanter, der har endepunkt i knuden (en lgkke laegger
2 til valensen). Den totale valens for en graf er summen af valensen for alle knuder i
grafen.

4. En isoleret knude er en knude, hvor ingen kanter har endepunkt. Med andre ord, en
knude med valens 0.

Lad os illustrere disse begreber med en figur:

Figur 2: Tllustration af begreberne i definition 1.1. A og B er et eksempel pa to naboknuder.
C har en lgkke. E er en isoleret knude, idet denne knude ingen kanter har. Valensen af A
er 1, for B er den 2. Valensen af C' og D er henholdsvis 5 og 2.



Nar man i matematik har indfgrt en definition, vil man ofte gerne bygge ovenpa defini-
tionerne med nogle resultater. Valens er et vigtigt begreb, som vi kommer til at bruge en
del fremover. Vi har denne s@tning om valensen i en graf:

Saetning 1.2. Den totale valens for en graf er lig antallet of kanter gange 2.

Beuvis. Alle kanter i en graf starter og slutter i en knude (muligvis den samme knude). Altsa
ma alle kanter bidrage med 2 til grafens totale valens. |

Nar man har vist en sztning i matematik, kan det ske, at man far et nyttigt resultat eller
to mere herudfra. Sadan en fplgessetning kaldes et korollar. Vi har sadan en hjaelpesatning:

Korollar 1.3. Den totale valens for en graf er et lige tal.

Bevis. Da den totale valens for en graf er lig 2 gange antallet af kanter, ma 2 ga op i den
totale valens. Altsa er den totale valens lige. |

Nar vi arbejder med grafer, vil vi gerne kunne beskrive, hvordan forskellige knuder er
relateret til hinanden i grafen. Derfor indfgrer vi nogle flere begreber:

Definition 1.4. Lad G vere en graf med knuder A og B.

1. Der er en rute mellem A og B, hvis vi kan komme fra A til B ved at beveege os langs
nogle knuder og kanter i grafen. Fglgen af knuder og kanter, vi beveeger os igennem,
er selve ruten.

2. En tur fra A til B er en rute fra A til B, hvor man kun méa ga langs hver kant én gang.
3. En vej fra A til B er en tur fra A til B, hvor man kun ma passere hver knude én gang.

4. En rute kaldes lukket, hvis fgrste og sidste knude pa ruten er ens. Samme geelder for
en lukket tur og en lukket vej. Hvis en rute, tur eller vej ikke er lukket, kaldes den
aben.

5. En kreds er en lukket tur, hvor de eneste gentagne knuder er start- og slutknuden.

For at ggre definitionerne lidt lettere at huske, har vi folgende tabel:

Table 1: Tabel til begreberne i definition 1.4

Definition Gentagne kanter Gentagne knuder Samme start- og slutknude
Rute Tilladt Tilladt Tilladt

Tur Nej Tilladt Tilladt

Vej Nej Nej Nej

Lukket rute Tilladt Tilladt Ja

Lukket tur Nej Tilladt Ja

Kreds Nej Kun fgrste og sidste Ja

Ser vi pa figur 2, kan vi se, at der er ruter mellem alle knuder undtagen E. Der findes
ogsa nogle lukkede ture. F.eks. kan vi ga fra D til C' langs én af kanterne og tilbage til D
gennem den anden kant. Denne tur er ogsa en kreds. Kan du finde andre lukkede ture?
Andre kredse? En anden illustration af begreberne ses i grafen herunder:



Figur 3: En graf med mange slags ruter.

I denne graf er der mange ruter! Dog er der ikke ruter mellem alle knuder, f.eks. findes
ingen rute mellem I og A. Vi kan ligeledes finde mange ture, ogsa lukkede af slagsen. F.eks.
kan vi ga fra B til C til D og tilbage til B. Dette er ogsa en kreds. Kan vi finde en lukket
tur, som ikke er en kreds? Ja, lad os starte i F' og ga til G, til H, tilbage til F, til E og
tilbage til F' langs den anden kant. Dette er en lukket tur, da ingen kanter bliver brugt mere
end én gang, og vi bade starter og slutter i F. Men vi passerer F' undervejs i turen, sa F
optraeder ikke kun som start- og slutknude. Derfor er denne lukkede tur ikke en kreds.

Se igen pa figur 3. Der er noget seerligt ved knuderne I og J i forhold til de andre
knuder i grafen. I og J kan forbindes med en rute, men de kan ikke forbindes med ruter til
nogle andre knuder i grafen. Pa samme made kan knuderne fra A til H forbindes med ruter
indbyrdes. Disse overvejelser giver os ideen til en ny definition:

Definition 1.5. En graf kaldes sammenhengende, hvis det for alle par af knuder i grafen
geelder, at disse kan forbindes med en rute.

Graferne i figur 2 og 3 er ikke sammenhaengende. Det er grafen pa figur 1 til gengeeld.

1.2 Nogle graftyper
Vi vil nu komme ind pa nogle bestemte typer grafer, som er gode at kende.

Definition 1.6. En simpel graf er en graf uden lgkker, og hvor ingen naboknuder er for-
bundet af mere end én kant.

Grafen i figur 1 er et eksempel pa en simpel graf, mens grafen i figur 2 ikke er en simpel
graf. F.eks. har knude C en lgkke. Simple grafer bliver vigtige i sidste afsnit, nar vi ser
pa vaegtede grafer. Man kan teenke pa simple grafer som grafer uden ”overflgdige kanter”,
altsa der er netop det antal kanter i grafen, som skal bruges, for at de samme knuder er
forbundet. Vi ser nu pa en speciel type af simple grafer.

Definition 1.7. En komplet graf er en simpel graf, hvori alle par af forskellige knuder er
forbundet med hinanden. Den komplette graf med n knuder betegner vi som K.

Lad os se pa de to komplette grafer K3 og K4 som eksempel:
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Figur 4: Graferne K3 og Kjy.



Den sidste type graf, vi vil kigge pa her, er kredsgrafer. Definitionen er meget, som
navnet antyder.

Definition 1.8. En kredsgraf er en simpel graf, hvor alle knuderne indgar i netop én kreds.
Kredsgrafen med n > 3 knuder betegner vi som C,, (C’et star for ”cycle”, det engelske ord
for 7kreds”).

Hvorfor skal vi have n > 37 Hvis n er 2, kan vi slet ikke lave en kreds uden at skulle
tegne flere kanter mellem de to knuder. Men sa kan grafen ikke veere simpel! Definitionen
giver altsa kun mening, hvis n > 3. Lad os se pa et eksempel, nemlig graferne C4 og Cs:

Figur 5: Graferne Cy og Cs.

Definition 1.9. En vejgraf er en simpel graf, hvor én vej kan gennemlgbe alle knuder og
kanter i grafen. Vejgrafen med n knuder betegner vi P, (P’et star for ”path”, det engelske
ord for "vej”).

Nedenfor ser vi to eksempler pa vejgrafer.

Figur 6: Graferne P, og Ps.

Vi kan afslutte med at bemaerke, at komplette grafer, kredsgrafer og vejgrafer (de tre
standardgrafer) altid er sammenhangende. Vi er nu parate til at kaste os ud i at lgse nogle
interessante problemer med grafteori.



1.3 Opgaver til Hvad er grafteori?
Opgave 1.1:

Tegn fglgende:

1)En graf med tre knuder med valens 1, 2 og 3.
2)En graf med fire knuder alle med valens 1.
3)En graf med fem knuder med valens 1, 1, 2, 2 og 4.

4)En ikke-sammenhaengende graf med fire knuder, alle med valens 2.

Opgave 1.2:
Tegn dit hus/din lejlighed som en graf, hvor et veerelse er en knude, og kanterne vejene
mellem disse. Hvordan kan man f.eks. handtere flere etager?

Opgave 1.3:
Tegn en sammenhzengende graf uden lgkker, der indeholder netop 2 kredse.

Opgave 1.4:
Hvor mange grafer kan du tegne, som er sammenhaengende, simple, og hvor alle knuder
har lige valens? Kender du nogle i forvejen? Hvor mange findes der?

Opgave 1.5:
Tegn graferne:

1)Den komplette graf med 5 knuder, K.
2)Kredsgrafen med 6 knuder, Cs.
3)En sammenhaengende graf med 7 knuder. Knuderne skal have valens 1, 2, 3, 4, 5, 6 og 7.

Opgave 1.6:
Tegn en graf med 4 knuder. Knuderne skal have valens 1, 2, 2 og 3. Findes en graf med
fire knuder af valens 1, 2, 2 og 47 Hvis ja, tegn den. Hvis nej, hvorfor ikke?

Opgave 1.7:
Se pa K, og C,. For hvilke veerdier af n er disse grafer ens? Husk, at n > 3.

Opgave 1.8:

T disse opgaver skal vi se pa, om det er muligt i en gruppe af personer, at hver person er ven
med et bestemt antal personer i gruppen. Vi antager, at hvis person x er ven med person
1y, er person y ogsa ven med person x. Hvis det er muligt, tegn da en graf, som illustrerer
vennerelationerne.

1)Antag, at gruppen er pa 4 personer. Er det muligt for alle gruppemedlemmer at veere
venner med praecist 2 andre i gruppen?

2)Antag, at gruppen er pa 7 personer. Er det muligt, at alle gruppemedlemmer er venner
med przecist 5 andre i gruppen?

3)Antag, at gruppen er pa 211 personer. Er det muligt, at alle gruppemedlemmer er venner
med praecist 193 andre i gruppen?

Opgave 1.9:
Bevis, at der i alle grafer er et lige antal knuder med ulige valens. [Vink: brug korollar 1.3]



Opgave 1.10:
Giv et argument for, at alle sammenhaengende grafer med n knuder har mindst n — 1
kanter.

Opgave 1.11:

1)Vis, at K, har @ kanter [Vink: Tegn K, for f.eks. n = 5 og teel op for hver kant,
brug dette til at give et argument for det generelle tilfeelde].

2)Vis, at en simpel graf med n knuder hgjst kan have @ kanter.

3)Find en simpel graf, der har dobbelt s& mange kanter, som den har knuder. [Vink: brug
forste delopgave]

De folgende opgaver omhandler en bestemt type graf, nemlig et ¢re.
Definition 1.10. Et tre er en sammenhaengende graf, der ikke indeholder nogle kredse.

Opgave 1.12:
I denne opgave viser vi nogle generelle egenskaber for treeer.

1)Tegn et tree med henholdsvis 3, 5 og 10 knuder.

2)Bevis, at et trae bliver ngdt til at veere simpelt.

3)Hvor mange traeer findes der med 4 knuder? Hvad med 5 knuder?

4)Findes et tree med 7 knuder og 7 kanter? Hvis ja, tegn traeet. Hvis nej, hvorfor?

5)Hvor mange kanter er i et tree med n knuder? [Vink: brug opgave 1.10. Hvad sker der,
hvis man tilfgjer flere kanter?]

6)Hvad er den totale valens for et trae med n knuder?
Opgave 1.13:

Bevis fglgende resultat:

Proposition. Lad G vere en graf med n knuder. Hvis G er sammenhaengende og har n— 1
kanter, er G et tre.

[Vink: Antag, at G indeholder en kreds. Vis, at dette fgrer til en selvmodsigelse, og
konkludér, at G ikke kan have en kreds, ergo ma G veere et tra]

Definition 1.11. Et blad er en knude i en graf med valens 1.
Opgave 1.14:

1)Bevis, at der findes mindst ét blad i et trae. [Vink: start i en vilkarlig knude og hop videre
til den neeste]

2)Bevis, at der findes mindst to blade i et tree. [Vink: brug 1)]



2 FEulerture

2.1 Grafteoriens faddsel - historien om Konigsberg

11736 blev Leonhard Euler bedt om at finde en rute gennem byen Koénigsberg, sa en proces-
sion (et optog) kunne ga over samtlige 7 broer i byen praecis én gang (som I maske husker fra
tidligere, er det definitionen af en ”tur”). Aret efter udgav han en artikel, som analyserede,
hvorvidt dette var muligt. Denne artikel betragtes som det forste bidrag til grateorien [2].
Nedenfor pa figur 7 ses et billede af Konigsbergs broer, og hvordan dette kan repraesenteres
med en graf.

KONINGSBERGA

Figur 7: Venstre: Tegning af Konigsberg med broerne [3]. Hgjre: Konigsberg repreaesenteret
ved en graf. Knuderne er de fire landomrader, og kanterne er broerne mellem dem.

2.2 Abne og lukkede Eulerture
Efter dette store bidrag til grafteorien har Euler naturligvis faet et begreb opkaldt efter sig:

Definition 2.1. En Fuler-tur er en tur, som indeholder alle grafens kanter.
En Euler-tur kan enten veere aben eller lukket. Her genbruger vi blot definition 1.4-(4):

e En lukket Euler-tur starter og slutter i samme knude.
e En aben Euler-tur starter og slutter i to forskellige knuder.

Eksempel 2.2. For et helt simpelt eksempel pa en lukket Euler-tur kan vi se pa kredsgrafen

med 5 knuder igen:



For at lave en lukket Euler-tur kan vi veelge en vilkarlig knude at starte i. For eksempel
kan vi starte i A. Vi kan nu ga turen A - B — C — D — E — A. Da alle kanterne er
med i turen netop én gang og vi har samme start- og slutknude, har vi altsa lavet en lukket
Euler-tur i grafen!

Overvej: Geelder det for alle kredsgrafer?

Eksempel 2.3. For et helt simpelt eksempel pa en aben Euler-tur kan vi se pa vejgrafen

med 3 knuder Ps:
(WD—E—©)

For at lave en aben Euler-tur skal vi veelge en knude at starte i med en smule omtanke.
Vi skal nemlig starte og ende i en af endeknuderne for, at vi kan fa alle kanter og knuder
med. For eksempel kan vi starte i A. Vi kan nu ga turen A — B — C. Da alle kanterne er
med i turen netop én gang, og vi har forskellige start- og slutknuder, har vi altsa lavet en
aben Euler-tur i grafen!

Nu har vi kun kigget pa simple eksempler, men det er ikke sveert at forestille sig meget
store grafer med hundredevis af knuder og tusinder af kanter imellem sig. Hvordan kan vi
finde ud af, om den har en Eulertur? Det siger denne seetning noget om:

Saetning 2.4. Betragt en graf G uden isolerede knuder.

1. G har en lukket Eulertur, hvis og kun hvis den er sammenhengende og alle knuder har
lige valens.

2. G har en aben Eulertur, hvis og kun hvis den er sammenhaengende og har precist to
knuder med ulige valens.

Beuvis. For at bevise pastand 1, skal vi vise to ting. Fgrste skal vi vise, at hvis G har en
lukket Eulertur, er G sammenhaengende, og alle knuder har lige valens. Dette overlades som
en gvelse, se opgaverne. Dernaest skal vi vise, at hvis en graf G er sammenhzngende, og
alle knuder har lige valens, vil G have en lukket Eulertur. Denne implikation udelades, da
den bygger pa et induktionsargument, som raekker en del udover workshoppens indhold. At
bevise pastand 2 forlgber pa tilsvarende vis. [ ]



2.3 Opgaver til Eulerture

Vi konkluderede i eksempel 2.2, at alle kredsgrafer har lukkede Eulerture. I de naste to
opgaver ser vi pa de to andre typer af standardgrafer K,, (komplet graf) og P, (vejgraf) og
undersgger, om disse har Eulerture (abne eller lukkede).

Opgave 2.1:
[Vink: Tegn graferne!]

1)Har P4 en Eulertur? Hvis ja, er den sa aben eller lukket?

2)Har en vilkarlig vejgraf P,, en Euler-tur? Hvis ja, er den sa aben eller lukket?

Opgave 2.2:
[Vink: Tegn graferne!]

1)Har K4 en Eulertur? Hvis ja, er den sa aben eller lukket?
2)Har K5 en Eulertur? Hvis ja, er den sa aben eller lukket?
3)Har Kg en Eulertur? Hvis ja, er den sa aben eller lukket?
4)Hvilke komplette grafer har en Eulertur? Hvad skal der gaelder om n?

Opgave 2.3:
Denne opgave er fra [2]. Afger om graferne har en lukket eller aben Eulertur, og find om

muligt en.

1)

2)

3)
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Opgave 2.4:

Denne opgave er fra [2]. Herunder er tegnet en plan over to huse. Tegn passende grafer
over begge huse, sa rummene er knuder og dgrene kanter (betragt haven U som et rum i
hvert hus). Afggr herefter, om det er muligt at g& en tur gennem huset, s man gar gennem
hver dgr netop én gang.

A B

U

Figur 8: Plan over de to huse.

Opgave 2.5:
Kan man finde en lukket Eulertur over broerne i Konigberg?

Opgave 2.6:
Kan man finde en aben Eulertur over broerne i Konigberg?

Opgave 2.7:
Lad G veere en graf med en lukket Eulertur.

1)Bevis, at G er sammenhaengende.

2)Bevis, at alle knuder i G har lige valens.

Opgave 2.8:
Lad G vere en graf med en aben Eulertur.

1)Bevis, at G er sammenhzngende.

2)Bevis, at netop to knuder i G har ulige valens. [Vink: hvad skal geelde om valensen af de
knuder, som turen starter og slutter i? Hvad med alle andre knuder?]
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3 Vagtede grafer og grafalgoritmer

3.1 Vagtede grafer

En veegtet graf er blot en graf, hvor alle kanter har en veerdi tilknyttet. Denne veerdi kaldes
en vaegt. Et eksempel ses herunder:

Figur 9: En simpel vaegtet graf

Man kan fortolke veegtede grafer som mange ting. Et eksempel kunne veere steder og
veje mellem disse. Vaegtene kan her veere afstande, omkostninger med mere. I virkeligheden
vil man ofte vaere interesseret i at finde den korteste vej fra et sted til et andet. I grafteori
kan dette omsaettes til: Givet en veegtet graf G, find den rute fra knude A til knude B, hvor
summen af veegten af kanterne i ruten er mindst mulig. Det er netop dette problem, som
Djikstras algoritme lgser (Djikstra udtales ”deigstra”), hvis man lader alle veegtene veere
positive.

Lad os overveje en anden fortolkning af veegtede grafer. Forestil dig, at du har et netveerk
af f.eks. fabrikker, og du gnsker at bygge et netveerk af veje mellem dem. Det skal veere
muligt at komme fra en vilkarlig fabrik til en hvilken som helst anden fabrik i netveerket,
men du gnsker ikke at lave sa meget som én vej for meget. Vi kan lade samtlige muligheder
for veje udggre en sammenhangende graf G. Problemet svarer da til at finde et trae, der
udspeender grafen, dvs. et trae, som indeholder de samme knuder som grafen. Sadan et trae
kaldes et udspendende tre. Hvis G er en veegtet graf, og vi ydermere gnsker, at vaegten af
treeet (dvs. summen af veegtene for alle kanterne i treeet) skal veere mindst muligt, kaldes
det et mindste udspendende tre. Kruskals algoritme er én af mange algoritmer, der finder
et mindste udspandende tree i en vaegtet graf.

3.2 Djikstras algoritme og korteste veje

Nu gennemgas Djikstras (udtales deigstra) algoritme. For at algoritmen kan begynde, skal
den have en startknude og en vaegtet graf, hvor alle veegtene (kanternes veerdier) er positive.
Djikstras algoritme findes i flere udgaver. Den udgave, vi tager udgangspunkt i, giver den
korteste afstand fra startknuden til alle andre knuder i grafen.
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Djikstras algoritme

1. Velg en startknude s, og seet afstanden fra s til alle andre knuder til uendelig, oco.
Markér s som besggt (en besggt knude bliver aldrig besggt igen).

2. Udregn afstanden fra s til den nuveerende knudes naboer. Hvis afstanden er kortere
end den tidligere noterede afstand, erstat den gamle afstand med den nye.

3. Udveelg knuden (der ikke ngdvendigvis er en nabo til den nuveerende knude) med
kortest afstand til s og markér denne som besggt. Denne knude bliver ogsa den nye
nuvaerende knude.

4. Gentag trin 2 og 3 til alle knuder er besggt.

Bemeerkning 3.1. Djikstras algoritme giver ikke selve vejen som output, kun leengden af den
korteste vej. Dog er det ofte let at aflaese selve vejen ud fra ens udregninger.

Det kan veere noget af en mundfuld, nar man steder pa sadan en algoritme for forste
gang. Algoritmen forstas bedst gennem nogle eksempler. Vi tager et nu:

Eksempel 3.2. Betragt den vaegtede graf:

Figur 10: En veegtet grad med 6 punkter.

Vi anvender Djikstras algoritme til at finde den korteste vej fra A til alle andre knuder. A
er vores startknude, sa den er implicit markeret som besggt. Dette er forste trin i algoritmen.
Vi ser, at A er nabo til knude B og C med afstand 3 og 5. Vi skriver afstandene ned i et
skema, hvor afstanden til A star under hver knude:

Nuveerende knude B C D FE F

A— 3 5 oo 00 o

B har kortest afstand til A. Vi markerer derfor B som besggt. B har veje til D og F' af
leengde 7 og 10. Vi kopierer disse oplysninger ind i skemaet:

Nuveerende knude B C D FE F

A— 3 5 9 00 00
B — v. 5 347 oo 3410
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Husk, at tallene under knuderne er afstanden til A med den vej, vi har fundet! Det ses,
at knude C har kortest afstand til A, sa den fortssetter vi med. C har en vej til D og E med
leengde 2 og 1. Den forrige vej til D havde leengde 3 + 7 = 10, men vi har fundet en ny vej
med leengde 5 + 2 = 7. Vi skriver de nye oplysninger ind i skemaet:

Nuveerende knude B C D F F
A— 3 5 00 00 00
B — v 5 347 00 3+ 10
C — v. 5+2 5+1 13

Det ses, at E er knuden med kortest vej til A, som vi endnu ikke har besggt. F har en
vej til F' med laengde 6, sa vi har fundet en kortere vej til ' end fgr. Vi skriver oplysningerne
ind:

Nuveerende knude B C D E F
A— 3 5 00 00 00
B — v. 5 347 00 3+ 10
C— v 5+2 5+1 13
E — 7 v 6+ 6

Vi ser, at D er den ikke-besggte knude, der har kortest afstand til A. D har dog ingen
naboer, vi endnu ikke har besggt. Vi markerer derfor D som besggt og hopper videre:

Nuvearende knude B C D FE F
A— 3 5 ) 00 00
B — v 5 347 o0 3+ 10
C— v 5+2 5+1 13
FE — 7 v 6+ 6
D — v 12
Der er kun F' tilbage, som vi markerer som besggt:
Nuveaerende knude B C D E F
A— 3 5 s 00 o0
B — v 5 347 00 3+ 10
C — v 5+2 5+1 13
E — 7 v 6+ 6
D — v 12
F— v

Da der ikke er flere knuder tilbage at tjekke, er vi feerdige! Vi afleeser de nederste veerdier
i skemaet under hver knude og far, at den korteste vej fra:

o Atil Ber3
e AtilCerb
e AtilDer7
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e Atil Eer6
o Atil Ferl2

I starten af sektionen haevdede vi, at Djikstras algoritme altid giver den korteste vej i en
vaegtet graf med positive vaegte. Dette er et resultat, vi fremheever her (dog uden bevis):

Saxetning 3.3. Lad G vere en vegtet graf, hvor alle vagte er positive, med en knude s.
Djikstras algoritme giver den korteste vej fra s til alle andre knuder.

Bevis. Beviset udelades, idet det er for langt til, at vi kan gennemga det her. Et klassisk
bevis, der benytter sakaldte lpkke-invarianter, kan findes i [1]. [ ]

3.3 Kruskals algoritme og mindste udspaendende traer

Her gennemgas Kruskals algoritme til at finde et mindste udspeendende tree i en graf.
Overordnet fungerer algoritmen ved at tilfgje kanter efter lavest vaegt én for én til et tree,
der ender med at udspsende grafen. Proceduren er:

Kruskals algoritme

1. Sortér kanterne i grafen efter veegt fra mindst til stgrst. Har nogle af kanterne ens
vaegt, er raekkefplgen ligegyldig. Lad A betegne maengden (som i starten er tom) af de
kanter, der skal vaere med i vores tree.

2. Kig pa kanten med mindst vaegt. Hvis tilfgjelsen af kanten til A skaber en kreds i A,
spring kanten over. Ellers tilfgj kanten til A.

3. Gentag trin 2 for den naeste kant i den sorterede liste af kanter, indtil alle kanter er
blevet checket.

Vi tager naturligvis et eksempel:

Eksempel 3.4. Betragt den vaegtede graf:

Figur 11: En veegtet graf med 5 knuder

Vi benytter Kruskals algoritme til at finde et mindste udspaendende trze. Kanten, vi
betragter i et givent trin, farves rgd, mens kanterne, der tilfgjes, farves grgnne.
Kanten mellem B og D har mindst veegt, sa den tilfgjes til maengden A.
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Den nzeste kant, vi ser pa, er mellem B og C med vaegt 2. Vi far ingen kreds ved at
tilfgje denne til A, sa det ggr vi. Det samme ser vi for kanten mellem A og B, sa den tilfgjer
vi ogsa og far:

Tilfgjes denne kant, ser vi, at der opstar en kreds gennem B, C' og D. Ergo tilfgjer vi
ikke denne kant. Herefter ser vi pa kanten mellem C og F med veaegt 5. Vi far ingen kreds
ved at tilfgje denne kant, sa det ggr vi:
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Tilfgjelsen af flere kanter giver en kreds, idet vi allerede har et udspaendende trze. Ergo
er vi feerdige, og det mindste udspaendende trae har en samlet veegt pa 1 +2+3 +5 = 11.

Vi konkluderer med fglgende resultat:
Seetning 3.5. Kruskals algoritme giver altid et mindste udspendende tre.

Beuvis. Vi refererer til [1] for et bevis. [ |
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3.4 Opgaver til veegtede grafer og grafalgoritmer

Opgave 3.1 til 3.9 omhandler Djikstra’s algoritme og korteste veje, mens de resterende
omhandler Kruskals algoritme og mindste udspsendende traeer.
Opgave 3.1:

1)Brug Djikstra’s algoritme til at finde leengden af den korteste vej fra A til D i fglgende
graf:

og bestem selve den korteste vej.

2)Bestem selve de korteste veje fra A til alle andre knuder i grafen fra eksempel 3.2.
Opgave 3.2:

Giv et eksempel pa en vaegtet graf, hvor den korteste vej mellem to knuder ikke er entydig,
altsa der er flere forskellige korteste veje. Velg din yndlingsknude og anvend Djikstra’s
algoritme pa din graf.

Opgave 3.3:

I denne opgave skal I overveje, hvad vi skal ggre mht. Djikstra’s algoritme, hvis en graf
har to eller flere veje mellem to knuder, f.eks.:

1)Nar vi skal finde korteste veje, hvorfor kan vi sa bare antage, at en veegtet graf kun har
én vej mellem to naboknuder?

2)Hvad ggr vi, hvis en graf har knuder med lgkker?
3)Hvorfor kan vi uden problemer antage i dette afsnit, at alle grafer er simple?

Opgave 3.4:
1)Kan vi stadig bruge Djikstra’s algoritme pa en ikke-sammenhaengende graf? Og i sa fald,

hvordan?
2)Se grafen herunder:
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Med overvejelserne fra 1) i tankerne, hvad er den korteste afstand fra A til F?

3)Overvej til slut, hvorfor vi mon seetter afstanden fra startknuden til de andre knuder til
uendelig oo i starten af algoritmen.

Opgave 3.5:

Superman befinder sig i by A og har hgrt, at der er problemer i by G. Godt nok flyver
Superman hurtigt, men han vil stadig gerne tilbagelaegge sa kort en afstand som muligt.
Heldigvis kender Superman alle ruter mellem byerne. Ud fra fglgende graf, find laeengden af
den korteste vej fra A til G samt selve vejen:

Opgave 3.6:
Tegn en vaegtet graf, hvor Djikstra’s algoritme ikke giver den korteste vej.

Opgave 3.7:

1)Antag, at vi arbejder med en vaegtet graf, hvor alle vaegte er positive eller 0. Bevis, at
en korteste vej ikke kan indeholde en kreds, medmindre kredsens samlede veegt er 0 (sa alle
kanter i kredsen har veegt 0).

2)Tegn en sammenhaengende veegtet graf (ikke ngdvendigvis positive veegte), hvor en ko-
rteste vej mellem to knuder ikke eksisterer. [Vink: kan du tegne en graf, hvor man kan ggre
afstanden mellem to knuder arbitreert lille?]

Opgave 3.8:

Bevis folgende pastande for en vaegtet graf med positive veegte, G, hvori A og B er
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knuder (du méa ikke benytte Djikstra’s algoritme i dit argument!):

1)Hvis der findes en vej fra A til B, findes ogsa en kortest mulig vej fra A til B. [Vink: brug
forrige opgave!]

2)Antag, at den korteste vej fra A til B gar gennem en knude C. Da er den del af vejen fra
A til B, som gar mellem A og C, den korteste vej fra A til C'. Med andre ord: korteste veje
er opbygget af korteste veje.

Note: Delopgave 2) viser, at problemet med at finde korteste veje i en graf har sakaldt
optimal delstruktur. Det betyder, at en optimal lgsning til problemet bestar af optimale
Igsninger til delproblemer.

Opgave 3.9:

Tegn selv en veegtet graf og find leengden af den korteste vej mellem din yndlingsknude
og alle andre knuder.

Opgave 3.10:

1)Find et mindste udspaendende tra i fglgende graf:

(D)

Hvad er den minimale vaegt for et udspendende trae?

2)Hvis vaegten af kanten fra C til D endres til 30, er dit udspeendende trae fra opgave 1)
stadig et mindste udspaendende trae?

Opgave 3.11:

Tegn en vaegtet graf med mindst 6 knuder og 9 kanter, hvor der findes mere end ét
mindste udspaendende tree.

Opgave 3.12:

Hvis vi dropper kravet om at sortere kanterne efter veegt i starten af Kruskals algoritme
og blot betragter dem i en vilkarlig reekkefglge, far vi sa stadig altid et mindste udspzendende
tree, nar algoritmen terminerer?

Opgave 3.13:

Lad A udggre en samling af kanter i en veegtet graf G, der forbinder samtlige knuder i
G og som har minimal samlet veegt.

1)Bevis, at hvis alle kanter i G har positiv veegt, er A ngdvendigvis et tree.
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2)Geelder det samme, hvis vi tillader kanterne i G at have negativ veegt? Enten giv et bevis
eller et modeksempel.

Opgave 3.14:

Du er ansat pa en fabrik, der fremstiller elektroniske komponenter. Du far udleveret
fglgende skitse af en chip:

Figur 12: En skitse af chippen

Kanterne skal her forstas som mulige forbindelser, der kan laves med kobbertrad. Vagtene
er leengden mellem knuderne (jo leengere, jo mere kobber skal der bruges for at lave den
forbindelse). Fabrikken vil have, at alle punkter pa chippen skal indga i ét netveerk. Find
sadan et netveerk, hvor der skal bruges sa lidt kobber som muligt. Hvor meget kobber skal
der bruges i netvaerket?

Opgave 3.15:
Lad G veere en sammenhgengende vaegtet graf med en kant e. Antag, at e indgar i en

kreds og har maksimal vaegt af alle kanterne i kredsen. Bevis, at der eksisterer et mindste
udspaendende trae, der ikke indeholder e.

Opgave 3.16:
Lad G veere en sammenhaengende vaegtet graf med naboknuder A og B. Antag, at kanten

fra A til B har minimal vaegt blandt kanterne i grafen. Bevis, at denne kant vil tilhgre et
mindste udspaendende trae for G.
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