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0 Introduktion
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Hvad er differentialligninger?

Vi er vant til at Igse ligninger. Eksempler er

x=3x+4
x2+4x—-3=0
Lgsningerne til disse er tal. F.eks. er x = —2 Igsningen til den fgrste

ligning.
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Hvad er differentialligninger?

En differentialligning er anderledes. Her er Igsningerne funktioner. En
differentialligning er en ligning i en funktion y(x) og dens afledte.
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Hvad er differentialligninger?

En differentialligning er anderledes. Her er Igsningerne funktioner. En
differentialligning er en ligning i en funktion y(x) og dens afledte. Et
simpelt eksempel:

y'(x) = 2x.
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Hvad er differentialligninger?

En differentialligning er anderledes. Her er Igsningerne funktioner. En
differentialligning er en ligning i en funktion y(x) og dens afledte. Et

simpelt eksempel:
y'(x) = 2x.

Ved at integrere begge sider fas den fuldstaendige I#sning

y(x) = /2xdx =x’+c,

hvor ¢ er en vilkarlig konstant.
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Fuldstandige og partikulaere Igsninger

Hvad hvis vi gnsker et bestemt y(x)? Vi kan indfgre en

randbetingelse/startbetingelse, f.eks. y(0) = 0. Da er vores (entydige)
Igsning givet ved y(x) = x°.
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At ggre prgve

En valid strategi til at Igse differentialligninger er at gaette. Har man et
bud pa en funktion y(x), der opfylder ligningen, kan man indsaette den og
tjekke, at den opfylder ligningen. Dette kaldes at ggre prave.
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At ggre prgve

En valid strategi til at Igse differentialligninger er at gaette. Har man et
bud pa en funktion y(x), der opfylder ligningen, kan man indsaette den og
tjekke, at den opfylder ligningen. Dette kaldes at ggre prave.

e Huvis y(x) = x? + 3 er y/(x) = 2x, s3 y(x) er en Igsning.
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At ggre prgve

En valid strategi til at Igse differentialligninger er at gaette. Har man et
bud pa en funktion y(x), der opfylder ligningen, kan man indsaette den og
tjekke, at den opfylder ligningen. Dette kaldes at ggre prave.

e Huvis y(x) = x? + 3 er y/(x) = 2x, s3 y(x) er en Igsning.
@ Hvis y(x) = x3 er y/(x) = 3x? # 2x, s& y(x) er ikke en Igsning.

Workshop i differentialligninger 28-03-2022 7 /29



Et eksempel

Lad os prgve at Igse differentialligningen

Y'(x)=3y(x), y(0)=2
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Arbejd med opgave 1.1 og 1.2 pa side 3. Skulle | f3 brug for det, er der en
tabel med funktioner og deres afledte og stamfunktioner pa samme side.
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Program

© Separation af variable
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Separation af variable

Vi ser her pa differentialligninger pa formen
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Separation af variable

Vi ser her pa differentialligninger pa formen

Integrerer vi begge sider,

[ 1000w (e = [ gxax.

Workshop i differentialligninger 28-03-2022 1 /29



Separation af variable

Vi ser her pa differentialligninger pa formen

Integrerer vi begge sider,

[ 1000w (e = [ gxax.

giver substitution os, at

[ 101 = [ etn

Dette ggr det nemt at Igse for y(x) i mange tilfelde.
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Et eksempel

Vi lgser
y(x)%y'(x) = 2x.
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Et eksempel

Vi lgser
y(x)%y(x) = 2x.
Med separation af variable fas

y(x) = Vx2+c

for en konstant c. Det er nok ikke s3 let at geette sig til!
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Endnu et eksempel

Vi lgser
1 X — 7x2

y(x)  y'(x)
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Endnu et eksempel

Vi lgser

Svaret er

for en konstant C > 0.
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Arbejd med opgave 2.1 til 2.13. Der er mange opgaver. | nar sa langt, |
nar!
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© Farsteordens linezre differentialligninger
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Fgrsteordens linezre differentialligninger

Vi er interesseret i differentialligninger af formen

Y'(x) + f(x)y(x) = g(x),

hvor f og g er velkendte (kontinuerte) funktioner. Vi har heldigvis en
formel til at Igse disse ligninger.
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Panserformlen

Setning (Panserformlen)

Lad f og g vere kontinuerte funktioner og F en stamfunktion til f. Da er
den fuldstandige Igsning til differentialligningen

Y () + f(x)y(x) = g(x)
givet ved

y(x) = e=F() ( / eF 09 g(x)dx + c)

for en konstant c.
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Et eksempel

Lad os Igse
y'(x) + 3xy(x) = x.

med panserformlen.

Workshop i differentialligninger 28-03-2022 18 /29



Et eksempel

Lad os Igse
y'(x) + 3xy(x) = x.

med panserformlen. Vi far

y(x)==+4ce 2.
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Panserformlen genbesggt

Hvad hvis vi havde en randbetingelse? Fglgende version af panserformlen
klarer den situation.
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Panserformlen genbesggt

Hvad hvis vi havde en randbetingelse? Fglgende version af panserformlen
klarer den situation.

Setning (Panserformlen med randbetingelse)

Lad f og g veere kontinuerte funktioner og a og b reelle tal. Da eksisterer
der en unik Igsning til differentialligningen

') + F()y(x) = g(x),

sadan at y(a) = b. Lgsningen er givet ved

y(x) = e~ Ja (1)t ( / g(t)els )% 4t + b) .

a

v

T
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Et eksempel med randbetingelse

Vi lgser
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Et eksempel med randbetingelse

Vi lgser
Y'(x) = 3y(x) = e*, y(0)=0.

Med panserformlen fas den partikulaere Igsning

y(x) = e3X(1 —e ).
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Arbejd med 3.1 til 3.7. Spgrg endelig, hvis | har brug for vink!
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@ Anvendelser
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Kemiteknik
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Pension

Og atter sa jeg under solen, at hurtiglgberen ikke er herre over
lgbet eller heltene over kampen, ej heller de vise over bradet, ej
heller de klggtige over rigdom, ej heller de kloge over yndest, men
alle er de bundne af tid og tilfelde.

- Pradikeren 9:11
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Pension

Vi skal nu se pa anvendelsen af differentialligninger i en simpel
pensionsmodel.
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Pension

Vi skal nu se pa anvendelsen af differentialligninger i en simpel
pensionsmodel. De matematiske stgrrelser i modellen er (t er tid):

@ Reserven V(t).

o Pramieraten (t).

@ Ydelsesraten b(t).

o Dgdelighedsintensiteten px(t) (x er alderen ved kontraktens start).

e Den korte rente r(t).
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Thieles differentialligning

Thieles differentialligning relaterer de ovenstaende stgrrelser siledes:

VI(t) = m(t) — b(t)ux(t) + (r(t) + px(t)) V(2).
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Thieles differentialligning

Thieles differentialligning relaterer de ovenstaende stgrrelser siledes:

VI(t) = m(t) — b(t)ux(t) + (r(t) + px(t)) V(2).

Har ligningen en randbetingelse?
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Thieles differentialligning

Thieles differentialligning relaterer de ovenstaende stgrrelser siledes:

VI(t) = m(t) — b(t)ux(t) + (r(t) + px(t)) V(2).

Har ligningen en randbetingelse? Ja! Vi har

hvor b(n) er en eventuel klumpbetaling til tid n. Er der ikke sddan en, har
vi V(n) = 0. Lad os Igse Thieles differentialligning!
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Reserven

Vi har fra panserformlen, at
n

V(t) = / (b(s)pix(s) — m(s))e™ Je rFmxdugs 1 p(pye= Ji re)tnx(s)ds,
t

Bemaerk diskonteringsfaktoren

e fts r(u)+ﬂx(u)du‘
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Et eksempel: Ren oplevelsesforsikring

Kontrakt: Til tid n far kunden udbetalt 1 af selskabet, safremt kunden
stadig lever. Der indbetales en Igbende preemie med konstant rate .
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Et eksempel: Ren oplevelsesforsikring

Kontrakt: Til tid n far kunden udbetalt 1 af selskabet, safremt kunden

stadig lever. Der indbetales en Igbende preemie med konstant rate 7. Vi
har b(n) =1 og b(t) =0 for 0 < t < n.
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Et eksempel: Ren oplevelsesforsikring

Kontrakt: Til tid n far kunden udbetalt 1 af selskabet, safremt kunden
stadig lever. Der indbetales en Igbende preemie med konstant rate 7. Vi
har b(n) =1 og b(t) =0 for 0 < t < n. Reserven er

V() = / " e S ru) b )du g | o [ (s bun(s)ds
t

- /n e N r(u)+,ux(u)dud5 +e I r(s)+,ux(s)ds‘
t
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Kontrakt: Fra tid O til m (pensionering) indbetaler kunden praemie med

konstant rate 7. Fra tidspunkt m til n (udlgb) udbetaler selskabet ydelse
med konstant rate b, sa laenge kunden er i live.
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Kontrakt: Fra tid O til m (pensionering) indbetaler kunden praemie med
konstant rate 7. Fra tidspunkt m til n (udlgb) udbetaler selskabet ydelse
med konstant rate b, sa laenge kunden er i live. For t < m er reserven

V(t):/ —me ft +P’><( )duds+/ b'ux(s)e_ftsr(u)"rﬂx(u)du
t m

- /m o f(”)+’“(”)d“ds+b/nu (s)e — J7 r(u) () du

t m

For m < t < n er reserven

b/n fix(s)e™ JE r(w)Fux(u)du
t
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