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Graske bogstaver

Her er en tabel over det graeske alfabet og bogstavernes navne, sa I
kan sla det op, hvis I far brug for det. Bogstavet laengst til hgjre er
det store bogstav, bogstavet laengst til venstre er det lille bogstav, og
bogstavet i midten er en alternativ udgave af det lille bogstav. Veer
opmeerksom pa, at nogle bogstaver betyder noget bestemt i nogle
afsnit — for eksempel Eulers ¢-funktion.
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Faglig Introduktion

Der er stor forskel pa maden, som man leerer matematik i folkeskolen
og gymnasiet, og maden, som man leerer matematik pa universitet.
Hvorimod fokus i folkeskolen og gymnasiet har veeret at se pa ma-
tematik i form af ligninger, som skal lgses, og talveerdier, der skal
bestemmes, sa er den rene matematik meget mere generel og dyb-
degaende. Formalet er at definere og stille spgrgsmal til alt, hvad vi
tager for givet, nar vi arbejder med matematik, som vi kender det.
Hvad betyder det at “lgse en ligning”? Hvad vil det sige, at noget er
en funktion? Og hvad er et “tal” overhovedet? Fgr vi takler emnerne i
dette kompendium, giver det derfor god mening at introducere nogle
grundlaeggende begreber og noget af tankegangen, som vi benytter
til at udfgre matematiske beviser.

I dette kapitel vil der af og til komme nye matematiske tegn, som
ikke ngdvendigvis er gennemgaet endnu, men bare rolig, dem vender
vi tilbage til.
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1 Udsagn

Beviser spiller en helt central rolle i matematikken — de er beviset
for, at de matematiske seetninger og formler, vi bruger, overhovedet
fungerer! Senere i kapitlet vil I derfor blive praesenteret for forskellige
strategier til at bevise pastande, men fgr vi nar dertil, er det vigtigt
at forsta, hvad et udsagn eller en pastand er, og hvordan vi kan
sammensaette disse.

Definition 1.1 (Udsagn). Et udsagn (eller en pdstand) er en udta-
lelse, der enten er sand eller falsk.

Vi bruger typisk bogstaverne p, g og r til at repraesentere udsagn.
Eksempel 1.2. Her er nogle eksempler pa udsagn:

e 14+1=2

e 5er et lige tal

e Manen er lavet af ost

« Kompendiet har ingen stavefjel

Eksempel 1.3 (Ikke-eksempler). Her er nogle eksempler, der ikke
er udsagn:

e Det er godt, at kompendiet ikke har nogle stavefjel
» Bjgrk og Kaare
o Skibidi

e 1+1=2
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Det forste punkt pa listen er ikke objektivt sandt eller falskt, da det
er et holdningsspgrgsmal. Derfor er det ikke et udsagn. Selvom vi er
glade for bade vores koordinatorer og for UNF-danse, sa er “Bjgrk
og Kaare” og “Skibidi” heller ikke udsagn, da de hverken kan vaere
sande eller falske. Det sidste punkt er ikke et udsagn, fordi vi ikke
har fastlagt veerdien af x og derfor ikke kan afggre, om 1+ 1 =z er
sandt eller falskt. o

Nogle gange kan det vaere meningsfuldt at betragte det “modsat-
te” udsagn.

Definition 1.4 (Negation). Lad p vaere en udsagn. Da er udsagn —p
givet ved negationen af p. Det betyder, at —p er falsk, nar p er sand,
og sand, nar p er falsk.

Bemaerkning 1.5. Man kan ofte formulere en negation ved at saette
“ikke” ind i den oprindelige udsagn.

Eksempel 1.6. Lad p vaere udsagnet “vores chokoladekiks er blevet
stjalet af mager”. Da er —p udsagnet “vores chokoladekiks er ikke
blevet stjalet af mager”. o

Vi kan sammensaette udsagn pa flere forskellige mader. Nar vi
beviser seetninger, kan det for eksempel vaere nyttigt at sige noget
om, at hvis en raekke antagelser er opfyldt, sa geelder der noget sejt.

Definition 1.7 (Implikation). Lad p og ¢ veere udsagn. En impli-
kation er et udsagn pa formen p = ¢. Vi kalder “ = 7 en
implikationspil, og implikationen “p = ¢” udtales “p medforer q”.

Hvis ¢ er sand, nar p er sand, sa er udsagnet p — ¢ sand.
Altsa er p = ¢ kun falsk, hvis p er sand og ¢ er falsk. I alle andre
tilfaelde er udsagnet sandt.

Bemeerkning 1.8. Lad p = ¢ vere et sandt udsagn. Da kan ¢
godt veere falsk, hvis p ogsa er falsk.
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Eksempel 1.9. Lad p veere udsagnet “magerne har stjalet vores
chokoladekiks” og q veere udsagnet “vi har ikke flere chokoladekiks”.
Da betyder implikationen p = ¢, at “magerne har stjalet vores
chokoladekiks” == “vi har ikke flere chokoladekiks”. Vi siger med
dagligdagssprog, at “Hvis magerne har stjalet vores chokoladekiks,
sa har vi ikke flere chokoladekiks”. o

Definition 1.10. Lad p og g veere udsagn. En biimplikation er en
pastand pa formen p <= ¢. Vi kalder “ <= 7 en biimplikationspil,
og “p <= q” udtales “p hvis og kun hvis q".

Pastanden p <= ¢ er sand, hvis p = q og ¢ = p begge er
sande.

Bemeaerkning 1.11. Vi beviser ofte ssetninger pa formen p <= ¢
ved at bevise p = q og ¢ = p hver for sig.

Eksempel 1.12. Lad p veere udsagnet “n er et lige tal”, og lad ¢ veere
udsagnet “2 gar op i n”. Da skriver vi biimplikationen p <= ¢ som:
“ner et lige tal” <= “2 gar op i n”. Vi siger med dagligdagssprog,
at “n er et lige tal, hvis og kun hvis 2 gar op i n”. o

Det kan ogsa veere nyttigt at sammensaette udsagn pa andre ma-
der. Vi kan for eksempel forestille os en satning, som kraever, at der
skal veere opfyldt mere end én antagelse, fgr den kan bruges. Her
skal bade antagelse 1, antagelse 2, ... og antagelse n veere opfyldt.

Definition 1.13 (Konjunktion). Lad p og g veere udsagn. Da er pAg
(udtales: “p og q”) konjunktionen af p og q. p A q er sand nar bade p
er sand og ¢ er sand.

Eksempel 1.14. Lad p veere udsagnet “storken sa magen,” og ¢
vaere udsagnet “magen sa storken”. Da udtales konjunktionen p A ¢
som “storken sa magen, og magen sa storken”. Dette er sandt, hvis
bade storken s& magen, og magen sa storken — altsa hvis de havde
gjenkontakt. o
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Definition 1.15 (Disjunktion). Lad p og ¢ veere udsagn. Da er pVq
(udtales “p eller ¢”) disjunktionen af p og q. pV q er sand, nar p eller
q (eller begge) er sande.

Eksempel 1.16. Lad p veere udsagnet “storken sa magen,” og g
veere udsagnet “magen sa storken”. Da udtales disjunktionen p V ¢
som “storken sa magen eller magen sa storken”. Dette er sandt, hvis
magen sa storken, eller storken sa magen. Det er ogsa sandt, hvis de

sa hinanden. o
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2 Mangder

En mengde er en samling af elementer. Vi skriver elementerne i
en meengde i tuborg-klammer {...}. Man kan forstd en maengde
som en pose, der indeholder elementerne. Vi kan f.eks. forestille os
en pose, der indeholder &bler, paerer og bananer. Som mengde vil
vi skrive det som {able,paere,banan}. Ligesom at det er ligemeget
hvilken reekkefslge man har ting i en pose i, er det ogsa ligeme-
get hvilken raekkefglge man skriver ting op i maengder. Altsa er
{aeble,peere,banan} det samme som {paere,banan,aeble}. Man behg-
ver kun at skrive et element op en gang i en maengde. Det betyder at
{aeble,peere,banan,able} er det samme som {able,paere,banan}. Vi
kan udtale os om hvorvidt et givent element er i en meengde. Hvis
et element er i en maengde bruger vi symbolet €. Hvis det ikke er i
meengden bruger vi ¢.

aeble € {aeble,peere,banan}

mage ¢ {aeble,peere,banan}

En meengde er givet ved de elementer der er i den. Hvis der er 2
maengder, der har preecis de samme elementer, sa er de den samme
meengde. Vi siger at en meengde er entydigt karakteriseret af sine
elementer.

Eksempel 2.1. Folgende er eksempler pa endelige maengder:

{1,2,4}
{a,b}
{©.6}
{}

Den sidste maengde er lidt speciel, da den netop ikke har nogle ele-
menter. Vi kalder denne maengde for den tomme meangde, og vi skri-

ver ) = {}. o
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Eksempel 2.2. Fglgende er eksempler pa uendelige maengder:

N={123,...} (de naturlige tal)
Z=A...,—21012 ...} (de hele tal)
Q = {alle brgker} (de rationelle tal)
R = {alle decimaltal} (de reele tal)

@)

Vi kan beskrive maengder ved at skrive alle elementerne i maeng-
den. Vi kan ogsa bruge mengdebyggernotation, hvor man skriver en
meengde pa formen

{ elementer | betingelser elementerne skal opfylde }.

Eksempel 2.3. Lad a,b € R. Da kan det lukkede interval fra a til b
skrives med maengdebyggernotation som:

lab) ={z € R |a <z <b}.

Denne maengde indeholder de reelle tal x, der opfylder, at a < x < b.

e}

Eksempel 2.4. Mangden af kvadrattal {1,4,9,16,25, ...} kan skri-
ves som
{n®|n € N}.

Elementerne i denne maengde er de tal, der kan skrives pa formen
n?, hvor n er et naturligt tal. o

Eksempel 2.5. Vi kan ogsa skrive de rationelle tal med maengde-
byggernotation:

QZ{%I(a,beZ)/\(b;&O)}.

Det er dog sjeeldent, at vi bruger de logiske konnektiver sa udferligt,
nar vi skriver maengder. I praksis skriver vi i stedet, at

@:{%|a,bez,b¢o}.
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Lad i det fglgende A og B veere to arbitreere meengder.

Definition 2.6. A og B er den samme mangde, A = B, hvis
r€A << x€B.

Det betyder, at meengderne A og B er den samme mangde, hvis
og kun hvis ethver element i A ogsa er et element i B, og ethvert
element i B ogsa er et element i A.

Definition 2.7 (Delmangde). A er en delmengde af B, hvis og kun
hvis alle elementer i A ogsa er elementer i B, det vil sige

r€A — z€B.

Vi skriver, at A C B.

Bemaerkning 2.8. Hvis A = B, er det naturligvis sandt, at A C B.
Hvis A # B skriver vi nogle gange A C B, og vi siger, at A er en
egte delmaengde af B

Eksempel 2.9. For alle maengder A geelder der, at ) € A. Kan I
regne ud hvorfor? o

Eksempel 2.10. I Eksempel 2.2 definerede vi nogle uendelige maeng-
der, som opfylder, at NC Z C Q C R. o

Definition 2.11 (Foreningsmaengden). Foreningsmangden AUB er
mengden af de elementer, som findes i A og/eller B. Med mangde-
byggernotation kan vi skrive, at

AUuB={z|(x€ A)V (z € B)}.

Definition 2.12 (Fellesmeengden). Fellesmengden (ogsa kaldet
snittet) AN B er meengden af de elementer, som findes i bade A
og B. Med maengdebyggernotation kan vi skrive, at

ANB={z|(x € A) A (z € B)}.
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Definition 2.13 (Differensmaengden). Differensmangden A\ B er
mengden af de elementer i A, som ikke er elementer i B. Med meaeng-
debyggernotation kan vi skrive, at

A\B={z|(x € A)A(z ¢ B)}.

Definition 2.14 (Komplementaermeangden). Lad U veere en maeng-
de (ofte kaldet universalmengden) oglad A C U. Da er komplemen-
termangden til A (betegnet AL) defineret som differensmaengden
mellem U og A. Altsa er

A=\ A
AUB ANB
A4 B U A B U
A\ B Al

Figur 0.1: Maengdeoperationer illustreret med Venn-diagrammer.

Eksempel 2.15. Lad A = {1, 2, 3, 4}, B ={3,4,5,6} og U =
{1,2,...,7,8} Daer

AUB = {1,2,3,4,5,6)

ANB={34}

A\ B ={12}

BY = {12738}
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Definition 2.16 (Tupler). En tuppel er en ordnet meengde, hvor
rackkefglgen af elementerne har betydning.

Bemaerkning 2.17. Det er veaesentligt, at to-tuplen (a,b) ikke er det
samme som méengden {a,b}. Eksempelvis er (a,b) # (b,a), hvis a # b,
hvorimod {a,b} = {b,a}.

Definition 2.18. Lad a € A og b € B. Det kartesiske produkt A x B
er maengden af tupler (a,b), hvor a € A og b € B. Med maengdebyg-
gernotation kan vi skrive, at

Ax B={(ab)|a€ A, be B}.

Eksempel 2.19. Det (kartesiske) koordinatsystem, som I kender fra
gymnasiet, er et kartesisk produkt:

{(z,y) | .y e R} =R x R = R%

Kvantorer

Hvis vi vil sige noget om elementerne i maengde, kan vi bruge kvan-
torer. Dette bor ikke generelt bruges i tekst, men er praktisk, nar
man for eksempel skriver pa en tavle eller tager noter.

Definition 2.20. Symbolet V kaldes alkvantoren og udtales “for al-

le”.

Eksempel 2.21. Man kan skrive “Alle deltagere pa MatCamp er
seje” som “Vx € {deltagere pa MatCamp} geelder, at x er sej”. Man
bruger “:” til at skrive “gaelder”, sa det kan skrives endnu kortere
som “Vz € {deltagere pa MatCamp}: z er sej”. o

Definition 2.22. Symbolet 3 kaldes eksistenskvantoren og udtales
“eksisterer”.
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Nar vi bruger 3, siger vi, at der findes mindst én. Det betyder
ikke, at der kun findes en, der kan sagtens findes flere.

Eksempel 2.23. Man kan skrive “Der er en mage, der vil stjeele
UNF’s chokoladekiks” som “Jx €{mager}: x vil stjeele UNF’s cho-
koladekiks” Det er veerd at bemeerke, at udsagnet betyder, at der
findes mindst én mage, der vil stjeele UNF’s chokoladekiks. o

Definition 2.24. Man skriver “der findes preaecis én” med symbolet
3! som betyder entydig eksistens.

Eksempel 2.25. Man kan skrive “der findes kun en camp, der er
den bedste” som “3lz €{camps}: = er bedst”. o

Hvis der optraeder flere kvantorer i et udsagn, sa leeser vi dem fra
venstre mod hgjre.

Eksempel 2.26. Udsagnet
Vz € {chokoladekiks} Jly € {mennesker}: y spiser =

betyder, at for hver chokoladekiks findes (praecis) ét menneske, som
spiser chokoladekiksen. Derimod betyder udsagnet

dly € {mennesker} Vz € {chokoladekiks}: y spiser z,

at der findes (preecis) ét menneske, som spiser alle chokoladekiks. o
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3 Funktioner

Inden vi praesenterer en mere stringent definition af funktioner, vil vi
forsgge at skabe en intuition for begrebet. I folkeskolen og gymnasiet
har I maske arbejdet med funktioner som grafer, der illustrerer en
sammenhaeng mellem to variable. Mere generelt vil vi dog teenke pa
en funktion som en “maskine”, der sender elementer x fra A over i
elementer f(z) i B. Det vil vise sig, at dette funktionsbegreb er en
del bredere end det, som I er vant til fra gymnasiet.

Figur 0.2: En funktion er en slags talmaskine.

Definition 3.1 (Funktion). Lad A og B veere ikke-tomme mengder.
En funktion f: A — B (ogsa kaldet en afbildning) er en relation
mellem to meengder A og B, som til hvert element i A relaterer
preecis ét element i B.

Bemaerkning 3.2. Nar vi har vist, at en relation faktisk er en funk-
tion, sa siger vi, at funktionen er veldefineret.

Vi bruger flere forskellige notationer til at definere funktioner.
Hvis der er tale om en funktion mellem vores ssedvanlige talmaeng-
der, benytter vi oftest en funktionsforskrift, som I er vant til fra
gymnasiet. Hvis A C B er talmeengder, kan vi for eksempel skrive,
at f: A — B er givet ved f(x) = z.

En anden notation er a — b, hvilket laeses som funktionen, der
sender a over i b. Denne notation bruges ofte, nar vi ikke har brug for
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at give et navn til vores funktioner, og/eller A og B er indforstaede.
Derudover er den ogsa meget brugbar, nar funktionen ikke er mellem
vores vanlige talmaengder.

Eksempel 3.3. Lad f : {1,2,3k} — R, hvor k er et bogstav, veere
givet ved f(r) = 22. Her er f ikke en veldefineret funktion, fordi
udtrykket k? ikke er defineret. o

Eksempel 3.4. Nogle gange kan det vaere nyttigt at konstruere en
funktion, som gar fra flere variable ind i en eller flere variable. Lad
for eksempel f: R? — R vaere givet ved f(z,y) = /22 + y2. Da er
f en funktion, som returnerer afstanden fra origo til punktet (z,y) i
planen. o

Definition 3.5 (Definitionsmangde og veerdimaengde). Lad f: A —
B vere en funktion. Da kalder vi A definitionsmaengden (eller do-
meaenet), og vi kalder B verdimengden (eller kodomeenet).

Eksempel 3.6. Lad f : {a,b} — {c,d} veere givet ved

f(z) ¢, hvisz=a
xr) =
d, hvisz=0>

Da er f en veldefineret funktion med definitionsmeengde {a,b} og
veerdimeengde {c,d}. o

Eksempel 3.7. Lad f : R — R vaere en funktion givet ved f(x) =
22. Da er R er bade definitionsmeengde og veerdimeengde for f. Be-
meerk at funktionen f er forskellig fra funktionen g : Z — 7Z givet

ved g(x) = 2°.

o

Definition 3.8 (Billede). Lad f : A — B veere en funktion og lad
T C A. Vi definerer billedet af T' (betegnet f(T')) som

fM)={yeB|3eT]|[{)=y}
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Uformelt siger vi, at billedet af en delmaengde er de elementer
i veerdimaengden, som bliver ramt, nar man bruger funktionen pa
delmaengden.

Bemezerkning 3.9. Selvom funktioner og billeder skrives pa samme
made, er de ikke det samme. En vigtig forskel er, at en funktion
forholder sig til elementer i maengder, mens billeder forholder sig til
selve maengderne.

Eksempel 3.10. Lad f : {-2, — 1,0,1,2} — {0,1,2,3,4} veere givet
ved f(z) = x?. Vi kan finde billedet af {—2,0,1} ved at underspge
elementerne enkeltvist. Da f(—2) = 4, f(0) = 0 og f(1) = 1, er
billedet givet ved

f({—2,0,1}) = {0,1,4}.

Flere funktionsbegreber

Funktioner kan have forskellige, nyttige egenskaber, og i det fglgende
vil vi opbygge et sprog herfor.

Definition 3.11 (Injektiv). En funktion f: A — B er injektiv, hvis
ethvert b € B bliver ramt af hgjst ét a € A.

Uformelt siger vi, at en funktion er injektiv, hvis alle elementer i
definitionsmaengden sendes til forskellige elementer i veerdimaengden.
Eller tilsvarende at f(x) = f(y) medfgrer x = y.

Eksempel 3.12. Lad funktionen f : {1,2} — {a} veere givet ved
f(z) = a. Daer f ikke injektiv, fordi bade 1 og 2 sendes til a. o

Eksempel 3.13. Lad nu f: A — B vere en vilkarlig funktion.
Hvis vi vil vise, at f er injektiv, sa kan vi ofte bruge den samme
fremgangsmade: Vi antager, at der findes z,2" € A, sa f(z) = f(2'),
og viser, at dette medfgrer x = 2’
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Figur 0.3: [lustration af injektivitet

> N W g )

Lad os for eksempel vise, at funktionen f: R — R givet ved
f(z) = 5z — 6 er injektiv. Da antager vi, at der findes z, 2/ € R, sa
f(z) = f(2). Altsa, at

S5z — 6 = 5x' — 6.
Ved at laegge 6 til pa begge sider af lighedstegnet far vi, at
S5x = 51/,
og ved at dele resultatet med 5 far vi, at
=1,
som gnsket. Derfor er f injektiv. o

Definition 3.14 (Surjektiv). En funktion f : A — B er surjektiv,
hvis der for alle b € B findes a € A, sa f(a) =b.

Uformelt siger vi, at en funktion er surjektiv, hvis alle elementer
i veerdimeengden bliver ramt mindst en gang.

Bemaerkning 3.15. Man kan sikre, at en funktion er surjektiv ved
at veelge veerdimaengden med omhu.



16 KAPITEL 0. FAGLIG INTRODUKTION

X Y
1 D
2
3 *C
4

Figur 0.4: Hlustration af surjektivitet

Eksempel 3.16. Lad f: {—1, 0, 1} — {0, 1, 2, 3} veere givet ved
f(x) = 322. Daer f ikke surjektiv, fordi nogle af elementerne i veer-
dimeengden (f.eks. 2) ikke bliver ramt. Vi kan dog godt konstruere en
funktion g: {—1,0,1} — {0,3} givet ved g(x) = 3x2, som er surjektiv.

o

Eksempel 3.17. Lad igen f: A — B vere en vilkarlig funktion.
Hvis vi vil vise, at f er surjektiv, skal vi vise, at der for ethvert
b€ Bfindeset a € A, sa f(a) = b. I praksis betyder dette ofte, at vi
veelger et “smart” a € A, som rammer et givet, men vilkarligt b € B.

Som eksempel kan vi igen se pa funktionen f: R — R givet ved
f(z) = bz — 6. Tag nu et vilkarligt y € R og lad 2 = (y + 6)/5. Da

er
f(x):f(%ﬁ):5(yT+6>—6:y+6—6:y

Dermed har vi vist, at der for ethvert y € R findes et x € R, sa
y = f(z). Altsa er f surjektiv.

Bemeerk at vi har fundet det “smarte” x ved at lgse ligningen
y = dxr — 6. o

Saetning 3.18. Lad f: A — B veere en funktion. Da er f surjektiv,
hvis og kun hvis f(A) = B.

Bewvis. Se Eksempel 4.7. |
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Definition 3.19 (Bijektiv). En funktion er bijektiv, hvis den er bade
injektiv og surjektiv.

Det betyder, at en funktion f: A — B er bijektiv, hvis og kun
hvis ethvert b € B bliver ramt af preecist ét a € A.

X Y
1- ‘D
2 > B
3 > C
4 ‘A

Figur 0.5: Hlustration af bijektivitet

Eksempel 3.20. Vi har tidligere vist, at funktionen f: R — R givet
ved f(z) = bz — 6 bade er injektiv og surjektiv. Derfor er f bijektiv.

o

Det viser sig, at en bijektivitet er en steerk egenskab, som baner
vejen for eksistensen af endnu en funktion.

Definition 3.21 (Invers funktion). En funktion g : B — A er invers
til f: A — B, hvis det for alle a € A geelder, at g(f(a)) = a. Vi kan
da skrive g som f~1.

Nar man skal finde en invers funktion kan det altsa veere en
strategi at lgse for a i ligningen f(a) = b og lade f~! veere givet ved
dette nye udtryk.

Saetning 3.22. Lad f : A — B veere en funktion. Der findes en
invers funktion f~!': B — A, hvis og kun hvis f er bijektiv.

Bewvis. Opgave 5.45. |



18 KAPITEL 0. FAGLIG INTRODUKTION

Eksempel 3.23. Da funktionen f: R — R givet ved f(z) = 5z — 6
er bijektiv, har den en invers. I Eksempel 3.17 sa vi, at den inverse
funktion f~1: R — R er givet ved

fy) = (y+6)/5.

(0]

Definition 3.24 (Urbillede). Lad f : A — B veere en funktion og
lad S C B. Da er urbilledet af S under f defineret som

f7H(S)={a€ Al f(a) € S}.

Uformelt siger vi, at urbilledet er maengden af elementer i defini-
tionsmaengden, som rammer S.

Bemaerkning 3.25. Selvom notationen for urbilledet minder om
notationen for den inverse funktion, er de ikke det samme. Urbilledet
adskiller sig ved at veere en meengde — ikke en funktion.

Eksempel 3.26. Lad f: R — R vere givet ved f(z) = 2% Da er
urbilledet af {4} under f givet ved

{4 ={z eR| 2" =4} = {-22}.
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4 Beviser

For at vi kan vide, at noget i matematik er sandt, er vi ngdt til at
bevise det. Det er altsa ikke nok bare at kaste dit udsagn op i luften
og hébe, at ingen inden for hgreafstand brokker sig. Derfor har vi'
udviklet forskellige matematiske metoder til at bevise et udsagn. Vi
kommer til at gennemga en raekke forskellige besvimetoder, men forst
bliver vi dog ngdt til at introducere logiske slutninger.

Definition 4.1 (Slutning). Lad py,ps, ... ,p, 0g g veere udsagn. Vi si-
ger, at ¢ kan sluttes fra py,ps, . . . ,pn, hvis ¢ er sand, nar alle udsagnene
P1,P2, - - - ,Pn €r sande. Altsa nar pq,po, ... ,p, til sammen medfgrer q.

Et matematisk bevis er faktisk bare en slutning af et udsagn ¢
fra nogle andre udsagn py,ps, . . . ,p,, hvor alle udsagnene py,ps, ... .px
er tidligere beviste udsagn eller aksiomer.

Definition 4.2. Et aksiom er et udsagn, som er sa banalt, at ma-
tematikere ikke kan bevise dem, men ma antage det som sandt. Et
eksempel pa et aksiom er “hvisa =cogb=c, sa er a =0b".

For at illustrere de forskellige bevistyper vil vi i lgbet af dette
afsnit bevise folgende resultat med hver af de viste metoder.

Proposition 4.3. Lad n € N. Hvis 3n + 2 er ulige, sa er n ulige.

Direkte bevis

De fleste setninger er pa formen p = ¢, hvor p er vores antagelser,
og ¢ er det, som vi gerne vil vise. Den mest direkte made at bevise
sadanne saetninger pa kalder vi selviglgelig et direkte bevis. For vi
nar til definitionen, har vi et eksempel, som forhabentlig vil hjzelpe
med at forklare strukturen i et direkte bevis.

Tkke os faglige pa4 Matematik Camp, men nogle kloge matematikere i tider-
nes morgen.
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Eksempel 4.4. Lad p, q og r veere tre udsagn. Hvis p medfgrer q,
og q medfgrer r, sa ma p ogsa medfgre r. Mere formelt kan vi skrive,
at
(p=q)oglg=r))=(p=r)

Hvis det virker lidt abstrakt, kan du erstatte “medfgrer” med “spi-
ser”: Lad os sige, at en grn spiser en mus, som har spist et stykke
ost. S& har grnen ogsa spist osten. Pa samme made virker det med
at medfore.

Vi kan udvide det fra at det geelder for 3 udsagn, til at det geelder
for en hvilken som helst maengde af udsagn. Hvis vi har en masse ud-
sagn p1,pPa, - - - ,Pn, hvor hvert udsagn medfgrer det neeste, sa medfarer
py altsa ogsa p,. o

Et direkte bevis er altsa et bevis, hvor vi antager p og ved hjaelp
af en raekke logiske slutninger kommer frem til ¢q. Formelt bruger vi
folgende definition.

Definition 4.5 (Direkte bevis). Et direkte bevis udnytter metoden
vist i Eksempel 4.4 til at vise, at p = ¢, ved at vise, at

(..((p=p)=>p) = =pu) =>4

Eksempel 4.6 (Bevis Proposition 4.3). Vi vil nu bevise Proposi-
tion 4.3 med et direkte bevis.

Lad n € N. Antag, at 3n + 2 er ulige. Da findes £k € N, sa
3n+2 = 2k+1, per definition af ulige tal. Da har vi, at 3n = 2k — 1.
Altsa er 3n ulige, sa n er ogsa ulige. o

Eksempel 4.7 (Bevis Seetning 3.18). Lad f: A — B vaere en funk-
tion. Da siger Seetning 3.18, at f er surjektiv, hvis og kun hvis
f(A) = B. Det vil vi nu bevise.

<« : Ifplge vores antagelse er f(A) = B. Det vil sige, at

r€ f(A) < ze€B.

Altsa bliver alle elementer i veerdimaengden ramt af funktionen. Sa
f er surjektiv.
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— : Vi skal vise, at ligheden f(A) = B gelder. Dette gor vi
ved at vise begge inklusioner. Lad by € B. Ifslge vores antagelse er
f surjektiv, sa

Vbe B,3ac A: f(a) =b.

Altsa findes et ag € A, si f(ag) = bp. Da er by = f(ag) € f(A).
Dermed er B C f(A). Den anden inklusion geelder, per Definition 3.8.

Da vi har vist begge implikationer, har vi, at f er surjektiv, hvis
og kun hvis f(A) = B. o

Modeksempler

Nar vi skal vise, at noget ikke geelder, sa kan det ofte veere oplagt at
finde et eksempel, hvor antagelserne er opfyldt, men konklusion ikke
er.

Eksempel 4.8. Er det sandt, at hvis 3n + 2 er ulige, sa er n lige?
Fra Proposition 4.3 ved vi, at svaret er nej. Men hvordan kan vi
bevise det? Betragt ligningen 3n + 2 = 11. Vi ved, at 11 er et ulige
tal. Ved at lgse ligningen finder vi, at n = 3, hvilket er et ulige tal.
Altsa har vi fundet et eksempel, hvor 3n + 2 er ulige, men n ikke er
lige. o

Denne type eksempler kalder vi modeksempler.

Kontraposition

En anden bevismetode er bevis ved kontraposition. Hvis vi gerne vil
vise, at p = ¢, sa er det tilstrackkeligt at vise, at -¢ = —p. Vi
vil nu gennemga et eksempel pa et simpelt kontrapositionsbevis.

Proposition 4.9. Hvis 22 er ulige, sa er x ulige.

Bewvis. Vivil gerne bruge kontraposition. Det kontraponerede udsagn
er: Hvis x er lige, si er 22 lige.
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Hvis = er lige, da findes n € Z, s& x = 2n. Da vil 2% = (2n)? =
2(2n%). Altsa er x? ogsa lige. Per kontraposition har vi nu vist, at

2

hvis x* er ulige, sa er x ulige. |

Folgende proposition siger, at bevismetoden faktisk er gyldig.

Proposition 4.10 (Kontraposition). At bevise, at p = ¢, er
ensbetydende med at bevise, at -¢ = —p.

Beuviside. Det eneste tilfeelde, hvor p = ¢ er falsk, er, nar p er
sand, og ¢ er falsk (husk definitionen af implikation). I alle andre
tilfeelde er p = ¢ sand.

Tilsvarende er ¢ = —p falsk, netop nar —¢q er sand, og —p er
falsk. Dette er ensbetydende med, at ¢ er falsk, og p er sand. I alle
andre tilfeelde er ¢ = —p sand.

Altsa er de to udsagn henholdsvis sande og falske samtidigt. W

Eksempel 4.11. Vi vil nu bevise Proposition 4.3 ved hjeelp af kon-
traposition.

Det kontraponerede udsagn er: Hvis n er lige, sa er 3n + 2 ogsa
lige.

Antag, at n € N er lige. Da findes £ € N, s& n = 2k. Da er
3n+2=06k+2=2(3k+1). Altsa er 3n + 2 lige.

Per kontraposition er Proposition 4.3 bevist. o

Modstrid

Generelt vil vi ikke have modstrid i vores matematik — vi vil altsa ikke
sige, at en pastand er sand, hvis det i sa fald medfgrer, at en anden
pastand er bade sand og falsk pa samme tid (mere formelt vil vi ikke
have, at hvis udsagn p er sandt, sa er bade udsagnet ¢ og udsagnet
“ikke-¢” sande). Det kan vi udnytte til at lave modstridsbeviser.

Lad os sige, at vi gerne ville bevise, at p = ¢. Negationen af
dette ville veere, at p A —q — altsa at bade p og “ikke-q” geelder. Sa
hvis vi kan vise, at pA—q medfgrer noget vrgvl, sa ved vi, at p = ¢
er sandt.
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Bemaerkning 4.12. Bemeerk, at negationen af et udsagn IKKE er
det samme som det kontraponerede udsagn. Hvor det kontraponerede
udsagn er ensbetydende med det oprindelige udsagn, sa er negationen
det “modsatte” af det oprindelige udsagn.

Folgende proposition siger, at bevismetoden faktisk er gyldig.

Proposition 4.13 (Modstrid). Lad p, ¢ og r veere udsagn. Hvis
(pA—q) = (r A—r) er sandt, sa er p = ¢ sandt.

Beviside. Bemeerk, at r A —r aldrig kan veere sandt. Sa (p A —q) =
(r A =r) er kun sandt, hvis p A —¢ er falsk (husk definitionen af
implikation). Altsa bliver p A ¢ ngdt til at veere falsk. Da p = ¢
er det modsatte (altsa negationen) af pA—q, séer p = ¢sand. W

Eksempel 4.14. Vi vil nu bevise Proposition 4.3 ved hjelp af mod-
strid.

Antag, at 3n+ 2 er ulige, og at n er lige. Bemeerk, at 2 = 2(1), sa
2 er et lige tal. Da n er lige, sa er 3n ogsa lige. Hvis vi trackker et lige
tal fra et ulige tal, sa far vi et ulige tal. Altsa er (3n+2) —3n =2 et
ulige tal. Altsa er 2 bade et lige og et ulige tal, hvilket er en modstrid.
4 o

Det er nemt at komme til at lave et sakaldt “falsk modstridsbe-
vis”. Man forsgger maske fgrst at lave et modstridsbevis, men ender
med at lave et direkte bevis eller et bevis ved kontraposition. De kan
altsa se ud pa to mader:

o Direkte bevis forkleedt som modstridsbevis: p A ¢ = ¢
(hvor man typisk ikke bruger —q)

« Kontrapositionsbevis forkleedt som modstridsbevis: pA—q¢ =
—p (hvor man typisk ikke bruger p)

Eksempel 4.15 (Falsk modstrid). Fglgende er et falsk modstrids-
bevis for Proposition 4.3.
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Antag, at n er lige. Altsa er n = 2k. Det vil sige, at

Sn+2=3-2-k+2
=203k + 1).

Altsa er 3n + 2 lige. Men vi ved at 3n + 2 er ulige! Altsa kan n ikke
veere lige.

Beviset er sadan set godt nok indtil seetningen “Men vi ved at
3n + 2 er ulige!”. Hvis vi fjerner de sidste to setninger, sa er det et
korrekt bevis ved kontraposition. o

Induktion

Eksempel 4.16 (Konstruktion af N). For at fa ideen til induktions-
princippet vil vi starte med at konstruere de naturlige tal N. Dette
ggr vi i to skridt:

(1) Definér det forste naturlige tal til at vaere tallet 1.

(2) For hvert naturligt tal n definerer vi det nzeste naturlige tal til
at veere n + 1.

Fra det forste skridt har vi, at 1 er det fgrste tal i N. Ved hjeelp af
det andet skridt kan vi nu lade n = 1. Da er n+1 = 2, sa 2 er det
neeste tal i N. Ved at anvende det andet skridt igen og igen kan vi
pa denne made konstruere alle de naturlige tal. o

Dette giver os ideen til folgende saetning.

Saetning 4.17 (Induktionsprincippet). Induktionsprincippet siger,
at hvis et udsagn opfylder de to nedenstaende punkter, da geelder
udsagnet for alle tal i N.

o Induktionsstarten: Udsagnet gaelder for n = 1.

o Induktionsskridtet: Hvis udsagnet geelder for n, sa geelder det
ogsa for n + 1.
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For vi gennemgar eksempler, vil vi forsgge at gore det lidt ty-
deligere, at induktion i virkeligheden “bare” er en slags algoritme —
induktion er trods alt et ret abstrakt koncept.

Bemaerkning 4.18. Lad p(n) vaere et udsagn, som indeholder va-
riablen n € N (for eksempel kunne p(n) veere udsagnet n < n?). Et
induktionsbevis er et bevis, hvor vi beviser noget ved at vise, at det
geelder for n = 1 og, at hvis det geelder for et bestemt n, sa geelder
det ogsa for det naeste. Dette deler vi op i en slags “algoritme”:

o Induktionsstarten (n = 1): Bevis, at udsagnet p(1) er sandt
(for at fortseette eksemplet: p(1) er udsagnet 1 < 12).

o Induktionsskridtet: Bevis, at hvis p(m) er sand (dette kalder vi
induktionsantagelsen), sa er p(m + 1) ogsa sand (for eksempel
hvis p(m) er udsagnet m < m?, sd er p(m-+1) udsagnet m+1 <
(m+1)?).

Nar bade induktionsstarten og induktionsskridtet er bevist, sa siger
induktionsprincippet, at p(n) er sand for alle n € N.

Pa mange mader minder induktionsbeviser om dominobrikker.
Forestil dig en rackke dominobrikker. Sa kan man med induktion
vise, at hvis man valter den fgrste brik, sa veelter alle brikkerne.

Induktionsstarten er, at man velter den fgrste dominobrik. In-
duktionsskridtet er at vise, at hvis en brik vaelter, sa veelter den naeste
brik ogsa.

Med dette vist ved vi nu, at alle brikkerne veelter:

o Vi veelter den fgrste (induktionsstarten).

o Fordi den forste brik er veeltet, sa veelter den anden brik ogsa
(induktionsskridtet).

e Fordi den anden brik er veeltet, s veaelter den tredje brik ogsa
(induktionsskridtet).

o Og sa videre...Altsa veelter alle dominobrikkerne.
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Eksempel 4.19. Vi vil gerne bevise, at summen af de forste n ulige
tal er lig n?. Vi fgrer beviset ved induktion.

Induktionsstart: Summen af det fgrste ulige tal er lig med 12. Det
er sandt, da det forste ulige tal er 1, og 1 = 12.

Induktionsantagelse: Antag, at summen af de fgrste n ulige tal er
lig n?.

Induktionsskridt: Bemzerk, at det n’te ulige tal er 2n—1 (se Opga-
ve 5.43). Ifglge induktionsantagelsen er 1+3+5+- - -+(2n—1) =
n?. Det (n+1)’te ulige tal er 2(n+1)—1, sd summen af de forste
n+1ulige tal er n?+ (2(n+1)—1) =n*+(2n+1) = (n+ 1),
hvilket var praecis det, vi ville vise.

Per induktionsprincippet har vi, at summen af de forste n ulige tal
er lig n?. o



5. OPGAVER 27

5 Opgaver

Pastande

Opgave 5.1:
Diskuter fglgende spgrgsmal med hinanden: Hvad er et udsagn?

Opgave 5.2:
Hvilke af nedenstaende er udsagn:

1) 2024

2) Kompendiet er skrevet af en mage.
3) Jorden er rund.

4) Chokoladeis er godt.

Opgave 5.3:
Lad p veere udsagnet “hesten spiser et a&ble” og lad ¢ veere udsagnet
“det regner”.

1) Hvad betyder —p?

2) Hvad betyder —¢?

3) Hvad betyder p = ¢?
4) Hvad betyder ¢ = ¢7
5) Hvad betyder p <= ¢?
6) Hvad betyder p A ¢7

7) Hvad betyder p V ¢?

Meaengder

Opgave 5.4:
Diskuter fglgende sporgsmal med hinanden: Hvad er en maengde?

Opgave 5.5:
Hvilke elementer har fglgende maengder?

1) {pere, banan, &ble}
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2) {9, 0. 8, &}
3) [2,13)

4) {L {1} {1{1}}}

Opgave 5.6:
Hvilke af folgende maengder er lig hinanden?

1) {kuglepen, blyant, kridt}

2) {kuglepen, kuglepen, kuglepen}

3) {kridt, blyant, kridt, kuglepen, kridt}
4) {kuglepen, blyant, kridt,©}

Opgave 5.7:
Hvilke af folgende maengder er lig hinanden?

1) 0

2) {0}
3) {}

4) {{}.0}

Opgave 5.8:
Lad A = {1,2,3} , B = {1,2} og C = {2,3}. Hvilke af fglgende er
sande?

1) ACB

2) ACA

3) BCA

4 BCC

5 CCA

6) CC A
NACA
Opgave 5.9:

Lad A = {2, 3,5, 7}, B = {1, 3, 5, 8} og universalmaengden U =
{1, 2,..., 7, 8}. Bestem fglgende:
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1) AUB

2) AN B

3) A\ B

4) B\ A

5) U\ (AU B)
6) AC

7) B

Opgave 5.10:
Skriv fglgende maengder med meengdebyggernotation:

1) {2,4,6,8,10,...}

2) {...,—5 -3 -1135,...}
3) {111}
Opgave 5.11:

Lad a,b € R. Udtryk det abne interval (a,b) og de halvabne intervaller
(a,b] og [a, 00) med maengdebyggernotation.

Opgave 5.12:
Lad A=N, B=7Z og U = Z, hvor U er universalmaengden. Bestem
folgende:

1) AUB

2) AnB

3) A\ B

4) AC

5) B

6) U°
Opgave 5.13:

Lad A, B og C veere meengder. Er det altid tilfeeldet, at (AUB)NC =
AU(BNC)? Hvis nej, sa giv et eksempel, hvor det ikke er tilfaeldet.
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Opgave 5.14:
Opskriv fglgende maengder pa elementform:

1) {zeR|2*=2}
2) {zr€Z|2*=2}
3) {r eR|2*—6x =0}
4) {r € Z | z* < 16}

Opgave 5.15:
Vi siger, at A og B er disjunkte, hvis AN B = (). Hvilke af fglgende
mengder er disjunkte?

1)0nA

2) N\ Z

3) Q\Z

4) [0,1)N (1,2]

5) {(z,y) €R? |2 <y} N{(zy) € R? | —2® >y}

Opgave 5.16:

Skitser folgende maengder:

1) [-11)

2) [-1,1]U(2,3)

3) [-1.1]Nn(0,2)

4) {(x,y)€R2]—1<x<1 0<y<2}

5) {(zy) eR* |z <y}

6) {(z.y) eR? | 2% +y* <1} U{(zy) eR* |2 <y}
) {(zy) eR? |22 <y <1—2?}

Opgave 5.17:

Lad A ={2,3,5} og B={{,&}. Hvad er A x B?

Opgave 5.18: Tupler
Hvilke af folgende er sande?

1) {a,b} = {b,a}



5. OPGAVER 31

2) (a,b) = (b,a)
3) (a,a) = (a)
4) (a,a) = (a,a)

ee Opgave 5.19:
Skriv felgende udsagn med kvantorer.

1) Alle mager er onde

2) Der findes mindst en ond mage

3) Der findes en og kun en god mage

4) Der findes mindst et kvadrattal som er et heltal
5) Alle kvadrattal er heltal

6) Alle kvadrattal har et tilhgrende naturligt tal som er dets kva-
dratrod

ee Opgave 5.20:
Skriv fglgende udsagn med hverdagssprog.

1)Vme{2n|neZ}: 5 cZ
2) 3n € {primtal} : n er lige
3)yVvneZ3i—neZ:n+(—n)=0

eee Opgave 5.21:

~1 1 ~1 1 ~1 1
4o n|—=14+=|n|—,14=
T 5]

og geet pa, hvad vi far, hvis vi fortseetter fglgen

_11+1 N _11+1 N _11+1 N _11+1 N
11 27" "9 37" "3 47 T4l

Udregn
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Funktioner

Opgave 5.22:
Diskuter fglgende spgrgsmal med hinanden:

1) Hvad er en funktion?
2) Hvornar er en funktion injektiv?
3) Hvornar er en funktion surjektiv?

4) Hvornar er en funktion bijektiv?

Opgave 5.23:

Lad f: R — R vaere givet ved f(z) = 2.
1) Find billedet af [—1,1] under f.

2) Find billedet af R under f.

Opgave 5.24:
Hvorfor er fglgende funktioner ikke veldefinerede?

1) f: R — N givet ved f(z) ==
2) f: R — Rgivet ved f(z)=1/z

Opgave 5.25:
Lad f: N — Z. Find eksempler, hvor f er

1) injektiv,
2) surjektiv,
3) bijektiv,

4) ingen af delene.

Opgave 5.26:
Lad f: R — R veere givet ved f(x) = 3x 4+ 6. Vis, at f er bijektiv
og find inversfunktionen til f.

Opgave 5.27:
Lad f: {a b, ¢} — {1, 2, 3} veere givet ved f(a) = 1, f(b) = 2,
f(c) = 3. Er f bijektiv? Hvis ja, find inversfunktionen til f.
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Opgave 5.28:
Lad f: Z — Z veere givet ved f(n) = —n. Vis, at f er bijektiv. Hvad
er f717

Opgave 5.29:

Lad f: R — R vaere givet ved f(z) = 2.

1) Er f injektiv?

2) Er f surjektiv?

3) Hvordan kan vi veelge definitionsmeengde og veerdimaengde, sé f
er bijektiv?

4) Lad nu f: A — B vere givet ved f(x) = 22 og antag, at f er
bijektiv. Find den inverse funktion til f.

Opgave 5.30:
Lad f: Z\ {0} — N veere givet ved f(z) = |z|, hvor |z| er absolut-
veerdien af z, altsa tallets afstand fra 0.

1) Er f injektiv?
2) Er f surjektiv?
3) Er f: R — R givet ved samme forskrift surjektiv?

Opgave 5.31:
Hvorfor er fglgende funktioner ikke bijektive?

1) f: N — Z givet ved f(z) =x

2) f:Z\ {0} — N givet ved f(x) = z*

3) f: R — [—1,1] givet f(z) =sinx

4) f:[-m/2,m/2] — R givet ved f(z) =sinz
5) f: R — R givet ved f(z) =23 — 2

Opgave 5.32:
Lad f: A — B vere givet ved folgende forskifter. Bestem (hvis mu-
ligt) A og B, sé f er henholdsvis injektiv, surjektiv, bijektiv eller
ingen af delene.

1) flz) =2
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2) f(z) = sin(2x)

Opgave 5.33:
Lad f: R — R veere givet ved f(x) = cosz.

1) Bestem billedet af R, og R_ under f.
2) Bestem urbilledet af [0,1].

Beviser

Opgave 5.34:
Vis, at hvis et heltal n € Z er ulige (sa der findes et k € Z sa
n =2k +1), s& er n? ogsa ulige.

Opgave 5.35:
Bevis, at hvis to vilkarlige heltal m,n € Z er ulige, sa er n 4+ m lige.

Opgave 5.36:
Vis, ved brug af modstrid, at summen af to lige tal er lige.

Opgave 5.37:
Vis, ved brug af kontraposition, at hvis n er ulige, s& er n? ogsa ulige.

Opgave 5.38:
Husk, at AC B, hvisz € A = =z € B. Vis, at

1) {1,2} C {2? + 2z > 3}
2){z€Z|bx+1<11} C{ze€Z|x <2}
) {reR|2?*<2}C{reR ]|z <6}

4) (AnB)CA
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Opgave 5.39:
Vis,at A=B <= (ACB)A(BCA).

Opgave 5.40:
Vis, at A\ B= An BL.

Opgave 5.41: De Morgans love
Vis, at (AU B) = A® N Bt og (AN B)t = AU BL.
[Hint: z € A® <= ¢ A

Opgave 5.42:

Brug induktionsprincippet til at vise, at lige tal nummer n er lig 2n.
[Hint: Prov forst at regne det for n =1, n = 2 og n = 3 for at fa

en god ide.]

Opgave 5.43:
Brug induktionsprincippet til at vise, at ulige tal nummer n er lig
2n — 1.

Opgave 5.44:
Brug induktionsprincippet til at vise, at en (n + 2)-kant har en vin-
kelsum pa n - 180°.

[Hint: Regn forst nogle eksempler med sma veerdier af n.|

Opgave 5.45: Bevis for Ssetning 3.22
Lad f: A — B vaere en funktion. Vi skal nu vise, at der findes en
invers funktion f~!': B — A hvis og kun hvis f er bijektiv.

1) Antag, at f~! findes og vis, at f er injektiv.

2) Antag, at f~! findes og vis, at f ogsd er surjektiv (og dermed
bijektiv).

3) Antag, at f er bijektiv og vis, at f~! findes.

Opgave 5.46:
Brug induktion til at bevise folgende:

1) 1+2+ - +n="0H
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2) 2" < 3" for alle n > 3.
3) 2" < n! for allen >4

Opgave 5.47:
Brug induktionsprincippet til at vise, at 1+24+44---4+2" =271 1,

Opgave 5.48:
Vis ved induktion, at 5 gar op i 11" — 6, for alle n € N.

Opgave 5.49:
Vis ved induktion, at 12+ 22+ 32+ ... +n? = w for alle
neN

Definition 5.1 (Geometrisk sum). En geometrisk sum er en sum pa
formen 2° + ! + .- + 2" for x # 1 ogn € N.

Opgave 5.50:

Vis ved brug af induktion, at 2° + 2! +--- + 2" = %
[Hint: Bemeerk, at 2° = 1 for alle tal x.]

Opgave 5.51:

Vis uden brug af induktion, at 2° + 2! + .- + 2" = %

[Hint: Prgv at gange summen med (1 — ).



Incidensgeometri

1 Introduktion til incidens

Nar man tenker pa geometri, er det oftest den Euklidiske af slagsen.
Med den slags geometri beskaeftiger man sig med mange komplice-
rede begreber, sasom afstande, vinkler og mellemliggenhed. Dette
hjeelper os ved at benytte sig af den intuitive forstaelse, som mange
har om verden omkring sig. Men det tilfgjer ogsa en masse komplek-
sitet. Kompleksitet som vi kan vaere foruden.

Nar vi fjerner sadanne begreber, og kun lader incidens sta til-
bage, ender vi med et simpelt udgangspunkt. Objekter og incidens.
Incidens beskriver sammentraef mellem to objekter. Det er altsa et
forhold mellem objekter, og dette forhold ggres mere tydeligt med
en ordentlig definition lidt senere. Lad os starte med et eksempel:

a ab b
ac bd
c d
cd

Foroven ses noget, som vi ville kalde en firkant. Nogle ville maske
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kalde dette et rektangel eller et kvadrat, men siadanne ord giver ikke
rigtig mening her, givet vores manglende interesse i leengder og vink-
ler. Men vi kan tydeligt se, at der er linjer og punkter. Disse linjer
og punkter er vores objekter. Kigger vi nsermere, ser vi, at nogle af
disse linjer og punkter treeffer hinanden i firkantens hjgrner. Navn-
givningen af linjerne og punkterne ggr det let at beskrive incidensen i
denne firkant. Linjerne er navngivet efter de punkter, som de treeffer.
Det ses, for eksempel, at linjen ab treeffer punkterne a og b.

Dette kapitel kommer til at handle om incidensstrukturer som
firkanten overfor, og nogle af de interessante resultater for og for-
hold mellem forskellige incidensstrukturer, matematikere har opda-
get gennem tiden.
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2 Prageometrier og geometrier

Nu da vi har en intuition for, hvad incidens er for en stgrrelse, vil
vi ga videre til de mere stringente definitioner, der ligger til grund
for de emner, vi vil beskaeftige os med i resten af forlgbet. Vi starter
med en definition af de strukturer, vi arbejder med.

Definition 2.1 (Praegeometri). Lad I vaere en meengde af elementer,
som vi kalder typer. En preegeometri I' over I er en 3-tupel (X,
,type), som opfylder:

1. X er en ikke-tom meengde. Vi kalder dens elementer for ele-
menterne i I

2. type : X — I er en surjektiv funktion — den forteeller os typen
af de enkelte objekter af X.

3. % : X x X — {Sandt,Falsk} er en funktion,' kaldet incidens-
funktionen, som opfylder
o x er refleksiv: Hvis a € X, sd har vi, at *(a,a) = Sandt.

e sk er symmetrisk: Hvis a,b € X, sd har vi at *(a,b) = Sandt
hvis og kun hvis x(b,a) = Sandt.

o Hvis a,b € X opfylder, at *(a,b) = Sandt, og type(a) =
type(b), sa er a = b.

Hvis *(a,b) = Sandt siger vi, at a inciderer med b, og skriver ofte
a*b.

Definition 2.2. Lad I' veere praegeometri over typemaengden I. Ran-
gen af I" er defineret som kardinaliteten af I.

Det er umiddelbart ret meget at fa smidt i hovedet pa én gang,
sa lad os tage et eksempel.

1Seerligt er * det, vi kalder for en binser relation.
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Eksempel 2.3. Lad I = {punkt,linje}, og definer X = {a,b,c, 1},
med felgende typefunktion

type(a) = type(b) = type(c) = linje,
type(l) = linje,

og hvor incidens er givet saledes
axl, bxl.

Det kan vi illustrere:

eoC

/b
a

praegeometrien (X, type,l') har rang 2. o

Vi vil i dette kapitel beskeeftige os med praegeometrier, og seer-
ligt ogsa geometrier — som nok kan lseses pa vores sprogbrug, sa
er en praegeometri ikke helt en geometri for sig selv. Det er rettere
en struktur, som vi setter ekstra krav pa, for at det kan vaere en
geometri.

For at kunne definere en geometri, bliver vi ngdt til at introducere

flag.

Definition 2.4 (Flag). Lad I' = (X, % ,type) veere en preegeometri
over typemaengden I. Et flag F' er en meengde af parvist incidente
elementer af I' — altsa, alle elementer i F' inciderer ethvert andet
punkt i F.

Definition 2.5 (Maksimalt flag). Lad I' veere en praegeometri over
typemaengden I.
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o Et maksimalt flag M er et flag i I" med type(M) = I.

o Et flag kaldes co-maksimalt, hvis der findes et element z €
X\ F,sda FU{x} er et maksimalt flag.

Eksempel 2.6. Lad dine gjne beskue denne kube. Vi~ 82 7
opskriver al den information, vi har om kuben. Vi bru- ) T e
ger notation som i figuren til hgjre til at beskrive punk- A3

ter, linjer og flader: 1 2
Punkter: {1,2,3,4,5,6,7,8},

Linjer: {{1,2},{1,4},{1,5},{2,3},{2,6}, {3,4},
{3,7}, 14,8}, {5,6}, {5,8},{6,7}, {7.8}},

Flader: {{1,2,3,4},{1,2,5,6},{1,4,5,8},
{2,3,6,7},{3,4,7,8},{5,6,7,8}}.

Vi kan pa baggrund af dette identificere alle flag, der indeholder
punktet 1:

{13 A1 {123}, {1, {1433, {1, {1.5}},
{1,{1,2,34}},{1,{1,2,5,6}}, {1,{1,4,5,8}},
{1,{1,2},{1,2,3,4} },{1,{1,2},{1,2,5,6} }, {1,{1,4},{1,2,3,4}},
{1{1,4} {1,458} } {1.{1,5},{1,2,5,6}},{1,{1,5},{1,4,5,8}}.

Man kan ggre dette for alle punkter, og man ville ende med at have
samtlige flag i kuben, men det er faktisk ikke super interessant eller
stimulerende at skrive ud, sa det gor vi ikke.

Laeg dog meerke til, at der iblandt alle flagene foroven er nogle
maksimale og co-maksimale flag. For kuben er de maksimale flag alle
de flag, der bestar af et punkt, en linje og en flade. o

Hvis en linje g og en flade F' inciderer, danner de
et flag {g, F'}. Tegnes dette som i figuren til hgjre,

bliver det tydeligt, hvor navnet flag kommer fra. F
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Definition 2.7. En praegeometri I' over typemeeng-
den I kaldes en geometri, hvis hvert flag i I' er inde-
holdt i et maksimalt flag i I.

Eksempel 2.8. Eksempel 2.3 er et eksempel pa en
praegeometri, som tkke er en geometri: ¢ er en del af
flaget {c}, men inciderer ikke med nogen linje, s& kan ikke veere en
del af et maksimalt flag. o

Med vores nuveerende viden kan vi kigge tilbage pa kuben og
konkludere, at den udggr en geometri. I kommer senere til at se
nogle vaesentligt mere speendende geometrier end kuben.
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3 Linesere rum

Nu kan vi begynde at konstruere nogle interessante strukturer, in-
klusiv nogle vi kender fra Euklidisk geometri. Vi skal dog fgrst bruge
et par definitioner.

Definition 3.1 (Ner-linezere rum). Et ner-lineert rum er en pree-
geometri £ med rang = 2 over typemengden {punkt,linje}, der
opfylder:

N L, Enhver linje inciderer med mindst to punkter,
N L, Ethvert par af punkter ligger hgjst pa en linje.

Eksempel 3.2. Praegeometrien fra Eksempel 2.3 er et neer-linesert
rum.

[ X&)

/b
a

@)

Definition 3.3 (Lineare rum). Et lineert rum er en geometri £
med rang = 2 over typemaengden {punkt,linje}, der opfylder:

L1 For hvert par punkter x og y i £ er der praecis én linje, som
inciderer med bade x og .

Lo Hver linje inciderer med mindst to punkter.

Bemeerkning 3.4. Ethvert linesert rum er et naer-linesert rum. Det-
te geelder dog ikke ngdvendigvis den anden vej.
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Eksempel 3.5. Det neer-linesere rum fra Eksempel 3.2 er ikke et
linesert rum. o

Lad os nu kigge pa nogle eksempler pa linesere rum. Vi kan starte
med et paent og behageligt linesert rum, som vi alle kender (og har
et variende folelsesmeessigt forhold til).

Eksempel 3.6 (Det Euklidiske Plan). Lad E veere det Euklidiske
plan. Vi pastar, at E er et linesert rum. Det betyder, at vi skal
tjekke tre ting. Nemlig at F er en geometri, og at begge aksiomer for
et linesere rum holder. Det er umiddelbart en stor opgave, men frygt
ej! Vi tager den sammen.

E er en geometri!

Forst vil vi gerne konstruere F, sa vi ved hvad det overhovedet
er vi skal vise er en geometri. Lad I = {punkt,linje}. Sa vil vi
gerne lave vores maengde af elementer i £, som skal indeholde
punkter og linjer. Punkterne skal besta af alle tupler, der tager
indgange i de reelle tal R. Altsa,

P:={(zy)|z,y € R}.

Men FE skal ogsa indeholde linjer, sa vi introducerer et nyt be-
greb. Lad f veere en funktion. Sa defineres grafen af f ved
Gy = {(z,f(z)}. Det beskriver hver ret linje, som har en
funktionsforskrift. Vi kalder maengden af graferne af alle funk-
tioner f : R — R hvor f(z) = ax + b med a,b € R for
G. Men hvad med de “lodrette” linjer? De kan beskrives ved
A= {{z} x R|z € R}. Sa kan vores maengde af linjer skrives
som
L:=GUA.

Definér X := P U L.

Med alle vores elementer pa plads, skal vi nu have en made at
definere incidens mellem elementer. Det ggr vi ved en incidens

funktion * : X x X — {Sandt,Falsk}, hvorom der gelder
felgende:
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e [xpogpxl, hvis og kun hvis p € [.
e [x!', hvis og kun hvis [ = ['.

e pxp', hvis og kun hvis p = p'.

Definitionen garanterer at incidensen foroven er refleksiv, at
den er symmetrisk, og at to incidente elementer af samme type
altid er ens.

Vi skal ogsa bruge en type funktion. Vi definerer type i F ved
type ! (punkt) = P og type '(linje) = L. Dermed opndis en
praegeometri £ := (X, %, type).

Det mangler at verificeres, at denne konstruktion faktisk ogsa
er en geometri. Det skal derfor vises, at alle flag er indeholdt
i et maksimalt flag. Da E er en praegeometri med rang = 2,
er det nemmest at vise ved at demonstrere, at alle punkter
inciderer med en linje, og alle linjer inciderer med et punkt.

Lad p € P. Sa er p = (x,y) med z,y € R. Der findes et [ € A,
og seerligt | € L sa (x,y) € [. Sa alle punkter inciderer med en
linje.

Lad [ € G. Sa findes der reelle tal a,b, sa | = Gy for funktionen
f:R — R givet ved f(z) = ax + b. Da har vi at (0,f(0) for
cksempel er et element i Gy, og derfor i . Dermed inciderer alle
linjer med et punkt. S& E er en geometri.

L1 Vi bliver givet to punkter. Vi skal vise, at der findes en linje,
der gar gennem begge punkter, og at denne linje er unik.

Vi starter med at vise eksistens - at linjen findes.

Lad z := (21,22),y := (v1,42) € E veere to forskellige punkter.
Da har vi to forskellige tilfeelde. I det forste geelder 1 = .
Da ligger begge punkter pa linjen {z;} x R € L, siden denne
linje gar gennem alle punkter med z; i fgrste indgang. Seerligt
gar den igennem x og y.
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I den anden situation geelder x; # y;. Da findes en linje funk-
tion f : R — R givet ved f(t) = at + b med a,b € R sa
f(x1) = zo. Dette ved vi, da vi, givet to reelle tal (kald dem
axi og b), ved, at de har en differens. Sa vi kan garantere, at
Gy gar gennem z, ligemeget hvad a er. Vi kan derfor finde et
a, der vil medfgre, at Gy ogsd gar gennem y med dette simple
trick. Definér a := Z? zQ Bemeerk, at naevneren ikke bliver 0
da z1 # y;. Da f(x1) = ax1 +b= y2 ”“"2:16 +b = x5 ved vi at
b=y — y2 T2

Fatlat Dette medfgrer

—x —x
(t):yQ 2t+x2_y2 2$1
Yy — X1 Yy — 21
Y2 — T2 Yo — T2
= f(p) = Y1+ Lo — X
Y1 — 21 Yy — 21
Yo — T
= 2(?/1—5E1)+$2
1 —
= 1Yo — T + To
= Y.

Altsa, givet to punkter med forskellige veerdier i fgrste ind-
gang vil funktionen f altid have en graf, der gar gennem begge
punkter.

Vi viser nu unikhed.

Vi har nu to forskellige situationer her. Nemlig situationen hvor
linjerne er pa formen {z} x R hvor x € R, og situationen
hvor linjerne har en graf. Vi starter med at overveje den forste
situation.

Lad z,y € {z1} xR vaere to forskellig punkter. Da geelder x; =
y1. Det folger, at der ikke eksisterer en funktion f : R — R
hvorom det geelder at * € Gy og y € Gy. Bemeerk, at den
“lodrette” linje {1} x R er unikt afgjort af x;.

Nu overvejer vi den anden situation.



3. LINEARE RUM 47

Lad z,y € Gy vaere forskellige punkter med f: R — R, f(t) =
at + b med a,b € R (se Figur 1.1). Bemaerk, at = og y ikke kan
ligge pa samme “lodrette” linje, da de begge ligger pa en graf,
og da geelder x; # ;. Antag nu, at der eksisterer en funktion
g:R =R, g(t) =ct +dmed c,d € R, saledes at z,y € G,,.

Figur 1.1: Illustration af situationen hvor z,y € GY.

Da geelder at zo = cxy + d og y» = cy; + d. Seerligt gaelder
d = x5 —cxy. Da y € Gy folger det, at y» = cy1 + 29 — cx1, 0Og
ligeledes da y € G har vi y» = ay; + x2 — ax;. Dermed

ayr + T2 —axry = cy1 + x2 — cxy
& aly —x1) + 20 = c(y1 — 1) + 29
Salyy—r1) =clyp —11) S a=c

Det folger herfra at d = x5 — cx1 = 9 — axy = b. Altsa, gaelder
f(z) =az+b=cr+d=g(x) for alle z € R og det medfgrer
Gy = G,.

Lo Igen har vi to forskellige situationer. I den ene situation har vi
at gore med linjer pa formen {z} x R med z € R, og i den
anden situation geelder det linjer med en graf.
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Vi starter med den forste situation.

Lad I € A med = € R. Fiksér et zp € R, sa | = {zo} x R.
Sa inciderer alle punkter med xzq i forste indgang med [. Det
er samme antal, som antallet af reelle tal, altsa overteelleligt
mange, og szrligt er der mindst to. Alle de “lodrette” linjer
inciderer altsa med mindst to punkter.

Nu takler vi den anden situation med linjer, der kan beskrives
med grafer.

Lad f: R — R med f(z) = ax + b hvor a,b € R. Nu prgver vi
at finde to punkter, som inciderer med grafen Gy. Bemaerk, at
punktet (0,b) € Gy, og at (1,a+0b) € Gy. Disse er ogsa bestemt
elementer i P. Dermed inciderer alle linjer, der kan beskrives
med grafer, med mindst to punkter.

Det Euklidiske plan er dermed et linesert rum, da det er en geometri,
som opfylder £, og Ls. o

Bemeerk, at den sveere del er at konstruere F pa en made, sa
det bliver en geometri. Ofte kan man regne med at blive givet en
geometri.

Da vi nu har set et eksempel pa et linesert rum, skal vi ogsa
opbygge en smule viden om linezere rum.

Forst skal vi lige kende nogle begreber.

For lineaere rum, hvis et punkt = inciderer med en linje g, siger
vi, at x ligger pa g, eller at g gar igennem x.

En linje, som gar igennem to punkter x og y, hedder linjen gen-
nem x og y og skrives xy.

Et punkt, som ligger pa to linjer g og h, kaldes et skeringspunkt
af g og h. Det skrives g N h. Vi viser nu, at dette punkt er entydigt,
hvis det findes.

Saetning 3.7 ([1, Seetning 1.3.1]). Lad £ veere et linesert rum. For
alle par af linjer g og h er der hgjst ét punkt, som ligger pa bade g
og h.
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Bevis. Lad g og h veere forskellige linjer i £. Antag for modstrid,
at der eksisterer to punkter som inciderer med bade g og h. Men sa
opfylder £ ikke L1, og er derfor ikke et linesert rum, sa vi har en

modstrid. ]

Definition 3.8 (Underrum). Lad £ veere et naer-linegert rum, og lad
U veere en maengde af punkter i £. U kaldes et underrum af £ hvis
for alle par af punkter x og y i U, indeholder U alle punkterne pa
linjen zy. Det skrives U < L.

e Hvis U < L og U # L, siger vi, at U er et egte underrum af
L. Vi skriver U < L.

o Lad U< /L. Visiger, at U er maksimalt i £, hvis der ikke findes
et segte underrum V <L, sa U<V L.

Eksempel 3.9. I et linesert rum £ er den tomme maengde, et enkelt
punkt, en linje og maengden af alle punkter i £ alle sammen eksemp-
ler pa underrum. Som en matematikentusiast vil laeseren nok gerne
se et bevis pa det. Sa det ma laeseren jo lave (se Opgave 8.11). o

I neer-linezere rum identificeres punktmeengden af et underrum
med underrummet selv. Hvis alle punkter pa en linje g er indeholdt
i en punktmaengde M, siger vi, at ¢g er indeholdt i M.

Bemaerkning 3.10. Da linjer ogsa er underrum, identificeres de
ogsa med deres punktmeengder. Hvis punktmaengden M bestar af
alle punkter der ligger pa en linje g, siger vi at punktmeengden M er
linjen g, skrevet M = g. Altsa betragter vi i dette kompendie altid
linjer som maengder af punkter.

Da vi pa denne made kan identificere linjer med meengden af de
punkter, de gar igennem, sa er det ofte naturligt at definere linjerne
som mangder af punkter fra starten af, og definere incidens sa et
punkt inciderer med en linje hvis og kun hvis punktet er et element
i linjen.
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Saetning 3.11 ([1, Seetning 1.3.2]). Lad £ vaere et linesert rum. Feel-
lesmaengden af en arbitraer samling af underrum af £ er et underrum

al L.

Bevis. Lad (Uj),; veere en samling af underrum i £. Hvis (., U; =
() er vi feerdige, fordi den tomme meengde altid er et underrum i £.
Hvis feellesmaengden er et enkelt punkt, er vi igen feerdige, da enkelte
punkter er underrum i £.

Lad derfor x og y veere to punkter indeholdt i ies Uj. Det be-
tyder at x,y € U, for alle j € J. Siden U; er et underrum for alle
j € J, er linjen xy indeholdt i U; for alle j € J. Hvorfor er vi sa
feerdige? |

Definition 3.12. Lad £ vere et linesert rum.

(a) En punktmeengde M af £ er kollineer, hvis alle punkter i M
ligger pa en feelles linje.

(b) Lad M veere en punktmeengde af £, og lad

(M) = (U

jeJ

hvor (Uj),; er meengden af underrum af £ der indeholder M.
(M) er det mindste underrum af £, der indeholder M og kaldes
spannet af M.

(c¢) Lad z, y og z veere tre ikke-kollinezere punkter i £. Underrum-
met (x,y, z) kaldes et plan i £.

Lemma 3.13 ([1, Lemma 1.3.3]). Lad £ veere et linezert rum, og lad
U veere et underrum af £. Lad derudover M veere en punktmaengde
indeholdt i U. Da er (M) indeholdt i U.

Bevis. Bemeerk, at U selv er et underrum. Seerligt er U et underrum,
der indeholder M. Det fglger dermed af Definition 3.12(b), at (M)
er indeholdt i U. [ ]
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Definition 3.14. Lad £ veere et linezert rum. Et maksimalt aegte
underrum af £ kaldes et hyperplan af £.

Saetning 3.15 ([1, Seetning 1.3.4]). Lad £ veere et linesert rum, og
lad H veere et segte underrum af £, hvor hver linje i £ har mindst
ét punkt til feelles med H. Da er H et hyperplan i £.

Bewvis. Viskal vise at H er maksimal, altsa at der ikke findes et aegte
underrum U af £, s& H er et a&egte underrum af U.

Antag for modstrid, at U er et segte underrum af £, saledes H er
et eegte underrum af U. Sa har vi H<U < L. Lad x veere et punkt i U,
som ligger udenfor H, og lad y veere et punkt i £, der ligger udenfor
U. Sa findes en linje g som gar gennem x og y pr. Definition 3.3
(Ls). Pr. antagelse mgdes linjen g og H i et punkt z # x. Det fglger
fra dette og Definition 3.8, at linjen ¢ = xz er indeholdt i U. Da
y € g, modstrider dette at y ¢ U. Altsa findes der ikke et U, sa
H<U<CL. |
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4 Projektive og affine planer

Nu vil vi gerne i gang med at tilfgje noget mere struktur til vores
linezere rum. Vi kommer til at se pa nogle seertilfeelde af linezere
rum, nemlig projektive og affine planer. Formalet er at opbygge noget
viden om disse strukturer, og sidst i afsnittet ser vi den taette kobling
mellem dem.

Men vi starter, som ethvert andet godt afsnit i en matematik-
tekst, med en definition.

Definition 4.1. Et projektivt plan er en geometri P med rang = 2
over typemengden {punkt,linje}, som opfylder fglgende.

PP, Hvert par af forskellige punkter i P inciderer med praecis én
linje.

PP, Hvert par af forskellige linjer har netop ét skeeringspunkt.

PP; Hver linje inciderer med mindst tre forskellige punkter. Der er
mindst to forskellige linjer.

Bemeaerkning 4.2. Hvis P er et projektivt plan, sa er P et linesert
rum. Det betyder, at alt der geelder for linesere rum ogsa geelder for
projektive planer.

Eksempel 4.3. Et eksempel pa et projektivt plan? er Fano-planet®.
Det har syv punkter som vi kalder a,b,c,d,e,f,g og syv linjer som vi
kalder {a,b,c}, {a,f,g}, {a,d,e}, {c,e,q}, {c,d,f}, {b,d,g}, {b,e,f} (se
Figur 1.2). Lad ikke cirkelformen snyde dig! Cirklen repraesenterer
linjen {b,e,f} i Fano-planet.

2Nok det mest bergmte eksempel.
30pkaldt efter den italienske matematiker Gino Fano.
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L
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a f g

Figur 1.2: Fano-planet

@)

Projektive planer ligner ikke helt den geometri, vi er vant til —
Euklidisk geometri — og derfor er den maske heller ikke helt intui-
tiv. Hvad vi mister i intuition, vinder vi til gengeeld tilbage i rare
egenskaber. En af de mest nyttige egenskaber ved projektive planer
er, at hvis et udsagn om et projektivt plan er sandt, sa er dualen af
udtrykket ogséa sandt.

Definition 4.4 (Dualudsagn). Lad p veere et udsagn om punkterne
og linjerne i et linesert rum. Det duale udsagn til p er det udsagn ¢,
hvor man aendrer rollerne af linjerne og punkterne i geometrien.

Eksempel 4.5. Lad p veere udsagnet “ethvert projektivt plan har
mindst 5 punkter.” Da er det duale udsagn til p “ethvert projektivt
plan har mindst 5 linjer.” o

Som sagt er det dejlige ved projektive planer, at ethvert udsagn
om dem medfgrer de tilsvarende duale udsagn.

Satning 4.6 (Dualitetssaetningen, [2, Lemma 3.1.5]). Lad P veere
et projektivt plan. Hvis ¢ er et sandt udsagn om P, sa er det duale
af ¢ ogsa sandt.

Bewvis. Vi vil vise dette ved at vise at aksiomerne for projektive pla-
ner — PPy, PP, og PP; medfgrer deres duale. At ¢ er sandt vil sige
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at g fglger af aksiomerne for P. Derfor ville det duale af ¢ folge, hvis
de duale af aksiomerne er sande.

PP, og PP, er hinandens duale — altsa er de duale af PP, og
PP, sande. At vise at det duale af PP; er sandt kraever lidt mere
omtanke. Det duale af PP er folgende udsagn.

Hvert punkt inciderer med mindst 3 linjer. Der er mindst
to forskellige punkter.

Ud fra PP3 ved vi, at der findes mindst 2 linjer ¢ og m, som hver
iseer gar gennem mindst 3 punkter. Da ¢ og m skal skeere hinanden
i ét punkt jevnfer PP,, kan vi antage at de skeerer hinanden i et
af de punkter, som PP; garanterer. Altsa er der mindst 5 forskellige
punkter i P (hvilket er mere end 2!).

Tag et punkt x i P. Hvis x ikke er skeeringspunktet mellem ¢ og
m, findes der en linje i P, som x ikke ligger pa, da x sa ikke bade kan
veere pa £ og m. Kald denne linje g. g har mindst 3 punkter (PPs),
og pr. PPy er der preecis én linje mellem x og hvert af punkterne pa
g. Ingen af disse linjer kan veere ens, da det ville medfgre at en linje
forskellig fra g har mere end ét skaeringspunkt med ¢, i modstrid med
PP,. Derfor ligger z pa mindst 3 forskellige linjer (se Figur 1.3).

x#LNm

Figur 1.4: Situation 2
Figur 1.3: Situation 1

Hvis = er skeeringspunktet mellem ¢ og m findes der et punkt
y € L\ m og et punkt z € m \ ¢, da bade ¢ og m har mindst 3
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punkter, og kun deler ét (PP3; og PP,). Linjen yz eksisterer grundet
PPy, og x ligger ikke pa yz. Ellers ville yz have to punkter til faelles
med bade ¢ og m, i modstrid med PP.

yz har mindst 3 forskellige punkter (P P;, og derfor er der mindst
3 forskellige linjer gennem z pr. PP;. Se Figur 1.4 for en illustration
af situationen. Dermed har vi vist dualen af PPs. [ |

Seetning 4.6 er meget vigtig og fortjener derfor klart at vaere en
saetning: Den siger essentielt set, at vi egentlig kun behgver at bevise
50% af alle szetninger om projektive planer — de resterende 50% far
vi gratis pr. dualitet.

Vi vil nu introducere affine planer. De er umiddelbart en mere
intuitiv type af geometri — vi vil se, at det Euklidiske plan eksempel-
vis er et affint rum — men til gengaeld mangler de den dejlige dualitet
som vi kender fra projektive planer. Senere vil vi dog se, at projektive
og affine planer i virkeligheden er meget teet relaterede.

Definition 4.7.

(a) Et affint plan er en geometri A med rang = 2 over typemaeng-
den {punkt,linje}, der opfylder fglgende.

AP; Hvert par af punkter i A inciderer med preecis én linje.

AP, Parallel aksiom. Lad ¢ veere en linje, og lad = veere et
punkt hvor z ¢ (. Der findes netop én linje m gennem z
som ikke har noget punkt til faelles med ¢.

AP3; Hver linje inciderer med mindst to punkter. Der er mindst
to forskellige linjer.

(b) To linjer £ og m i et affint plan kaldes parallelle hvis { = m eller
hvis £ og m ingen faelles punkter har. Hvis ¢ og m er parallelle,
skriver vi ¢ || m.

(c) Lad ¢ veere en linje i et affint plan A, og lad 7(¢) vaere meengden
af linjer, der er parallelle med ¢. Da kaldes 7(¢) en parallelklasse
iA.
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Ethvert affint plan er ogsa et linesert rum. Hvis man kigger pa
definitionerne af affine planer og linesere rum, kan man se, at vi blot
paleegger linsere rum nogle ekstra krav, for at de kan veere affine
planer.

Eksempel 4.8 (Det Euklidiske Plan). Vi vender igen tilbage til
vores gode ven, det Euklidiske Plan, E. Vi ved i forvejen, at F er
et linesert rum, sa vi skal kun vise at AP, holder for E, og at F
indeholder mindst to forskellige linjer.

Vi beviser forst (AP,). Lad ¢ veere en linje i | og lad © := (21, x3)
veere et punkt i F, der ikke ligger pa /.

Hvis £ er en “lodret” linje, sa kan den skrives pa formen {y} x R
for et y € R, hvor y # x;. Da gar linjen m := {x1} X R gennem =z
og er disjunkt fra ¢, da x; # y. Desuden er denne linje unik: Alle
andre lodrette linjer indeholder ikke x, og uanset hvilken funktion
f R — R vi veelger, skaerer Gy ¢, da (y,f(y)) € L.

Hvis ¢ kan beskrives med en graf, har vi at £ = G; for en funktion
f:R —= R, hvor f(t) = at + b med a,b € R. Veelg ¢ := x9 — f(xy).
c er ikke lig med 0, da ¢ = 0 ville medfgre at f(x;) = xq, altsa ville
xr = (x1, f(z1)), men sa ville x ligge i /.

Skriv da h(t) := f(t) + c¢. Vi har at © € G}, da

h(x1) = f(x1) + ¢ = f(z1) + 22 — f(71) = 79,

sa = (x1,h(z1)) € Gp. Vi pastar at G, ikke skeerer Gy. Men det er
blot en pastand. Det skal bevises.

Antag for modstrid at Gy N G, # (). Det betyder, at f(t) = h(t)
for et eller andet ¢ € R. Da geelder at + b = at + b+ (x5 — f(x1)) =
0 = (x2 — f(x1)) = ¢. Men ¢ # 0, sa det er en modstrid. S& Gy,
skaerer ikke g og gar igennem punktet z. Nu mangler vi at vise at
G}, er den unikke parallelle linje til G ;. For det fgrste er ingen lodret
linje parallel til G, sa vi behgver kun at vise at der ikke findes andre
linesere funktioner g, hvis graf gar gennem « og ikke skaerer G,,.

Antag at g : R — R givet ved g(t) = at+ er sadan at € G, og
G,NGs = 0. Hvis a # a, sa kan vi prove at se om G og G, skeerer,



4. PROJEKTIVE OG AFFINE PLANER o7

altsd om der er et ty € R, sdledes at f(t) = g(¢). Vi far ligningen

ato+b=aty+
Satg—atg=0—0
Sa—a)ty=p—-0
B—b

a—a

Sty =

Altsa findes sadan et ¢y, sa f(ty) = g(to). Det vil sige, at hvis Gy og
G ikke skerer, sa skal a = . I udregningen ovenfor bruger vi meget
specifikt at a — a # 0, da « # a.

Nu har vi vist at en hvilken som helst parallel linje til G skal
have haeldning a. Vi mangler altsa kun at vise at § skal veere lig med
(b+ c¢), for at G, indeholder z. Hvis § # ¢ har vi at

9(z1) = axy + B # ax1 + b+,

men da azy + ¢ = h(x) = z, far vi altsa at g(xq) # 22, sd x ¢ G,.
Altsa skal f = b+c, og vi far at g = h. Altsa er h den unikke linesere
funktion sa x € Gj, og G, || Gy, og altsa er G, den eneste linje i £,
som gar gennem x og ikke skaerer /.

Vi viser nu, at der er mindst to linjer i £. Husk, at linjerne i £
blev defineret ved L := GUA, hvor G var maengden af alle grafer for
funktionerne givet ved f : R — R hvor f(z) = ar+bmed a,b € R, og
A er givet ved {{z} X R|z € R}. G er ikke tom, da den i hvert fald
indeholder grafen for f(z) = 0 for alle x € R. Derudover indeholder
A bestemt {0} x R. Man kan méaske genkende disse som det, vi ofte
kalder z- og y-akserne. Disse er bestemt forskellige, da de findes i to
disjunkte maengder. Det betyder, at L er foreningen af to disjunkte
ikke-tomme maengder. Da er der mindst to forskellige linjer i L. o

Vi introducerer nu en ny slags funktion, nemlig en @kvivalens-
relation. Idéen med eekvivalensrelationer er at kunne kigge pa to
elementer og teenke for sig selv, “men de er jo ens”. Vi definerer en
ekvivalensrelation som fglgende.
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Definition 4.9. Lad X veare en maengde og lad ~: X x X —
{Sandt,Falsk} veere en biner relation?. Vi siger, at ~ er en @kvi-
valensrelation, hvis den opfylder fglgende:

1. ~ er refleksiv. Altsa, ~ (a,a) = Sandt for alle a € X. Da
skriver vi a ~ a.

2. ~ er symmetrisk. Det vil sige, at hvis a ~ b, sa er b ~ a for
alle a,b € X.

3. ~ er transitiv. Altsa, hvis a ~ b og b ~ ¢, sa er a ~ ¢ for alle
a,b,ce X.

Det var ret meget definition, men nu skal vi se, at det var det
hele veerd.

Saetning 4.10 ([1, Seetning 1.3.6]). Lad A veere et affint plan. || er
en akvivalensrelation.

Bevis. Siden alle linjer er parallelle med sig selv, er || en refleksiv
relation.

Det ses tydeligt, at hvis £ ingen punkter deler med m, sa deler m
ingen punkter med ¢. S& || er ogsa symmetrisk.

Lad ¢ || m og m || k. Antag at ¢ og k ikke er parallelle. Da har ¢
og k et skeeringspunkt x. Dermed ligger x pa to linjer, der begge er
parallelle med m, som modstrider Definition 4.7(AP,). |

Som det blev naevnt over dette bevis, betyder det, at vi i nogle
henseende kan betragte parallelle linjer i affine planer som “ens”.
Dette betyder ogsa, at en parallel-klasse 7(¢) ikke er afhsengig af
vores valg af linjen ¢, altsé 7(¢) = w(m) for alle m € = ().

Lemma 4.11. Lad P veere et projektivt plan, og lad ¢,m veere to
forskellige linjer i P. Der findes et punkt z € P\ (¢ U m)— altsé et
punkt i P som hverken ligger pa ¢ eller m.

4Vi har tidligere set et eksempel pa en binser relation, nemlig incidensfunk-
tionen.
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Bewvis. Lad © € £\ m og y € m\ (. Sddanne punkter findes, da bade
¢ og m har mindst tre punkter (PPs) og kun skeerer hinanden i ét
(PP,). Der findes en unik linje zy gennem z og y (PP;). Den er
forskellig fra bade ¢ og m, da x € xy men x ¢ m, mens y € zy men
y ¢ l. xy skeerer kun ¢ og m i henholdsvis x og y (PP;), sa der findes
et tredje punkt z pa xy, som hverken er x eller y (PP3), og derfor
hverken ligger pa ¢ eller m. Altsa er z hverken i ¢ eller m, og dermed
har vi z ¢ LUm. [

Korollar 4.12. Et projektivt plan indeholder mindst tre linjer.
Nu skal vi se koblingen mellem projektive og affine planer.

Saetning 4.13 ([1, Seetning 1.3.7]). Lad P veere et projektivt plan
og lad ¢ € P vaere en linje. Lad A vaere geometrien med rang = 2
over typemengden {punkt,linje}, defineret som folgende:

Punkterne i A er punkterne i P, der ikke ligger pa /.
Linjerne i A er linjerne i P foruden /.

Incidensen og typefunktionen i A er de samme som dem i P,
bare restringeret til A, sa deres domaener ikke indeholder de
fjernede punkter og den fjernede linje.

Geometrien A er et affint plan.

Bevis. Det, vi her skal vise, er, at ovenstaende antagelser medfgrer,
at A opfylder aksiomerne for affine planer. Vi tager aksiomerne et
ad gangen.

AP, Dette aksiom fglger direkte af PP;.
AP, Givet en linje m og et punkt x ikke pa m skal vi nu vise eksistens
og entydighed af den parallelle linje til m gennem x.

Lad m veere en linje i A og lad x veere et punkt i A, der ikke
ligger pa m. Lad y := m N ¢ veere skeeringspunktet mellem m
og /i P, oglad k := xy veere linjen gennem x og y.
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Eksistens: Pr. konstruktion ligger punktet = pa linjen k, og
m og k har ingen feelles punkter i A, da deres oprindelige
skeeringspunkt, y, er blevet fjernet, da vi fjernede /.

Entydighed: Lad g veere en linje gennem z, som ikke har
noget skeeringspunkt med m i A. Siden g og m skeerer
hinanden i P, ligger deres skaeringspunkt pa linjen £. Det
folger, at gNm = mN ¥ = y. Dermed geelder g = xy = k.

AP; Pr. Korollar 4.12 er vi garanteret mindst tre linjer i P. Dermed
er vi garanteret mindst to linjer i A.

Konsekvensen af denne satning er, at vi har en made at kon-
struere affine planer fra projektive planer, nemlig ved at fjerne en
linje fra det projektive plan. Helt generelt, hvis vi lader P veere et
projektivt plan og ¢ veere en linje i P, sé er P\ £ det affine plan, der
skabes ved at fjerne ¢ fra P°.

Denne konstruktion giver altid et affint plan, men valget af linj-
en ¢ pavirker det affine plan, man ender med. Det er generelt ikke
ngdvendigvis tilfeeldet, at P\ £ og P\ m er ens for et projektivt plan
P og to forskellige linjer ¢,m i P.°

Hver parallelklasse i P\ ¢ svarer netop til meengden af linjer
gennem et punkt i £. Dette giver anledning til en ny definition, en
form for “omvendt procedure” til den vi netop har set.

5Husk at vi identificerede linjer med deres punktmaengder, s& alle punkterne
pa linjen fjernes ogsa, idet linjen fjernes.
6“Ens” betyder i dette tilfeelde “isomorfe”. Se Afsnit 5.
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Definition 4.14. Lad A veare et affint plan, og lad P(A) veere geo-
metrien af rang 2 over typemaengden {punkt,linje} defineret som
folgende:

o Punkterne i P(A) er punkterne i A og parallel-klasserne i A.

 Linjerne i P(A) er linjerne i A og en ekstra linje [. Denne linje
kaldes for horisontlinjen.

« Incidensen i P(A) er defineret som fglgende:

Linje k € A Horisontlinjen ¢

Punkt x € A Incidens som i A x og { inciderer ikke
m(m) og ¢ incide-

w(m) og k inciderer rer for alle linjer m
Klasse m(m) hvis og kun hvis k € i A (punkterne pa
w(m) ¢ er netop parallel-

klasserne i A)

Tabel 1.1: Incidens i P(A)

P(A) kaldes den projektive lukning af A.

Saetning 4.15 ([1, Seetning 1.3.8]). Lad A veere et affint plan. Den
projektive lukning P(A) af A er et projektivt plan.

Beuvis. Vi verificerer, at P(A) opfylder PP, PP, og PPs.

PP, Lad z,y veere to forskellige punkter P(A).
Hvis x og y begge er i A, sa er linjen xy i A den unikke linje
mellem x og y i P(A).
Hvis z € A og y = m(m) er en parallel-klasse i A, findes der
netop én linje k € m(m) gennem x ifplge AP,. k er den unikke
linje mellem x og .
Hvis = m(m) for en linje m i A og y = m(k) for en anden
linje k i A, sa er £ den unikke linje gennem x og y.
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PP, Lad k,m veere to forskellige linjer i P(A).

Hvis k,m begge oprindeligt var linjer i A opstar to forskellige
tilfeelde. I det forste tilfeelde er k og m ikke parallelle. Sa findes
et skaeringspunkt mellem k& og m i A, og dermed findes det
samme skaeringspunkt i P(A). I det andet tilfezelde har vi, at
k|| m. Da geelder bade at 7(k) = 7(m), og k og m skeerer da
hinanden i P(A) i punktet w(m).

Hvis m er en linje i A, og k = ¢ er horisontlinjen i P(A), da
skeerer m og k hinanden i 7(m) i P(A).

PP; Siden der er mindst to linjer i A, er der ogsa mindst to linjer

i P(A). Hvis m er en linje i A, findes der mindst to punkter
i A pa m (APs). Der findes et yderligere punkt 7(m) pa m i
P(A). g inciderer dermed med mindst tre punkter.

Det skal ogsa vises, at horisontlinjen ¢ indeholder minimum tre
punkter. Lad m,k veere linjer i A, saledes at m Nk = x. Lad
yderligere y € m og z € k veere punkter forskellige fra x. Sa
findes en linje h = yz. Da har vi tre ikke-parallelle linjer, m,
k og h, og dermed tre parvist disjunkte parallel-klasser, m(m),
7(k) og w(h). Da parallel-klasserne i A netop er punkterne pa
£, har ¢ mindst tre punkter.
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5 Lineare funktioner og isomorfier

I mange matematiske grene har man en eller anden form for begreb
om en strukturbevarende afbildning — en eller anden slags funktion,
som bevarer den struktur, man studerer. I gruppeteori har man for
eksempel homomorfier; en homomorfi ¢ : G — H, hvor G og H
er grupper, er en funktion, sa ¢(ab) = ¢(a)p(b) for alle a,b € G.
Denne slags funktioner er isser vigtige, nar det kommer til at afggre,
om to strukturer er “essentielt ens.” Altsa hvornar kan vi sige, at to
strukturer (her geometrier) er de samme?

I incidensgeometri har man et par forskellige begreber om, hvad
det vil sige at bevare struktur. Nogle definitioner af strukturbeva-
rende funktioner er meget generelle og antager ingenting om de un-
derliggende strukturer, andet end at de er geometrier [1, Kapitel 2].
Andre er mere specifikke og antager for eksempel, at vi arbejder med
(neer-)linegere rum [2].

Vi kommer fremover primeert til at arbejde med neer-linesere rum,
sa vi tager den anden tilgang til strukturbevarende funktioner. Nar
det kommer til spgrgsmalet om, hvornar to (neer-)linesere rum er
essentielt ens, vil vi forsgge at tackle dette sporgsmal ved at intro-
ducere begrebet isomorfi.

Lineasere funktioner

Vores begreb for “strukturbevarende funktion” bliver lineer funk-
tion.

Definition 5.1 (Lineser funktion). Lad £ = (X, * ,type) og M =
(Y, x ,type’) vaere to neer-lineeere rum. Lad P = type ! (punkt) og
Q = type'~!(punkt) vere meaengderne af punkter i hhv. £ og M.
En funktion A : P — @ kaldes lineer nar

A0) € type' ! (linje)for allel € type *(linje).”

"Her betragter vi som altid linjer som vaerende lig med maengden af de punk-
ter, som de inciderer med
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Altsa sender A linjer i £ til linjer i M.

Nar vi prover at definere en form for strukturbevarende funktion
mellem to geometrier, ville det veere meget naturligt at forvente, at
den bevarer incidens. Heldigvis er det tilfeeldet for linesere funktio-
ner. Det er en af de egenskaber ved lineaere funktioner, som ggr, at
det ikke virker helt dumt at bruge netop dem som definitionen pa
“strukturbevarende afbildninger mellem linegere rum.”

Lemma 5.2. Lad £ = (X, = type) og M = (Y, x ,type) vere to
ner-linesere rum med punktmaengder hhv. P og (). Lad derudover
A P — @ veere en lineser funktion.

(a) Lad x og y veere punkter i £, s z xy. Sa har vi at A(z) x A(y).
(b) Lad ¢ og m veere linjer i £, sa ¢« m. Sa har vi at A(£) x A(m).

(c) Lad = veere et punkt i £ og ¢ en linje, sa x % £. Da inciderer
A(z) med \(¢).

Bevis. (a) Da type(x) = type(y), medforer x x y at * = y pr.
definition af incidens. Derfor er A(xz) = A(y), og vi har, igen
pr. definition af incidens, at A(z) x A(y).

(b) Erstat z og y i del (a) med ¢ og m.

(c) Hvis xx £ 1 L, vil det sige at = € ¢, da vi betragter linjerne i £
som mangderne af de punkter, som de inciderer med. Det vil
sige at A(z) € A(¢). Fordi A(¢) er en linje i M pr. Definition 5.1
giver det mening at snakke om incidens med A(¢). Da \(z) €
A(0) har vi at A(z) x A(£).

|

Altsa har vi, at hvis noget inciderer i £, sa ggr de det ogsa efter,
man har brugt A pa dem.
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Eksempel 5.3. Betragt det linesere rum T = (X, * ,type),

d c

med punkterne a,b,c,d og hvor vi definerer linjerne som

L= {{x,y} ‘ T,y € type_l(punkt)}.

Her er incidens ved at et punkt x inciderer med en linje ¢ hvis og
kun hvis = € ¢. Lad derudover P = (Y, * ,type’) veere Fano-planet:

1

Med punkterne 0,1,2,3.4,5,6 og linjerne {1,244}, {1,6,5}, {4,0,5},
{4,3,6}, {2,3,5}, {1,3,0} og {2,0,6}. Her betragtes linjerne igen som
mangder af punkter, sa hvor en linje sendes hen bestemmes fuld-
steendig af hvor punkterne sendes hen.

Lad funktionen

A type ! (punkt) — type ! (punkt)

veere givet ved

M0)=d, A1) =b,
A2)=b, A3)=b,
A4)=d, A(5)=a,
A6) = b
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sa den opfylder, at

A({1.24}) = {b.d}, A({0,4,5}) = {d.a},
A({L5,6}) = {ba}, A({0,1,3}) = {b,d},
A({23,5}) = {ba}, A({3,4,6}) = {b.d},
A ({0,2,6}) = {b,d}.

Denne funktion er en lineser funktion, fordi uanset hvilken linje i
Fano-planet man veelger, sa er billedet af den linje under A en linje
i7J. o

Isomorfi

I introduktionen til dette afsnit naevnte vi, at det ofte har interesse
at vide, hvornar to strukturer er essentielt ens. Det er jo i virkelig-
heden lidt fjollet at skelne mellem to geometrier, som egentlig har
preecis den samme struktur. Tag for eksempel Fano-planet fra Ek-
sempel 4.3 og Fano-planet fra Eksempel 5.3. Selvom deres punkter og
linjer ikke hedder det samme, kan vi se, at de er praecis den samme
konstruktion, hvis bare vi seendrer punkternes navne. Det giver altsa
ikke mening at skelne mellem dem.
Til at beskrive idéen om enshed indfgrer vi begrebet isomorfi.

Definition 5.4. Lad £ og M veere to neer-linesere rum, og lad P og @)
veere maengden af punkter i henholdsvis £ og M. Daert: P — Q en
isomorfi, hvis ¢ er en bijektiv lineser funktion, og ¢=! ogsé er linezer.

Vi siger, at £ og M er isomorfe hvis der findes en isomorfi fra £
til M, og vi skriver i sa fald £ ~ M.

Lineaere rum opfgrer sig seerlig peent med hensyn til isomorfier:
Vi skal se, at for at tjekke om en funktion er en isomorfi mellem
linezere rum, sa er det faktisk nok at tjekke, om den er lineser og
bijektiv.

Lemma 5.5 (]2, Lemma 2.6.2]). Lad £ og M vere linesre rum.
Hvis X er en lineser bijektiv funktion fra £ til M, s& er A~! linezer.
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Bewvis. Lad z og y veere to forskellige punkter i M. Siden A er bijektiv,
sa findes der entydige punkter v og w i £, si A(v) = z og A(w) = y.
Vi har sa at AM(vw) = zy, da A er lineser, og pr. Definition 3.3 £,
findes én og kun en linje gennem v og w, og det samme med = og y.
Men sd er A7 (zy) = vw.

Da alle linjer kan defineres ud fra 2 punkter, som ligger pa dem
(£1), vil det sige at A™! sender enhver linje i M til en linje i £, og
den er altsa linezer. |

Altsa er enhver bijektiv lineser funktion mellem linesere rum en
isomorfi.

Eksempel 5.6. )\ fra Eksempel 5.3 er ikke en isomorfi — den er hver-

ken surjektiv eller injektiv. Faktisk findes der ingen isomorfi mellem

de to linesere rum i eksemplet, da de har et forskelligt antal punkter,

og der derfor ikke kan eksistere en bijektion mellem deres punkter.
Til gengeeld er de falgende to linesere rum isomorfe:

c 1 2

Prgv at finde en isomorfi mellem dem.

Desuden er identiteten Id : T — T, hvor T er det linesere rum T
fra Eksempel 5.3, givet ved Id(z) = x for alle punkter x i T er en
isomorfi. Faktisk er det generelt sandt: et neer-linesert rum er altid
trivielt isomorft til sig selv. o

At der altid findes isomorfier fra et naer-linesert rum til sig selv,
inspirerer os til at lave fglgende definition.

Definition 5.7 (Kollination). Lad £ veere et neer-linesert rum. Hvis
¢ er en isomorfi fra £ til sig selv, kalder vi ¢ en kollination pa £. Vi
definerer desuden Aut(£) som mengden af alle kollinationer pa L.
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Lemma 5.8. Lad £, M og N vere naer-linezere rum, og lad A vaere
en isomorfi mellem £ og M, mens p er en isomorfi mellem M og N.
Da er o A en isomorfi fra £ til N.

Desuden er A™! en isomorfi.

Bevis. Vi ved, at pu o A er bijektiv, da den er en sammensaetning
af bijektive funktioner. Hvis £ er en linje i £, s er A\({) ogsa en
linje i M, da A er lineser. Dermed er p(A(€)) ogsa en linje i N, og
dermed er g o A lineser. Vi kan lave samme argument for at vise at
(o X))t =X"1opu ! ogsd er lineeer, s& o A er en isomorfi.

Da A er en isomorfi, er A™! ogsa lineser og bijektiv med linezer
invers og dermed en isomorfi. |

Korollar 5.9 (]2, Lemma 1.7.3]). Hvis A og u er to kollineationer
pa et neer-linesert Tum £, s er bade A™! og Ao i ogsd kollineationer.

Bevis. Da A er en kollineation, er den en isomorfi fra £ til sig selv.
Altsd er A7 ogsd en isomorfi (Lemma 5.8). Dermed er A™! en kolli-
neation.

Ao p er en isomorfi (Lemma 5.8), og da bade domaenet og kodo-
meenet er £, er den en kollineation. |

Den interesserede laeser kan nu verificere, at Aut(£) er en gruppe
med funktionssammensaetning som den bingere operation og Id som
identiteten.

Vi vil slutte afsnittet af med at vise at isomorfi er en sekvivalens-
relation pa neer-linesere rum.

Saetning 5.10. ~ (isomorfi) er en eekvivalensrelation pa naer-linesere
rum.

Bevis. Lad £, M, N vare naer-linesere rum.

Refleksivitet: Identiteten Id; er en isomorfi mellem £ og £, sa
L~L.
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Symmetri: Hvis £ ~ M, findes der en isomorfi ¢ fra £ til M. Der-
med er ¢! en isomorfi (Lemma 5.8), s& M ~ L.

Transitivitet: Hvis £ ~ M og M ~ N findes der en isomorfi A
fra £ til M og en isomorfi p fra M til N. Dermed er o A en
isomorfi fra £ til N (Lemma 5.8), sa £ ~ N.

Bemaerkning 5.11. Lad os slutteligt diskutere, hvorfor vi mener,
at isomorfe neer-linesgere rum er ens.

Antag, at vi har en isomorfi ¢ fra £ til M. Hvis ¢ er en linje i
L, sa er ¢(¢) en unik linje i M. Desuden sendes hvert punkt pa ¢ til
et unikt punkt pa «(¢). Hvis en linje m skeerer ¢ i punktet z i £, sa
skeerer ¢(m) ¢(¢) i netop ¢(z).

I lyset af Lemma 5.2 har vi, at a inciderer med b i £ hvis og kun
hvis ¢(a) inciderer med ¢(b), og samtidig er «(a) af samme type som
a for alleai L.

Alt i alt kan M betragtes som en tro kopi af £, da den knytter
ethvert punkt og enhver linje i £ til et entydigt bestemt element i M
med praecis de samme egenskaber.

Pa grund af Seetning 5.10 ved vi, at vi kan dele naer-linesere rum
op i eekvivalensklasser, og givet at der ikke er nogen meningsfuld for-
skel mellem isomorfe rum, er vi ikke interesserede i at skelne mellem
to neer-linezere rum i samme aekvivalensklasse.

Det er derfor en meget interessant problemstilling, om to rum er
isomorfe, eller endnu vigtigere, om man kan klassificere alle (neer-
)linegere rum op til isomorfi.

Bemeerk slutteligt, at det kan veaere ret sveert at vise, at to rum
tkke er isomorfe — hvis man vil vise, at to rum er isomorfe, er det
sa “simpelt” som at finde en isomorfi mellem rummene. Hvis man
skal vise, at to rum ikke er isomorfe, gaelder det om at vise, at der
tkke findes en eneste isomorfi mellem dem. Det er ret let at vise,
hvis rummene ikke har samme antal punkter, men ellers bliver det
lidt mere involveret. Derfor handler det ofte om at finde invarianter:
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Ting, som ikke kan veere forskellige mellem isomorfe objekter. Der-
udover er det ogsa smart at kende en masse ngdvendige betingelser
for at to lineszere rum er isomorfe.
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6 Endelige geometrier

Resten af dette kapitel om incidensgeometri handler om de tilfaelde,
hvor geometrien er endelig. Seerligt kommer vi til at drgfte endelige
linezere rum og deres egenskaber.

Det saerlige ved endelige geometrier fremfor uendelige er at man
rent faktisk kan have tal pa ting. Vi kan begynde og telle antal
punkter, linjer, og antal punkter pa linjer, etc. Det kommer vi til
at benytte os af i stor stil, og vi kommer til at gennemga en masse
tricks og seetninger, som vi kan bruge som veerktgj til at arbejde med
disse endelige stgrrelser. I afsnittet “Det projektive plan af orden 2”
kommer vi endda til at bruge nogle af teelle-egenskaberne til at klas-
sificere alle projektive planer med 7 punkter op til isomorfi. Endelige
geometrier har desuden den fordel, at de er nemme at forestille sig
og illustrere.

Vi starter med at definere hvad en endelig (prae)geometri er.

Definition 6.1 (Endelig praegeometri). Vi kalder en preegeometri
I' = (X, x ,type) endelig hvis maengden X er endelig. Ligeledes
definerer vi endelig geometri.

Vi kommer seerligt til at have med endelige pregeometrier over
typemaengden {punkt,linje} at gore i dette afsnit. Fordi vi derfor
kommer til at teelle en del punkter og linjer, giver det god mening
at indfgre lidt notation vedrgrende antal af punkter og linjer.

Definition 6.2. Lad I' veere en praegeometri over typemaengden [ =
{punkt,linje}.

For en linje ¢ i I' skriver vi v(¢) for antallet af punkter, som
inciderer med ¢. For et punkt p skriver vi b(p) for antallet af linjer
gennem p.

Nar vi ved hvilken praegeometri vi arbejder i, skriver vi b for
antallet af linjer i alt, og v for antallet af punkter i alt.
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Sumnotation

I dette afsnit kommer vi til at skulle laegge en masse tal sammen.
Derfor vil vi i stor grad bruge sumnotation. Vi ma derfor definere
sumnotation, da det generelt anses som “darlig skik” i matematik at
bruge udtryk og notation, som endnu ikke er blevet introduceret.

Definition 6.3 (Darlig skik). Lad 7" veere en matematisk tekst. Nar
T benytter sig af endnu ikke introducerede begreber og notation,
siger vi, at T" har darlig skik, og skriver >:(.

Definition 6.4 (Sumnotation). Lad n veere et naturligt tal, og lad
(ay,...,a,) € R veere en endelig tupel af reelle tal. Vi definerer

n
E Ap = Q1+ ...+ Qp.
i=1

Eksempel 6.5. Lad k£ € R. Da er

> nk)y=1-k)+Q2-k)+@-k)=(1+2+3) k =6k

n=1

Incidensmatricer

Som naevnt i introduktionen er endelige geometrier nemme at illu-
strere — det at de er endelige gor dem mulige at illustrere korrekt
i fgrste omgang.® Tegninger er dog ikke altid den nemmeste made
at forsta en geometri pa, sa nogle gange er det nyttigt at bruge en
incidensmatriz. Desuden har de den fordel, at de er nemmere at lave
matematik pa end tegninger er.

Definition 6.6 (Incidensmatrix). Lad I' veere en endelig endelig
praegeometri over typemaengden I = {punkt,linje}. Da der er ende-
ligt mange punkter i I kan vi give dem hvert et indeks, sa de hedder

8Lzeseren udfordres til at illustrere hele det euklidiske plan pé et stykke papir.
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P1,P2, - - - ,Pn, hvor n, og vi kan kalde linjerne ¢1,0s, . .. ¢;. Vi definerer
incidensmatricen for £ saledes.

A 0y 0y,
Pr (T11 Ti2 ... Tik
P2 | To1 T2 ... To
Pn \Tn1 Tn2 ... Tnk

hvor

/rij

_J1 hvisp;*/;
0 ellers .

Vi skriver ogsa v; = v(¢;) og b; = b(p;), nar forst vi har etableret en
indeksering.

Eksempel 6.7. Betragt fglgende geometri.

Incidensen i denne geometri kan beskrives med fglgende matrix.

a b ¢ d
1,1 1 0 O
2(0 1 1 0
310 1 0 1
411 0 1 1
5\0 0 0 1
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Proposition 6.8. Lad I' veere en endelig praegeometri over type-
mengden {punkt, linje}. Givet en incidensmatrix, geelder folgende
identiteter.

v

> =

i=1

b

Zrij = bz

j=1

b b v v b v
D= D =D =) b
=1 i=1

=1 i=1 i=1 j=1

Bewvis. Vier givet en incidensmatrix. Teelles alle 1-tallerne i en kolon-
ne far vi antallet af punkter, der ligger en linje, altsa Zle Tij = Vj.
Teelles alle 1-tallerne i en raekke, far vi antallet af linjer, der gar gen-
nem et punkt, og dermed 25:1 ri; = b;. Det giver os de fgrste to
identiteter.

Teeller vi for hver kolonne, kolonne for kolonne, far vi Z;zl ;.
Denne sum er antallet af 1-taller i incidensmatricen, altsa antallet af
gange et punkt inciderer med en linje. Ligeledes kan vi teelle for hver
rackke, rackke for rackke, og vi far Zle b;. Her har vi igen talt alle
1-taller i incidensmatricen, men bare rackke for rackke, altsa antallet
af gange en linje inciderer med et punkt.

Den sidste identitet folger direkte af de forste to identiteter og
observationerne foroven. |

Bemaerkning 6.9. Bemeerk at incidensmatricen for en endelig prae-
geometri ikke er entydig: Den athsenger netop af hvilket nummer vi
giver hvilket punkt og hvilken linje. Altsa kan to forskellige incidens-
matricer godt repraesentere den samme geometri. Det er en relativt
ligetil opgave at regne ud hvor mange mader man kan omindeksere
punkterne og linjerne pa, og dermed hvor mange mader incidensma-
tricen kan skrives op pa.
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Altsa, hvis vi bytter om pa to raekker eller to kolonner i en inci-
densmatrix, repraesenterer den nye incidensmatrix den samme geo-
metri.

Proposition 6.10. Lad £, M veere to linesere rum med incindens-
matricer henholdsvist L, M. Hvis L = M, altsa hvis alle indgangene
i L og M er ens, sa har vi £ ~ M.

Bevis. Lad v veere antallet af punkter i £. M har det samme antal
punkter, da L og M er lige store. Definer ligeledes b som antallet af
linjer i £. Lad hhv. {p1,...,p,} og {q1, ... q,} veere punkterne i £ og
M, i den rackkefglge som de opstar i hhv. L og M. Definer ligeledes
{l1,... )0y} 1L og{my,...,mp}iM.

Hvis P er maengden af punkter i £ og () er maengden af punkter
i M, definer ¢ : P — @ ved u(pg) = qx, k € {1,...,v}. Vi pastar, at ¢
er en isomorfi.

v er lineser, da ¢(€y) = my for alle k € {1,...,b}. Det folger af, at
hvis p; € i, sa er den ¢k’te indgang i L lig med 1, og dermed er den
ik’te indgang i M lig med 1, sa «(p;) = ¢; € Uk, og hvis p; ¢ {, sé er
¢; ¢ my. Desuden er ¢ bijektiv, sa ¢ er en isomorfi (Lemma 5.5). W

Endelige linezere rum

Definition 6.11. Et endeligt lineert rum er en endelig geometri som
ogsa er et linezert rum. Ligeledes definerer vi endelige projektive og
affine planer, samt endelig neer-linesere rum.

Eksempel 6.12. Fano planet fra Eksempel 4.3 er et endeligt linesert
rum. Et andet eksempel er trekanten.

C
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O

Proposition 6.13 ([2, Udvalgte dele af Saetning 1.6.4 og tilhgren-
de korollar|). Lad £ vere et endeligt neer-linesert rum. Da har vi
at

b
> (o= 1) =v(v=1),
j=1
hvis og kun hvis £ er et linesert rum.

Bevis. Vi viser kun “hvis”-delen, da “kun hvis”-delen ikke er ngd-
vendigt i dette afsnit, og er relativt mere indviklet, uden at veere
spaendende eller vellystinspirerende nok til at ggre op for det. Den
kan dog stadig veere nyttig i opgavelgsning, og derfor har vi valgt at
skrive seetningen i sin fulde magt alligevel. Et komplet bevis findes i
2, s. 15].

Vi starter med at teelle antallet af unikke par af punkter i £ — altsa
hvor mange forskellige mader vi kan udveaelge to punkter fra £ pa.
Her vil parret (x,y) og (y,x) teelle som det samme par. T kombinatorik
findes der en formel for at regne netop dette antal. Hvis man har en
mengde med A med n punkter, og k € {0,1,...,n} sé er

Clnk) = —
(k) = T —r
antallet af unikke delmeengder af A, som indeholder k£ elementer,
hvor
nl:=n-(n—1)-(n—2)-...-1

kaldes n fakultet (se evt. [3, Seetning 6.3.1] eller sgg pa binomial-
formlen). Altsa ma der veere

B vl Cvo—-1)(w—-2)! ww-1)
COY =S T sw—2r 2

unikke par af punkter i £. Men da £; giver os at ethvert par af
punkter i £ bestemmer én og kun én linje i £, kan vi ogsa teelle
antallet af punkter i £ pa folgende made.
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Ethvert par af punkter er garanteret at have en linje til feelles.
Desuden, hvis et par af punkter ligger pa én linje, kan det samme
par ikke ligge pa en forskellig linje, da det ville stride med £;. Det vil
sige, at hvis vi finder antallet af unikke par af punkter pa hver linje
(1L og sa legger alle disse antal sammen, sa skal det veere preecis
lig antallet af unikke par af punkter i £ i alt. Men pa en given linje
¢; har vi, pr. samme argument som ovenfor, at antallet af unikke par
af punkter er %_1) Altsa far vi

preecis som haevdet. |

Lineare funktioner mellem endelige naer-linesere
rum

Vi har i det tidlige afsnit om linesere funktioner diskuteret generelle
egenskaber om den slags funktioner, samt isomorfi. Nar det kommer
til endelige neer-linesere rum har vi dog et par ekstra ting at skrive
om dem — ting, som kun giver mere retfeerdigggrelse for hvorfor vi
mener, at isomorfi er et godt begreb for enshed.

Lemma 6.14 (|2, Lemma 1.7.1]). Lad £ og M vaere naer-linesere rum
med punktmeengderne henholdsvis P og Q). lad ydermere f : P — @
veere en injektiv linezer funktion. Sa er v(¢) = v(f(¢)) for alle linjer
0il.

Bewvis. Hvert punkt i £ sendes til et unikt punkt i £, da f er injektiv.
For hvert punkt i ¢ er der altsa et unikt punkt i f(¢). Altsa er der
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mindst lige s& mange punkter i f(¢) som i £. Det ville til gengeeld
veere absurd hvis v(f(¢)) > v(¢). Det kan nemlig kun lade sig gore
hvis f ikke er en funktion. |

Proposition 6.15 ([2, Lemma 1.7.2]). Hvis f er en isomorfi fra
L til M, hvor LM er neer-linesere rum, sa er v(f) = v(f(¢)) og
b(p) = b(f(p)) for alle linjer ¢ og punkter p i L.

Bevis. Den forste del af propositionen er bare Lemma 6.14.
Bemaerk at hvis p € £ sa er f(p) € f({), sa b(p) < b(f(p))

(Lemma 5.2). Siden f~! ogsa er en isomorfi, navnlig fra M til £ har

vi ogsa den modsatte ulighed. |

Bemaerk at dette giver os en ngdvendig betingelse for at to naer-
linezere rum kan veere isomorfe, og derfor noget vi kan bruge til at
modbevise at to neer-linesere rum er isomorfe: Hvis £ og M er naer-
linesere rum, sa skal folgende veere sandt.

Proposition 6.16. Skriv v(£) for antallet af punkter i £, og skriv
ligeledes b(£) for antallet af linjer. Gor det tilsvarende for M. Lad L
veere en incidensmatrix for £ og M veere en incidensmatrix for M.
Skriv \;; for den ij’te indgang i L og m;; for den ¢j’te indgang i M.
Lad i € {1,...,b(£)}. S& geelder det, at der skal findes et j €

{1,...,6(M)} sa

(L) o(M)
)\ki = Z M-

k=1 k=1
Ydermere skal vi kunne finde sadan et j uden gentagelse for ethvert
i€ {1,...,b(L£)}. Dvs. at for hver linje i £ skal vi uden gentagelse
kunne finde en linje i M, som gar gennem lige s& mange punkter. Det
duale udsagn geelder ogsa (se Definition 4.4), og preecis det samme
skal geelde, hvis vi bytter om pa £ og M, da isomorfi er en symetrisk
relation.
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Endelige projektive planer

I dette delafsnit kommer vi til at udforske nogle af de kombinatori-
ske egenskaber, som er szerlige for endelige projektive rum. Undervejs
vil vi vise De Bruijn-Erdés seetningen, som er en satning, der blandt
andet giver os et godt kriterie for at identificere hvorvidt et givet
linesert rum er et projektivt plan — et kriterie, som kan veere betyde-
ligt mindre tungt at verificere end aksiomerne for et projektivt plan.
Desuden vil vi vise, at dette kriterie ikke kun er tilstraekkeligt for
at et linezert rum er et projektivt plan, men at det faktisk ogsa er
ngdvendigt. Det lader os formulere fglgende saetning: Et linesert rum
L er et projektivt plan hvis og kun hvis v = b og der findes mindst to
linjer som hver inciderer med mindst 3 punkter i £ (Seetning 6.26).

De Bruijn-Erdds saetningen

De Bruijn-Erdés saetningen er et vigtigt forste skridt i retningen af
at kunne bakke vores modige pastand op. Seerligt giver den os den
ene retning: Hvis v = b og der findes mindst to linjer med mindst 3
punkter i det linezere rum £, sa er det et projektivt plan.

Paul Erdés, ham, som giver navn til halv-
delen af af dette bemseerkelsesveerdige resul-
tat, var en ret velkendt matematiker, og han
var mindst ligesa interessant, som han var vel-
kendt. Derfor finder vi det passende at dedi-
kere et lille paragraf til ham. Erdés er kendt
for en del forskellige ting. Erdés var praktisk
talt hjemlgs det meste af sit liv, af eget valg.
Han rejste fra sted til sted, og besggte for-

skellige matematikere for at samarbejde, hvor
han s& boede hos vedkommende under sam- Figur 1.5: Paul
arbejdet. Efter opholdet ville han rejse videre Erdés til et seminar
til den neeste. Han brugte pa den made rigtig i Budapest (efterar
meget tid pa at skrive matematiske artikler, 1992). Kilde: [4]

og han har i sin levetid udgivet omtrent 1500



80 KAPITEL 1. INCIDENSGEOMETRI

matematiske artikler, og samarbejdet med over 500 medforfattere.
[5] Inspireret af meengden af medforfattere, han har haft, har man
defineret Erdos-tallet.

Definition 6.17 (Erdés-tallet). En persons Erdés-tal defineres in-
duktivt. Paul Erdés har Erdos-tal 0. Hvis man har skrevet en artikel
med en person, som har Erdés-tal n, far man selv Erdés-tal n + 1,
med mindre man har skrevet en artikel med en person med et la-
vere Erdds-tal. Man bliver altid tildelt det lavest mulige Erdds-tal.
Hvis ikke man kan gives noget Erdos-tal pa denne made, far man
Erdés-tal oo.

Begge forfattere af dette kapitel har Erdés-tal co.

Lemma 6.18 ([2, Lemma 2.2.1]). Lad £ veere et linesert rum med
v linjer og b punkter. Da gaelder 7 b;(b; — 1) < b(b—1).

=1

Beuvis. Ser vi pa sterrelsen b;(b; — 1), opdager vi at b;(b; — 1) = ﬁ
Denne stgrrelse er C'(b;,2), og pa lignende vis som i beviset for Propo-
sition 6.13, beskriver den antallet af ordnede linjepar gennem punktet
pi, Pr. [3, Seetning 6.3.1]. Altsa teeller venstresiden af uligheden alle
ordnede par af linjer, der skeerer hinanden. Pa lignende vis ser vi,
at hgjresiden teeller alle ordnede linjepar i £. Der er bestemt mindst
lige s& mange ordnede linjepar i alt, som der er ordnede par af linjer,

der skeerer hinanden. [ |

Korollar 6.19. Lad £ veere et linesert rum. Alle par af linjer i £
har et skeeringspunkt hvis og kun hvis >, b;(b; — 1) = b(b — 1).

Bevis. Vi har allerede 7  b;(b; — 1) < b(b — 1), pr. Lemma 6.18.
Ligheden kommer til gengaeld af, at da alle linjer skaerer hinanden i
ét punkt, sa ma der veere preaecis sa mange ordnede par af linjer, der
skaerer hinanden, som der er ordnede par af linjer i alt. [ |

Saetning 6.20 (de Bruijn-Erdds, [2, Seetning 2.2.2]). Lad £ veere et
endeligt linezert rum med b > 1. Det geelder at
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(a) b>w,
(b) hvis b = v har alle par af linjer et skeeringspunkt.

I tilfzelde (b) kan der opsta to situationer: Enten har én linje v — 1
punkt, mens alle andre linjer har 2 punkter (alle andre linjer end
den “store” linje ville sa besta af et punkt pa den store linje og det
ene punkt, som ikke ligger pa den) eller ogsa har hver linje k + 1
punkter, mens hvert punkt ligger pa k41 linjer. Her skal k > 2 veere
et naturligt tal.

Bevis.  (a) Lad M := min{b; |1 <i < v}.
Bemaerk at M > 1 — ellers ville samtlige punkter ligge pa den
samme linje, hvilket ville medfgre b = 1, i strid med vores

antagelser. Lad p, veere et punkt med M linjer gennem sig, og
kald dem /4, ... ,0,,. Lad p; € ¢;, for alle 1 < i < M, sa p; # p,.

Sa har viat i # j = p; ¢ (;.

Derfor har vi
v(lis1) < b(pi), Vi€ {1,2,... .M —1}. (1.1)

(se figur Figur 1.6). Vi har nemlig, at der for alle punkter pa
l;11 findes en linje fra p; til det punkt, da p; ¢ ¢;41. Ingen
af disse linjer kan veere lig hinanden, sa der er mindst v(¢;)
linjer gennem p;. Vi har ogsa at v; < b, af samme arsag. Da
b(py) = M er minimummet af alle b;-er, har vi b(p) > b(p,) for
alle punkter p. Samtidig har vi b(p,) > v(¢) for alle linjer ¢,
som ikke gar gennem p, — situationen er meget lig Figur 1.6.
Altsa har vi

b(p) > b(p,) > v({), nar p, ¢ L. (1.2)
Vi ved fra Proposition 6.8 at Z?:l v; = Y., b;. Vi kan splitte
summen op, sa vi far

M v

ZujJr > vj:ibﬂr > b

b
j=1 j=M+1 i=1 i=M+1
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Figur 1.6: Hlustration af p; og £;.1.

Vi har fra diskussionen vedrgrende Ligning (1.1) at

M M
Z (%] S Z bz
j=1 i=1

Desuden har vi for alle j € {M +1,M +2,...,b} at p, ¢ {;, sa
Ligning (1.2) giver os at v(¢;) < b(p,) < b(p) for alle punkter

.
Hvis b < v medfgrer det at
2,...,b}. Derfor har vi

U1
V2
U3

Uy
Unm+1
UM+2

Uy

Dermed er

v; < b; for alle j € {M + 1,M +
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Men under vores antagelse at b < v burde dette veere umuligt:
Der gar mindst én linje gennem hvert punkt,” s& det medfgrer

v b
=1 =1

og altsd ma antagelsen at b < v veere forkert, og vi har vist (a).

at

Hvis v = b, er v; = b; for alle j € {M + 1,M +2,...,b}: Vi
har allerede v; < b;, og b; < v, fordi hvis b; > v; ville vi have

v b b
Zbl = Z’Uj < sz,
i=1 j=1 i=1

b b
&> bhi<) bdav=b,
=1 =1

hvilket er umuligt. Pa preecis samme vis har vi b, = v;,1 for
alle i € {1,...,M — 1}, og b,, = v;. Fra Proposition 6.13 har
vi at

b

S vy — 1) = o(v — 1)

j=1
v

= bi(b;— 1) =b(b—1),

i=1
hvor den anden lighed fglger af at v = b og diskussionen oven-

for. Men sa giver Korollar 6.19 at alle par af linjer i £ har et
skaeringspunkt. Der er nu to forskellige muligheder.

Mulighed 1: Antag at der er to linjer ¢ og ¢ i £, sa alle
punkter ligger pa enten £ eller /. Da de skeerer hinanden
har vi at der findes et p € ¢N¢'. Hvis vi tager et = € ¢\ {p}

9Da b > 1 har vi at der minimum fire punkter, og alle par af punkter ligger
pa én linje.
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og et o’ € £'\ {p}'?, s& har za’ kun to punkter — hvis xz’
havde mere end to punkter ville den have mindst et punkt
y # x til feelles med enten £ eller ¢/ — antag at y € ¢ uden
tab af generalitet. Men det medfgrer pr. £, at za’ = ¢,
hvilket er umuligt, at 2’ € 2’ men 2’ ¢ (. Altsa har z2’
kun to punkter.

Hvis z € £\ {p} og 2’ € ¢'\{p},sd =z # x og 2’ # 2/, sa ma
2z ogsa kun have to punkter, z og z’. Men det vil sige at
den ikke skeerer xa’, hvilket modstrider at alle linjer har
et skaeringspunkt, sa det er umuligt.

Altsa har én af linjerne kun to punkter. Antag uden tab
af generalitet at det er £. Da £ skeerer ¢’ i ét enkelt punkt
ma der veere v — 1 punkter pa ¢

Mulighed 2: Lad ¢ og ¢ veere to forskellige linjer i £, og antag
at p & (U (' Definér a : ¢ — ¢’ pa folgende made.

For z € ¢, lad a(x) = prN{ veere skeeringspunk-
tet mellem px og ¢'. Bemaerk at hvis x = (N1,
s er a(x) = .

él

0Det ma vi godt givet aksiomerne for linesere rum!
" Hyvis ikke sddan et p fandtes, ville vi i virkeligheden veere i mulighed 1.
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« er surjektiv: Hvis 2’ € ¢ sé er a(2'pN¥) = 2’. Desuden
er « injektiv: Hvis a(z) = a(y) vil det sige at zp N ¢ =
ypN L. Men det vil sige at xp og yp begge indeholder p og
a(y), sa de mé veere den samme linje (£9). Da xp = yp
max =apN{=ypN{=y.Det vil sige at a: £ — ¢
er en bijektion, sa v(¢) = v(¢'). Siden ¢ og ¢’ bare var to
arbitraere forskellige linjer har vi vist at alle linjer har v(¢)
punkter. Skriv k + 1 := v({).

Hvis p er et punkt i £ findes der mindst en linje, som
p ikke er pa: Der findes mindst to linjer, m og m’ pr.
antagelse. Hvis p = m N'm/ kan vi veelge x € m \ {p}
og ' € m'\ {p}. Da er p ikke pa xz’. Hvis p # m Nm/,
ligger p enten ikke pa m eller ikke pa m’. Veelg en linje g
sa p ¢ g. Der findes v(g) = v(¢) = k + 1 forskellige linjer
gennem p som skaerer g (£1). Da alle linjer gennem p skal
skaere g, ma dette vaere antallet af linjer gennem p i alt.
Altsa gar der for alle punkter p i £ preecis k + 1 linjer
gennem p.

k > 1, pr. £Lo. Hvis k = 1 far vi en trekant som den fra
Eksempel 6.12 — men trekanten falder under mulighed 1,
sa altsa ma k > 2.

Beviset er nu feerdigt. ]

Korollar 6.21. Ethvert endeligt linesgert rum med b = v, og hvor
der findes mindst 2 forskellige linjer med mindst 3 punkter er et
projektivt plan.

Bevis. Viskal vise, at hvis vi har et linezert rum £ opfylder, at b = v,
og at der findes 7,5 € {1,...,b}, i # j, sa bade v; > 3 og v; > 3,
sa er £ automatisk et projektivt plan. Det ggr vi ved at gennemga
aksiomerne for et projektivt plan ét for ét, og tjekke om £ opfylder
dem.

PP, Dette aksiom er opfyldt, da det er identisk med £, som £
opfylder, da det er et linesert rum.
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PP, L opfylder dette aksiom, pr. Seetning 6.20(b).

PP; Der vil altid veere mindst 2 forskellige linjer i £ pr. antagelse.
Da mindst to af disse linjer hver iseer inciderer med mindst 3
punkter, giver Ssetning 6.20(b), situation 2, at samtlige linjer
i £ gar gennem mindst 3 punkter, sa derfor er dette aksiom
ogsa opfyldt.

Seetning 6.20 giver os altsa et veerktgj til at identificere projektive
planer. Hvis vi forst ved at vi arbejder i et endeligt linesert rum, er
det nu ret let at tjekke om rummet er et projektivt plan, bare ved
at kigge pa incidensmatricen.

En alternativ karakterisering af endelige projektive planer

I det foregaende delafsnit formaede vi at ggre halvdelen af det harde
benarbejde for at bevise vores modige pastand fra starten af delaf-
snittet om endelige projektive planer: Et linesert rum £ er et projek-
tivt plan hvis og kun hvis v = b og der findes mindst to linjer med
mindst 3 punkter i £. Nu er der altsd en smule hab for at det vi
nu engang har heevdet rent faktisk er sandt. Dette delafsnit kommer
til at udfgre den anden halvdel af benarbejdet, i form af at bevise
fglgende seetning.

Satning 6.22 ([6, Sasetning 6.3]). Lad P = (X, * ,type) veere et
endeligt projektivt plan. Sa er der lige mange punkter og linjer i P,
altsa b = v. Derudover ligger der lige mange punkter pa alle linjer,
og dette antal er lig antallet af linjer gennem ethvert punkt. Hvis
k + 1 er antallet af punkter pa hver linje (eller, sekvivalent, antallet
af linjer gennem ethvert punkt), s er v =b=k? + k + 1.

Bemaerkning 6.23. At der er lige mange punkter pa alle linjer, og
at dette antal er lig antallet af linjer gennem ethvert punkt, er ikke
noget seerligt for endelige projektive planer, som vi kommer til at
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se 1 beviset for seetningen. Derfor kunne satningen formuleres pa en
lpsere made.

Herfra kan vi definere orden.

Definition 6.24 (Orden af et projektivt plan). Vi kalder tallet k
fra Seetning 6.22 for ordenen af det projektive plan.

Det viser sig at Seetning 6.22 ikke er helt trivielt at vise. Faktisk
skal vi fgrst bruge fglgende Lemma.

Lemma 6.25. Lad P vere et projektivt plan, og lad x € P veere et
vilkarligt punkt. Der findes en linje i P, som ikke gar gennem x.

Bevis. Hvis £ er en linje med x € ¢, sa findes der en forskellig linje
m pr. PP3. Da bade ¢ og m indeholder minimum 3 punkter, findes
der to punkter pa m, som ikke er lig x, og det samme med ¢. Lad
y € m\{l og z € £\ m begge veere forskellige fra z. Der findes sadanne
punkter, da m og ¢ kun skeerer hinanden i ét punkt. S& indeholder yz
ikke z: Hvis « € yz, sa er yz = zx = £, pr PP;. Men det er umuligt,
da y ikke ligger pa ¢, men ligger pa yz, sa vi far en modstrid. Altsa
indeholder yz ikke x. |

Med denne viden kan vi nu bevise Seetning 6.22.

Beuwis for Setning 6.22. Lad P veere et projektivt plan, og lad ¢ veere
en linje i P. For alle punkter p € P skriver vi [p| for meengden af
punkter, linjer, som gar gennem p.

Hvis = er et punkt, som ikke inciderer ¢, findes der en bijektion
a : ¢ — [z], defineret pa fplgende made.

aly) = yr.

« er injektiv, da ¢ og yx skaerer i ét bestemt punkt, som konsekvens
af PP,. Dette punkt er netop y. Altsa, hvis a(y) = «a(z), sa har vi
at yr = zx, s yr og zx skeerer ¢ i samme punkt. Da y og z begge
ligger pa ¢, ma de derfor veere det samme punkt. o er ogsa surjektiv:
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Hvis m € [z], s& skeerer den ¢ pr. PPy; lad os kalde skeeringspunktet
y. Dermed er m = yzr = a(y).

Figur 1.7: llustration af hvad o gor ved et punkt y € [¢].

Da « er en bijektion har vi altsa, at b(x) = v(¥).

Lad ¢ og m veere to forskellige linjer i P. Der findes et punkt
z ¢ ¢ Um (Lemma 4.11). Da z ¢ m U { har vi, pr. den tidligere
argumentation med bijektionen, at v(m) = v(¢) = b(z). Derfor, hvis
man har to forskellige linjer, sa har de det samme antal punkter.
Kald dette antal £ + 1.

Lad nu x veere et vilkarligt punkt i P, og lad ¢ veere en linje, som
ikke gar gennem z (Lemma 6.25). Sa er b(z) = v(¢) = k + 1. Med
det har vi vist, at alle punkter x ligger pa k + 1 linjer, og alle linjer
¢ gar gennem k + 1 punkter.

Det var lidt af en mundfuld, men nu mangler vi sa ogsa kun at
vise, at v = b, og at der er K>+ k+ 1 punkter og linjer i alt. Vi starter
med punkterne.

Lad x veere et punkt i P. Der findes k£ + 1 linjer gennem z, og de
gar alle gennem x. Ethvert par af linjer gennem x skeerer til gengaeld
kun hinanden i z. Det vil sige, at hver linje indeholder % unikke
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punkter, og sa x. Ethvert punkt y # x i P ligger pa preecis én linje,
som gar gennem x (PP;), sa vi har at antallet af punkter ma veere
antallet af alle punkter pa alle linjer gennem x. Det bliver altsa til
b(x)-k+1, da der for hver linje gennem z er k unikke punkter, og vi
har b(x) linjer gennem x — det giver b(z)-q punkter. Derudover har vi
punktet x, sd det i alt bliver til b(x)-k+1 = (k+1)-k+1 = ¢*+q+1
punkter i P.

Ligeledes kan vi tage en vilkarlig linje £. Der er k + 1 punkter pa
¢. Gennem hvert punkt er der k£ + 1 linjer, hvoraf én er ¢. Derfra far
vi pa samme made som fgr, at hvert punkt pa ¢ ligger pa k unikke
linjer, og sé ¢, da enhver linje i P skeerer £ i et og kun et punkt (PF;).
Derfor er der k? + k + 1 linjer, som skeerer ¢ i et punkt, og fordi alle
linjer skaerer £ i et eller andet punkt, m& der i alt veere k%2 + k + 1
linjer i P

Altsd har viat v = b= k> + k + 1. |

I lyset af Seetning 6.22, samt Saetning 6.20 kan vi nu efterhan-
den sige en del om endelige projektive planer, og dette leder os til
hovedresultatet for dette delafsnit om endelige projektive planer.

Satning 6.26 (Hovedseetnignen om endelige projektive planer).
Lad £ veere et endeligt linesert rum. Da har vi at

a) L er et projektivt plan hvis og kun hvis v = b og der findes
mindst to linjer med mindst 3 punkter i L.

b) Hvis £ er et projektivt plan, sa gar der preecis lige mange linjer
gennem hvert punkt i £, og dette antal er preecis lig antallet
af punkter pa hver linje i £, og er derfor stgrre end eller lig 3
(PPs).

c) Hvis £ er et projektivt plan, og k er ordenen af £, sd v; = k+1
for alle i € {1,...,b}, s er der i alt k> + k + 1 linjer i £ og det
samme gaelder antallet af punkter.

Bewis. Seetningen folger direkte af Seetning 6.22 og Korollar 6.21. W
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Med denne hovedsatning har vi en gang for alle vist at vi altsa
ikke 1gj, dengang vi i starten af delafsnittet om endelige projektive
planer haevdede at vi havde fundet en aekvivalent definition af hvad
det vil sige at veere et endeligt projektivt plan, og vi har desuden
faet nogle belejlige teellevaerktgjer med pa vejen.

Det projektive plan af orden 2

Dette delafsnit bliver et case-study af en seerlig slags endelig geo-
metri, nemlig det projektive plan af orden 2. Nar vi lsegger veegt
pa ordet det, er det fordi der faktisk kun findes et enkelt et (op til
isomorfi) — og det er netop det, vi har teenkt os at vise i dette afsnit.

Saetning 6.27 ([1, Seetning 1.8.7]). Ethvert endeligt projektivt plan
P af orden 2 er Fano planet:

c
b I"I e
a f g
Figur 1.8: Det endelige projektive plan af orden 2

Altsa har P syv punkter og syv linjer, og hvis vi giver punkterne
navnene {a,b,c,de,f,g}, sa kan linjerne skrives som {a,b,c}, {a,d,e},

{a7f7g}7 {b7d7g}7 {b7e7f}7 {C7d7f} Og {C7e7g}

Bewvis. Vi betragter en endelig geometri af orden 2, og sa ser vi hvilke
ting, der er ngdt til at geelde om den.

Bemaerk forst, at i kraft af Seetning 6.22, ma P have 7 punkter, da
dens orden er 2, s& vi far at antallet af punkteri P er 22 4+2+1 = 7.
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Der ma veere tre linjer, som gar gennem a, da P har orden 2. Da
vi endnu ikke har lavet nogen antagelser om de andre punkter kan vi
antage, at de tre linjer er {a,b,c}, {a,d,e} og {a,f,g}. Vi far folgende
konstruktion indtil videre

Da P er et projektivt plan, skaerer linjen gennem c og e linjen
{a,f,g}. Bemerk at skeeringspunktet ikke kan veaere a, da vi allerede
har 3 linjer gennem a, men ellers er der indtil videre ikke noget,
som gor at ce skal skeere specifikt f eller specifikt g, sa vi veelger at
antage, at ce skaerer {a,f,g} i punktet g, uden tab af generalitet. Sa
skal cd skeere {a,f,g} i f; ellers ville der veere to linjer gennem ¢ og
f eller ¢ og a.

P& samme made skal bd skeere {c,e,g} 1 g, og be mader {a,f,g} i
f.

Med alt dette in mente far vi linjerne {a,b,c}, {a,d,e}, {a,f,g},

{b7d7g}7 {b7€7f}7 {C7d7f} Og {C7e7g} .
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7 Perspektiver og videre laesning

Der er meget mere at sige (og skrive) om incidensgeometri end vi
nogensinde ville have tid til at formidle pa en sommerlejr, selv hvis
lejren varede en hel maned. I dette kapitel har vi introduceret nogle
af de grundlaeggende begreber og koncepter der skal til for at begynde
at lave incidensgeometri, og derefter har vi benyttet disse koncepter
til at fokusere pa de tilfeelde hvor man har endelige projektive og
affine planer.

Vi har derfor i stor grad haft et fokus pa at “telle ting”; et
kombinatorisk perspektiv. Hvis dette underemne af incidensgeometri
interesserer laeseren, er [2] en skon tekst, som klart kan anbefales —
det kan nok ogsa ses pa hvor stor en vidensmaessig gaeld vi skylder
netop denne bog, nar det kommer til seetningerne i den anden halvdel
af vores kapitel. Man kan laese store dele af den uden at have nogen
anden baggrund inden for universitetsmatematik end den, man far pa
Matematik Camp, og der er masser af gode eksempler og opgaver.
Der er dog dele af bogen, for eksempel [2, Afsnit 3.7, 3.10, 4.6],
hvor man skal bruge en vis baggrund inden for lineser algebra.'?
Seerligt skal man kende aksiomerne for et vektorrum over et arbitraert
legeme, samt nogle grundlaeggende begreber og konstruktioner, som
underrum og span. Denne viden skal man finde andetsteds. Bemaerk
dog, at den ngdvendige viden om ringteori er at finde i kapitel 3.

Der er masser af typer af incidensstrukturer, som vi slet ikke kom
ind pa i dette kapitel; vi har valgt en ret sneever tilgang, og stort
set kun benyttet os af to slags linesere rum. Der findes mange flere
slags geometrier med deres egne spaendende egenskaber og nytte —
og der findes mange andre resultater om dem, end de kombinatoriske
resultater vi har praesenteret.

(Onsker man en mere generel introduktion til incidensgeometri
som bredere emne end det, vi har fremlagt, kan [1] anbefales. Den
giver et godt overblik over de forskellige omrader af incidensgeome-

12De kan dog springes over.
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tri pa kortfattet manér. Den er god til at give et generelt overblik,
og praesenterer en masse imponerende, vigtige (og seje!) saetninger
indenfor incidensgeometri. Eksempelvis viser den, at alle projektive
rum af dimension hgjere end eller lig med 3 alle kan konstrueres ud
fra en helt speciel slags vektorrum, som ggr det muligt at betragte
dem som mere end blot incidensstrukturen. Det gor det ogsa let-
tere at klassificere strukturerne op til isomorfi, og seetningen i sin
helhed kendes som incidensgeometriens fgrste fundamentalsaetning.
Bemeerk at det i denne bog bliver ngdvendigt at have en (i hvert
fald overfladisk) baggrund inden for gruppeteori, ringteori og linesger
algebra, hvis man gnsker at ga i dybden med denne bog, selvom det
er muligt at komme igennem de to forste kapitler uden.

Hvor [1] giver relativt fa eksempler, giver [6] mange gode eksemp-
ler og perspektiver. Det er dog en meget avanceret tekst.

Til sidst vil vi nsevne [7], som er en god ressource, hvis man un-
drer sig over om der findes nogen applikationer af incidensgeometri.

Bemeaerk at mange tekster (blandt andet [6], [2]) bruger nogle lidt
andre aksiomer for projektive og affine planer, end vi ggr — vores er
mere i stil med [1]. Seerligt er PP3 og AP; forskellige fra vores. Vi vil
kalde deres for PP og AP; (I [6] og [2] er PPs “Der findes fire punk-
ter, sa der ikke findes 3 af dem, som ligger pa samme linje”. AP; [6] er
det samme som PP, og i [2] er AP3 “der findes 3 punkter, som ikke
ligger pa linje”). Vi pastar dog, at dette ikke ggr nogen reel forskel i
det projektive tilfeelde; at vores PP; og deres PP er ackvivalente.!3:14
Her er en idé til hvordan man viser, at (PP;,PP,,PP3) = PPj:

Bevisidé. Lad P veere en geometri, som opfylder PP, PP, og PPs.
Sa er der mindst 2 linjer, pr. PP; er der mindst 3 punkter pa hver
linje og pr. PP, skal de i hvert fald mgdes i ét punkt, sa vi har som
minimum fglgende punkter og linjer:

BDen arbejdsomme laeser ved selvfglgelig allerede dette, da vedkommende
klart har lavet alle opgaverne.

4Samtidig medfgrer vores (AP3 deres AP3, og givet at deres affine og pro-
jektive planer er linezere rum, kan man ogsa vise den anden vej.
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Bemeerk at dette kun er et udsnit af et billede af et projektivt
plan. Der skal for eksempel veere linjer gennem alle par af punkter,
og der kan sagtens veere flere punkter — i tilfeeldet af at hver linje
rent faktisk kun har tre punkter i planet, ved vi jo faktisk preecis
hvilket plan denne struktur ville resultere i (Seetning 6.27).

Uanset hvad giver PP; og PP, os i hvert fald nogle punkter og
linjer at arbejde med som minimum. Overvej om du kan finde 4
punkter pa figuren, hvoraf der ikke findes 3, som er pa linje, uanset
hvilket projektivt plan strukturen pa billedet er en del af. [ |

Se ogsa Opgave 8.27. De andre implikationer opfordres laeseren
til selv at vise som en hyggelig aktivitet i det tilfeelde at laeseren far
fingrende i et eksempel af [2] og [6].

Pa samme made er konceptet om en geometri fremfor en prae-
geometri ikke til stede i al litteratur (se igen [2], [6]). Bemeerk dog
at linesere rum er geometrier pa baggrund af deres aksiomer alene —
sa vi behgvede faktisk ikke at kreeve, at de var geometrier i fgrste
omgang. Overvej hvorfor.
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8 Opgaver

Opgave 8.1:
Diskuter fglgende begreber med en makker.

1) Pracgeometri.
2) Incidens.

3) Flag.

4) Geometri.

Opgave 8.2:
Er det muligt at lave en geometri over {punkt,linje} med 4 punkter
og 2 linjer? Hvis ja, tegn én.

Opgave 8.3:
Tegn en praegeometri over typemaengden {punkt,linje} med 6 punk-
ter, 7 linjer og hvor ingen linjer har preecis 4 punkter.

Opgave 8.4:
Lad T" veere en praegeometri over typemaengden I, og lad F' veere et
flag i I'. Vis folgende:

1) Mangderne F' og type(F') har samme kardinalitet, altsa |F| =
type(F)].
2) Hvis F er et maksimalt flag, sa geelder |F| = |I|.

Opgave 8.5:
Bevis fglgende udsagn.

Lad I" veere en geometri med endelig rang n over typemangden
I. Et flag i " er co-maksimalt hvis og kun hvis [type(F)| =n — 1.

Opgave 8.6:
Diskuter fglgende begreber med en makker.

1) Neer-linegert rum.

2) Linesert rum.
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Opgave 8.7:
Lad ¢; og {5 veere linjer i et neer-linegert rum. Vis, at antallet af linjer
der skaerer bade ¢ og ¢5 er mindre eller lig med vy - vs.

Opgave 8.8:
Vis, at to forskellige linjer i et neer-linesert rum hgjst kan skeere i ét
punkt.

Opgave 8.9:

Lad £ veere et linegert rum. Vi betragter linjerne i £ som meaengderne
af de punkter, de inciderer med. Vis, at hvis ¢; og /5 er linjer, sa
l; C ly, sa har vi at 1 = {s.

Opgave 8.10:
Teenk tilbage pa vores definition af lineszere rum. Er det ngdvendigt
at antage, at £ er en geometri?

Opgave 8.11:
Lad £ veere et linesgert rum. Vis, at folgende er underrum af £:

1) Den tomme maengde.

2) Et enkelt punkt.

3) En enkel linje.

4) Maengden af alle punkter i £.

Opgave 8.12:
Er det muligt at konstruere et linesert rum med et uendeligt antal
punkter, men et endeligt antal linjer? Begrund dit svar.

Opgave 8.13:
Vis, at spannet i et linezert rum opfylder folgende egenskaber:

1) X C (X).
2) (X) = {{(X)).
3) X CY = (X) < (V).
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Opgave 8.14:
Diskutér fglgende begreber med en makker:

1) Underrum.
2) Span.
3) Hyperplan.

Opgave 8.15:
Lad £ veere et lineszert rum med 5 punkter. Hvor mange linjer kan
der hgjst veere i £7

Opgave 8.16:

Giv et eksempel pa et neer-linezert rum, som har mindst en linje med
uendeligt mange punkter, og mindst en linje med endeligt mange
punkter.

Opgave 8.17:

1) Find alle neer-linesere rum med 4 punkter.

2) Find alle linesere rum med 4 punkter.

Opgave 8.18:

Lad N veere et neer-linesert rum med v punkter, og hvor hver linje
inciderer med preecis 3 punkter. Hvad er det maksimale antal linjer,
som et givet punkt kan ligge pa?

Opgave 8.19:
Hvis et neer-linesert rum har v punkter, hvad er det hgjest mulige
antal linjer, rummet kan have? Forklar din tankegang.
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ee Opgave 8.20:
Find hyperplanerne i det linesere rum.

a

Med linjerne {a,b,d}, {a,c,g}, {a,e}, {a,f}, {b.c}, {be}, {b,f},
{c.d}, {c.e}, {c.f}, {de.f g}

e Opgave 8.21:
Diskuter fglgende begreber med en makker.

1) Projektivt plan.

2) Dualudsagn.

3) Projektiv lukning.
4) Ekvivalensrelation.
5) Parallelklasse.

e Opgave 8.22:
Diskuter med en makker:

1) Hvordan er projektive planer forskellige fra almene linesere rum?

2) Hvordan er affine planer forskellige fra almene linesere rum?

ee Opgave 8.23:
Ligesom vi definerede dualudsagnet af et udsagn (Definition 4.4),
kan vi ogsa definere dualen af et neer-linesert rum pa folgende made.
Lad £ veere et naer-linesert rum med punkter P og linjer L. Det
duale naer-linesere rum er rummet £, som har linjerne i £ som punk-
ter. Linjerne i £’ er defineret pa folgende made:
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Lad p € P veere et punkt i £. Hvis b(p) > 2, sa er maengden af
alle linjer gennem p en linje i £’. Linjer opnaet pa denne made er de
eneste linjer i £’. Da punkterne i £’ er linjerne i £, er linjerne i £’
altsa meengder af punkter i £’, og vi kan derfor definere incidens pa
den naturlige made.

1) Vis, at dualen af et neer-linesert rum er linesert.
2) Vis, at dualen af et linezert rum ikke ngdvendigvis er linezert.

3) Afgor hvad der skal til for at dualen af et givet linesert rum er
linesert.

ee Opgave 8.24:
Find et naer-linesert rum, som er sin egen dual.

ee Opgave 8.25:
Betragt geometrien A

Med linjerne {a, b, ¢}, {d, e, f}, {9, h, i}, {a, d, g}, {b, e, h}, {c, f, i},
{h7 d’ C}? {a7 67 Z}’ {b7 f? g}? {d7 b7 Z}? {g7 67 C}7 {a/7 h? f}'
1) Er A et affint plan?
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2) Hvilke parallelklasser har A7
3) Konstruer P(A).
4) Hvor mange punkter har P(A)?

Opgave 8.26:

Vis, at enhver linje i et affint plan ma incidere det samme antal
punkter — mere specifikt er der for ethvert par af linjer £ og m en
bijektion mellem deres punkter.

Opgave 8.27:

Vis, at en geometri P over typemeengden {punkt, linje} er et projek-
tivt plan hvis og kun hvis den opfylder PP;, PP, og det modificerede
aksiom PPj:

PP; Der findes fire punkter, hvoraf der ikke er tre, som ligger pa
samme linje.

Opgave 8.28: Mobius-planerne
Et Mébius-plan er en praegeometri p over {punkt, cirkel}, som op-
fylder fglgende aksiomer.

(IPy) Hvis z,y,z er tre punkter i u, sa findes der praecis en cirkel C,
sa alle tre punkter inciderer med C'.

(IP;) Hvis z,y er punkter og C' er en cirkel, som indeholder x men
ikke y, sa findes der preecis én cirkel C”, som indeholder y,
saledes at C' og C” har = og kun z til feelles.

(IP3) Hver cirkel inciderer med mindst 3 punkter. Der findes 4 punk-
ter, som ikke alle ligger pa samme cirkel.

Vi betragter en cirkel som veerende maengden af de punkter, som den
inciderer med.

1) Lad p veere et Mobius-plan, hvor maengden af punkter kaldes P
og meengden af cirkler kaldes C. Lad desuden z € P Definér pregeo-
metrien A over {punkt,linje} siledes:
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o Punkternei A er P\ {z}.

o Linjerne er som fglger: Hvis C' er en cirkel i p som indeholder
z, s er C'\ {z} en linje i A.

2) Vis, at A er et affint plan.
3) Konstruer et Mobius-plan med sa fa punkter som muligt.

4) Konstruer et affint plan ud fra Mébius-planet konstrueret ovenfor.

Opgave 8.29:
Konstruer et projektivt plan med praecis 13 punkter. (Hint: hvor
mange punkter skal vaere pa hver linje?)

Opgave 8.30: Moulton-planet
Vi definerer for alle reele tal m,x folgende operation:

m-x, hvis m < 0 eller x <0,
m@®xr.=
2-m-x, hvism >0ogxz>0.

Lad P = R% Lad A = {{z} x R|z € R} veere de lodrette linjer i
R?, som i Eksempel 3.6. Husk, at hvis f : R — R er en funktion,
s& kaldes meengden Gy = {(x,f(x)) |z € R} C R? grafen for f. Vi
kalder meengden af graferne af alle funktioner f : R — R hvor f(z) =
m®x+bmed m,b € R for §. Lad slutteligt L = GUA, og X = PUL.

Moulton-planet er preegeometrien M = (X type,s*) over I =
{punkt,linje}, hvor typefunktionen er givet ved

punkt, x € P,

type(z) = {

linje, x €L,

og hvor incidens er givet ved at hvis x € P ¢ € L, sa har vi x % ¢ hvis
og kun hvis x € /. To elementer af samme type inciderer hvis og kun
hvis de er det samme element.

1) Er Moulton-planet et affint plan?
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Opgave 8.31:
Diskuter fglgende begreber med en makker.

1) Lineser funktion.
2) Isomorfi.
3) Kollination.

Opgave 8.32:
Betragt Fano planet fra Eksempel 4.3.

Seetning 4.13 giver os en made at lave affine planer ud af Fano
planet, ved at fjerne en linje. Er det ligegyldigt hvilken linje, vi fjer-
ner? Altsa, er de forskellige affine planer, vi opnar ved at fjerne en
enkelt linje isomorfe med hinanden?

Opgave 8.33:
Lad £ og M veere naer-linesere rum, U < £ veere et underrum, og A
veere en linezer funktion fra £ til M. Vis, at A(U) ikke ngdvendigvis
er et underrum i M.

Vis, at hvis £ og M begge er linesere rum, sa skal A(U) veere et
underrum i M.

Opgave 8.34:

Lad V veere et underrum af et linezert rum M og lad £ veere et andet
linegert rum. Lad A veere en injektiv lineser funktion fra £ til M. Vis,
at A71(V) er et underrum af £.

Opgave 8.35:
Lad X veere en injektiv linezer funktion fra det linesere rum £ til det
linegere rum M.

1) Vis, at hvis U er et underrum af £, sd er A\™'(A(U)) = U.
2) Vis, at hvis V er et underrum af M, sd er A\(A"1(V)) C V.
3) Vis, at hvis A ydermere er bijektiv, s& er A(A"}(V)) = V.
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Bemaerk, at de sidste par opgaver har givet os fglgende lemma.

Lemma 8.1 ([2, Lemma 2.6.7]). Lad £,M veere linesere rum, og X
vaere en punktmeengde i £. Lad desuden A veere en injektiv lineger
funktion fra £ til M.

a) For ethvert underrum U < £, som inderholder X, sd er A\(X) C
A(U) < M. Desuden, hvis V' < M, og V indeholder A\(X), sa
er X CAHU) < L.

b) Ydermere, hvis A er bijektiv, sa findes der en bijektion mellem
underrummene af £, som indeholder X og underrummene af
M, som indeholder A(X).

Opgave 8.36:

Brug ovenstaende lemma til at vise, at hvis £,M er linesere rum, og
X er en punktmeengde i £, mens \ er en linezer funktion fra £ til
M, sé er (A(X)) = A(X)).

Opgave 8.37:
Lad P = {p1,p2,p3,p4,05} 08

L = {{p1,p2}, {p1,01}, {p1,05}, {p2:0s5}, {P2:p3:pa}, {P1,p3,05}}

Lad desuden @ = {a,b,c,d} og M = {{a,b},{a,c}{a,d}{b,c,d}}. Lad
L veere det naer-linesere rum med punkter P og linjer L, mens M
er det neer-lineszere rum med punkter @) og linjer M. Her defineres
incidens i begge tilfeelde sa et punkt inciderer med en linje hvis og
kun hvis punktet er et element i linjen. Definer funktionen f : P — @
ved f(p1) = a, f(p2) = b, f(p3) = ¢, f(ps) =4d, f(ps) = a

Og nu til den faktiske opgave: Er f lineser?

Opgave 8.38:
Lad S veere et linezert rum, lad S” veere et neaer-linesert rum, og lad
f:S — 5" veere en lineser funktion. Vis, at S er et linesert rum.
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Opgave 8.39:
Lad £ veere et neer-linesert rum. Antag at hvert punkt inciderer med
r linjer, mens enhver linje inciderer med k punkter. Vis, at

v-r=>b-k.

Opgave 8.40:
Lad £ veere et linesert rum som opfylder (b — v)? < v.

1) Find alle linegere rum af denne slags med v = 6.

Opgave 8.41:
Vis, at Seetning 6.20 ikke ngdvendigvis er sandt, hvis vi i stedet for
at arbejde med et linesert rum, arbejder med et neer-linesert rum.

Opgave 8.42:

Find et eksempel pa neer-linesere rum £ og M og en injektiv lineser
funktion A fra £ til M, hvor der findes et punkt p i £ sadan at
b(p) # b(A(p)). Hvorfor modstrider dette ikke Proposition 6.157

Opgave 8.43:
Vis, at et neer-linesert rum med v > b > 1 ikke ngdvendigvis er et
linesert rum.

Opgave 8.44:
Betragt fglgende incidensmatrix.
b by Uy Ay
ppr /0 1 1 0
D2 0 1 0 1
ps \1 0 0 O

Er dette et linesert rum? Konstruer dualen.
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Opgave 8.45:

Betragt nedenstaende incidensmatricer.
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Hvilke slags strukturer repraesenterer matricerne?

Det kunne for eksempel veere affine/projektive planer, (naer)-

linesere rum, etc.

Opgave 8.46:

Findes der et projektivt plan med 15 punkter?

Opgave 8.47:

Er det muligt at konstruere et affint plan med et uendeligt antal

punkter og et endeligt antal linjer? Begrund dit svar.

Opgave 8.48:

Lad A vere et affint plan, hvor hver linje har n punkter for n € N.

Vis fglgende seetning.
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Saetning 8.2 ([6, Seetning 2.4]). Hvert punkt i A ligger pa preecis
n+1 linjer, som representerer hver sin parallelklasse. Desuden bestar
hver parallelklasse af n linjer, som partitionerer punkterne i A.'
Seerligt har A praecis n? punkter og n? + n linjer.

Beuvisidé. Dette bevis er lidt af en mundfuld, sa vi giver en guide,
punkt-for punkt.

1) Vi starter med at vise at hver parallelklasse bestar af n linjer.
Lad ¢ veere en linje. Da kan vi finde en linje, som ikke er parallel
til ¢ (Hvorfor?). Kald denne linje m. m har n punkter. Hvad kan vi
bruge de punkter til?

2) Nu vi har argumenteret for at der er n linjer i hver parallelklasse,
hvorfor udger 7(¢) en partitionering af punkterne i A?. Hvis vi har
et punkt x i A, kan vi sa finde en linje parallel til £ gennem x7?

3) Vi er nu néet til at vise at der findes n? punkter. Dette er mere
ligetil end det fgrste skridt. Argumentér for, at der skal findes mindst
én linje £ i A. w(¢) partiotionerer A. Hvad kan vi bruge det til?

4) Vi er naet til at vise at der gar n + 1 linjer gennem hvert punkt.
Lad z veere et punkt i A. Vi ved at der er n? — 1 punkter i A, og at
hvert punkt y # = giver os en unik linje zy med n punkter. Vi kan
nu finde b(x).

5) Vi mangler til sidst at vise at A har n? + n linjer. Bemaerk at

ethvert punkt skal have en linje fra hver parallelklasse igennem sig.
|

15 Alts& hvis £ er en linje, s& er alle punkter i A indeholdt i en af linjerne fra
7(¢). Desuden er der selviglgelig intet punkt i A, som ligger pa to linjer i 7(¢)
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9 Projekt: Kollineardistance

Vi har i lgbet af dette kapitel kastet ngrklede og ungdvendige begre-
ber, sasom vinkler, distance, og position ud af vinduet. Som vi har
vist, er det trods alt muligt at lave rigtig meget geometri, selv uden
overhovedet at ggre brug af disse koncepter...

Men hvad nu hvis vi havde lyst til at genindfgre distancebegrebet,
bare for hyggens skyld? Dette projekt kommer til at handle om hvad
man kan ggre for at indfgre et begreb om distance i et vilkarligt
nar-linesert rum, selv hvis den struktur man arbejder med ikke har
noget indbygget distancebegreb.

Forste ting pa dagsordenen er at give en preecis definition af hvad
vi mener med distance.

Definition 9.1 (Metrik). Lad X veere en vilkarlig meengde. En me-
trik pa X er en funktion d : X x X — [0,00), som opfylder fglgende
aksiomer.

M d(z,y) = 0 hvis og kun hvis z =y,
M, d(z,y) = d(y,z) for alle z,y € X
Ms d(z,z) < d(z,y) + d(y,z) for alle x,y,z € X.

Det sidste aksiom kendes som trekantsuligheden. Vi kalder (X,d) for
et metrisk rum.

Bemaerkning 9.2. En metrik er essentielt set en afstandsfunktion.
Den giver en made at male afstanden mellem punkter pa. Derfor er
definitionen af en metrik ogsa langt fra tilfseldig. Hvert af aksiomerne
er med til at sgrge for at en metrik altid vil opfylde de krav, vi intui-
tivt set ville have for en afstandsfunktion. Vi gennemgéar aksiomerne,
og hvad de betyder.

My Intuitivt set vil vi gerne have, at ethvert punkt har afstand 0 til
sig selv. Det giver til gengaeld ingen mening at to punkter, som
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er forskellige skulle have afstand 0. M; sikrer os at metrikken
opfylder disse forventninger.

My M, forteeller os, at der skal veere lige sa langt fra x til y, som
der er fra y til x. Det ville veere sveert at kalde d(x,y) en af-
standsfunktion, hvis afstanden mellem to punkter atheenger af
hvilket punkt man starter med at male ved.

M3 Trekantsuligheden kommer til at virke meget naturlig nar man
overvejer folgende diagram.

Y

Pa—

T

M; forteeller os bare at afstanden fra z til z burde veere kortere
end eller lige sa lang som afstanden fra x til y lagt sammen med
afstanden fra y til z. Det giver god mening, da turen fra x til
y til z er lidt af en omvej.

Eksempel 9.3 (Den Euklidiske metrik d). Lad X = R2 Definér
dy : R? x R? — [0,00) sdledes.

« Hvis (a,b),(c,d) € R?, har vi

da((a,),(c,d)) := \/(a —¢)2 + (b— d)2.

Vi kalder denne metrik den Fuklidiske metrik, og det er nok den
laeseren er vant til at bruge til at male afstande i R2. o

Eksempel 9.4. Lad X = R. Funktionen d, : R x R — [0,00) givet
ved
ds(a,b) = |a — D

er en metrik. o
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Opgave 9.1:
Verificer at dg er en metrik pa R.

Nu ved vi hvad en metrik er, s& nu mangler vi at finde pa en
made at give et vilkarligt neer-linezert rum en metrik pa.

Definition 9.5 (Kollineardistance). Lad £ = (X, type,x) vare et
ner-linesert rum.

Vi definerer en metrik d, pa type~!(punkt) induktivt, i stor grad
pa samme made som Erdds-tallet.

e Hvis z =y, sa er d.(z,y) = 0.
e Hvis z # y, men z og y ligger pa samme linje, er d.(x,y) = 1.

o Hvisd(z,y) # k foralle k € {0,...,n}, hvor n € N, men y ligger
pé linje med et punkt z med d(z,z) = n, sa er d(z,y) =n + 1.

Vi kalder d. for kollinearmetrikken.

Bemaerkning 9.6. d.(z,y) giver i store traek et mal for hvor langt
x er fra at ligge pa linje med y. Bemeaerk at vi stéder pa et problem.
Hvad nu hvis vi har et naer-linezert rum, hvor ikke alle punkter er for-
bundne med hinanden gennem en raekke af linjer? Tag for eksempel
det neer-linezere rum fra Eksempel 2.3.

[ Y&

e
a

Hvad skal d.(a,c) veere? Der er et par mader at tilga problemet pa.
Som med Erdés-tallet kunne man veaelge at sige, at d.(a,c) = 0o, men
sa ville d, ikke veere en metrik med mindre vi udvider vores definition
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(hvorfor?). En anden tilgang er kun at tage hgjde for de forbundne
neer-linesere rum. Det er de neer-linesere rum, hvor d.(x,y) < oo for
alle punkter x,y — altsa alle de neer-linesere rum hvor vi kan finde en
“sti” af linjer, som forbinder z til y, uanset hvilket x og y vi veelger.
Det er den tilgang, vi veelger, sa vi rent faktisk har en vaskesegte
metrik at arbejde med.

Opgave 9.2:
Vis, at kollinearmetrikken, med forbeholdene fra bemeaerkning 9.6 er
en metrik.

Opgave 9.3:
Lad £ veere et linegert rum. Bestem d.(z,y) for alle punkter x og y.

Tillykke! Nu kan vi male afstand mellem punkter i et naer-linezert
rum! Alle vores idealer om en distancelgs verden er blevet revet fra os,
og der er ikke noget vi kan ggre ved det. Vores metrik pa neer-linesere
rum er dog lidt spgjs. Den minder for eksempel ikke rigtig pa nogen
made om dy fra Eksempel 9.3. Med d, kan afstande mellem punkter
veere alle mulige spgjse reelle tal, eksempelvis er dy((0,0),(0,7)) = ,
men d, kan kun antage heltalsvaerdier! Hvis vi betragter R? som et
metrisk rum, bade med hensyn til d. og ds, s& ma vi altsd naesten
kunne se en meningsfuld forskel af en art.!® Vi skal nu forsgge at
prikke lidt til de to metrikker for at se, om vi kan finde sidan en
forskel (ud over de abenlyse).

Definition 9.7 (Folge). En folge (z,)nen af elementer i en maengde
X er en funktion N — X. Altsa er det noget, som for hvert naturligt
tal n giver os et element z, € X. x, er altsd det n’te element af

folgen (x,)nen-
Eksempel 9.8. Den uendelige talfglge

11 1
l——,...= | —
2°3 N/ en

I6For at kunne bruge d. skal vi bruge et neer-linesert rum. Det neer-linezere
rum, vi bruger til at definere d. pa R? er det euklidiske plan E fra Eksempel 3.6.
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er en fplge i R.

(071)7(072)7(073)7 s = ((07n))n€N
er en folge i R?. o

Definition 9.9 (Konvergens). Lad (X,d) veere et metrisk rum. En
folge (z,)nen siges at konvergere til et punkt x € X med hensyn til
d hvis og kun hvis fglgende gaelder.

For alle ¢ > 0 findes der et N € N sa d(z,,z) < ¢ sa
leenge n > N.

Vi skriver lim,, s~ T, = .

Bemeaerkning 9.10. Definitionen ovenfor siger at hvis vi har at
lim, .oz, = x, s& betyder det at uanset hvor lille en fejlmargen
vi far, sa kan vi finde et N € N, som sgrger for at alle vores fglge-
elementer efter punktet xy ligger inden for denne fejlmargen af x.
Bemaerk at hvorvidt en folge konvergerer lige sd meget er et sporgs-
mal om den metrik man bruger, som fglgen man har med at ggre.

Eksempel 9.11. Den konstante fglge (0,0),(0,0),... = ((0,0))nen
konvergerer i R? med hensyn til en hvilken som helst metrik. o

Eksempel 9.12. Fglgen —1,1,—1,... = (—1"),ey konvergerer ikke i
R med hensyn til d, fra Eksempel 9.4: Lad e = §. Hvis dy(z,—1) <,
sa er dg(1, — 1) < ds(1,2) + ds(—1,z) pr. trekantsuligheden, sa altsa
2 < dy(1,2) + dy(—1,2), sédan at d,(1,x) > 2 — dy(—1,2) > 2, da
ds(—1,x) < €. Vice versa geelder hvis ds(z,1) < €. Da bade —1 og 1
optraeder uanset hvor langt ud i fglgen vi gar, kan vi ikke finde et
N € N, sa alle punkter efter x,, er taettere end e pa x, uanset hvilket
punkt z € R er. o

Saetning 9.13. En folge ((2,,yn))nen i R? konvergerer til punktet
(x,y) med hensyn til dy hvis og kun hvis felgen (z,,),en konvergerer
til z € R med hensyn til ds, og (yn)nen konvergerer til y € R med
hensyn til d;.
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Opgave 9.4:
Bevis Seetning 9.13.

Nu skal vi se en af de store forskelle mellem d,. og ds, netop hvilke

folger konvergerer med hensyn til de to forskellige metrikker.
Opgave 9.5:
Vis, at en folge ((2,,9n))nen i R? konvergerer med hensyn til d, hvis
og kun hvis den i sidste ende er konstant, altsa hvis der findes et
N € N sadan at (z,,y,) konstant er lig (a,b) for et eller andet talpar
(a,b) € R? og for alle naturlige tal n > N.

Opgave 9.6:

Vis, at folgen (157,767 )nen konvergerer til (0,0) i R? med hensyn til
ds, men ikke konvergerer med hensyn til d..

(Hint: Vis, at lim, o 1/(10") = 0 i R med hensyn til ds. Se desuden

Figur 1.9).

1-1072 | .
L& e e @
1 2 3 4 ) 6 7

Figur 1.9: Her ses de forste 7 elementer af fplgen (1/(10")),en med
n pa z-aksen og 1/(10™) pa y-aksen.

Vi kan fra ovenstaende opgaver konkludere, at d. er ret streng
med hensyn til konvergens. Hvis en fglge i en intuitiv forstand “lig-
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b}

ner”, at den nsermer sig et punkt (z,y) € R? si er der god sand-
synlighed for at den konvergerer med hensyn til dy. dy fanger altsa
rimelig godt det, vi intuitivt vil teenke pa konvergens som. d,. er me-
get strengere og tillader kun konvergens hvis fglgen i sidste ende bare
bliver pa det samme punkt.

Vi skal nu se en anden made d,. er lidt meerkelig pa.

Definition 9.14. Lad (X,d) veere et metrisk rum. Vi siger at en
delmeengde A C X er begreenset med hensyn til d hvis og kun hvis
der findes et xy € X oget R > 0 sd d(zg,a) < R for alle a € A. Man
kan teenke pa det som at alle punkter i A ligger i en aben kugle af
radius R med centrum i xp, altsd maengden

By(zo,R) = {z € X |d(z,x¢) < R}.

Se Figur 1.10. Vi siger, at (X,d) er begraenset hvis X er begreenset
som delmaengde af sig selv.

s A

Zo

. J

Figur 1.10: A ligger i By(xo,R). Bemeerk at kugler ikke behgver veere
runde.
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Bemezerkning 9.15. Grunden til at vi kalder B,(zo,R) en kugle er,
at hvis man betragter R? med hensyn til ds, s& er kuglen rund! Man
kan desuden udvide ds til R?, hvor den abne kugle rent faktisk er en
kugle i 3D-rum.

Intuitivt set ville det give mening hvis R? er ubegreenset — det er
trods alt et uendeligt plan, s& man skulle tro, at det var uendeligt
stort. Det pastar vi ogsa at det er, nar vi bruger ds. Det kan vi dog
ikke tage for givet, sa det bliver laeserens opgave at verificere dette.
Opgave 9.7:

Vis, at (R?,dy) ikke er begreenset.

Hvis vi bruger d. far vi til gengeeld helt andre resultater...
Opgave 9.8:
Vis, at (R?,d,) er begraenset.

Der er mange andre sammenligninger at drage mellem d. og ds,
som yderligere illustrer hvor fjollet d. kan virke, og leeseren er vel-
kommen til at kontakte rhh eller syhe fysisk eller over mail hvis de
vil hgre mere, men dette er enden pa vores projekt.

Vi har nu set en made at genindfgre afstandsbegrebet pa, givet
et sammenhaengende neer-linesert rum, og i mellemtiden vist at der
faktisk findes andre mader at méale afstand pa i R? end dy, som vi
ellers normalt bruger — og ikke nok med at der findes andre mader at
ggre det pa, sa er der faktisk en meningsfuld forskel pa metrikkerne,
sa man i virkeligheden far to forskellige perspektiver pa eksempelvis
konvergens.



Talteori

1 Introduktion

Generelt er talteori, som navnet indikerer, teorien om tal - i seerlig
grad, de hele tal. Hvilke seje egenskaber har de forskellige tal? Hvad
kan vi sige om disse egenskaber? Og hvor mange tal har de samme
egenskaber? Dette er nogle af de spgrgsmal der ligger til grund for
talteori og har fascineret matematikere i mange tusind ar.

Du kender nok allerede nogle specielle typer af tal; lige tal, prim-
tal eller maske kvadrattal. Der er mange forskellige typer af tal og
de har allesammen en egenskab, der ggr dem interessante.

Denne gren af matematikken har optaget flere af tidens stgrste
matematikere. Du har méaske hgrt om Euklid, Fermat og Euler, og
der er mange flere.

“Matematik er dronningen af videnskab, og talteori er dronningen
af matematik.” — Carl Friedrich Gauss

2 Delelighed

Definition 2.1 (Delelighed). For hele tal d og n, siger vi at d er en
divisor 1 n hvis der findes et heltal & saledes at

n=d-k. (2.1)

Vi skriver d | n nar vi noterer at d deler n.
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Saetning 2.2. Lad a, b og ¢ veere hele tal. Da geelder fglgende regler
for divisorer:

1) Hvisa|bogb|c,savila]ec.
2) Hvis a | b, sa vil a | be.

3) Hvisa | boga | ¢, sa vil a | mb+ ne, for vilkarlige hele tal, m
og n.

Bevis. Vi giver et bevis for regel 1). Resten vises i Opgave 6.4. Nar
a | b kan vi finde d s& b = da. Ligeledes, nar b | ¢ kan vi finde d’ sa
¢ = d'b. Sammen giver det

c=db=dda (2.2)
og ergo er a divisor i c. ]

Definition 2.3 (Primtal). Et helt tal p > 1 kaldes for et primtal
hvis det ikke har andre positive divisorer end 1 og p. Et helt taln > 1
som ikke er et primtal kaldes for et sammensat tal.

Saetning 2.4. Ethvert naturligt tal kan skrives som et produkt af
primtal.

Bevis. Lad n veere et naturligt tal stgrre end 1. Lad p; veere den
mindste divisor stgrre end 1.

Antag for modstrid at p; er et sammensat tal. Da har p; en divisor
d hvor 1 < d < p;. d ma ngdvendigvis ogsa veere divisor i n, hvilket
er i modstrid med at p; var mindste divisor.

v

Derfor ma p veere et primtal og vi kan skrive n = pyq;. Hvis
¢1 = 1 kan vi stoppe. Hvis ikke kan vi bruge samme argument til at
finde primtallet py s& n = p1p2qo. Eftersom ¢y, g, ... er en aftagende
folge af hele tal, vil vi for eller senere ramme 1. S& n er skrevet som
et produkt, udelukkende af primtal. |
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Saetning 2.5 (Euklids Lemma). Hvis p gar op i produktet ab, s
gar p enten op i a eller b.

Denne saetning bevises til sidst i dette afsnit, men for nu antager
vi at det er sandt.

Saetning 2.6 (Aritmetikkens Fundamentalsaetning). Ethvert posi-
tivt heltal n har en entydig primtalsoplgsning (op til raekkefglgen)

n = pipy” - Rk (2.3)

Bewvis. Vi har allerede set bevis for eksistensen af primoplgsning for
n. Vi vil nu vise entydigheden.

Antag for modstrid at der findes tal hvis primoplgsning ikke er
entydig, og lad n veere det mindste af disse tal.

n = DpiPaps - Pr = q1G243 " qs (2.4)

Lacg meerke til at vi ikke kan have et primtal der gar igen i hver
oplgsning, da hvis p; = ¢; kunne vi forkorte n med dette og vi ville
fa et tal mindre en n med ikke-entydig primoplgsning, hvilket er i
modstrid med vores antagelse. Dette sikrer os at ¢; — p; # 0. Antag
uden tab af generalitet at ¢, er storre end p;. Dermed er (¢; — py) et
naturligt tal. Vi betragter nu

m = (q1 — p1)G2qs - - - qs (2.5)

og ser at m har en primoplgsning, hvor alle ¢, til ¢, indgar. p; kan
ikke indga i denne, da det sidste vi mangler i primoplgsningen er
q1 — p1 som p; ikke er divisor i.

Pa den anden side ser vi

m = (q1 — P1)q2q3 " qs
= {19243 -+ qs — P19243 - " * G5
=N —P1g293---4ds
= p1(p2ps - Pr — 42G3 "+ s)

(2.6)
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Hvilket forteeller os at p; | m s& m har en primoplgsning hvor p;
indgar. Primoplgsningen for m er altsa ikke entydig, men da m er
mindre end n er dette i modstrid med at n var mindst.

7

Derfor kan vi konkludere at den type tal ikke eksisterer. ]

Seetning 2.7 (FEuklids Seetning). Der findes uendeligt mange prim-
tal.

Bewvis. Antag for modstrid at der findes endeligt mange primtal pq,
P2, - .., Pk Betragt nu tallet n = pyps - - - pr+ 1. Da n har en primop-
lgsning kan vi specielt finde et primtal p der deler n. Eftersom p er
et primtal ma den indga i vores liste af k£ primtal og derfor ogsa dele
produktet pips - - - pg.

p|nogp|pips- - pr medforer at p | n—pips - - - pi, hvilket giver

7

Et primtal kan ikke veere divisor i 1, sa vi har opnaet modstrid og
der ma derfor findes uendeligt mange primtal. |

Definition 2.8 (Stgrste feelles divisor). For tallene n og m siger vi
at d > 0 er deres storste feelles divisor (greatest common divisor),
hvis

e d|lnogd|m
e hvis vi har d’ sdledes at d' | n og d' | m sa vil d' | d.

Vi skriver
d = ged(n,m) eller blot d = (n,m). (2.7)

Hvis ged(n,m) = 1 siger vi at n og m er indbyrdes primiske.
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Eksempel 2.9. Se som eksempel pa tallene 12 og 16. De tal (storre
end eller lig 0) der opfylder at veere divisor i bade 12 og 16 er netop
1,2 og 4. Viser at ged(12,16) =4 da 1|4 og 2| 4.

Et andet eksempel er tallene 3 og 10. Disse tal har kun 1 som
feelles divisor og derfor er 3 og 10 indbyrdes primiske. o

Satning 2.10 (Regler for storste feelles divisor). Lad n, m og k
veere hele tal.

1) ged(n,m) = ged(m,n)

2) ged(n, ged(m, k)) = ged(ged(n, m), k)
3) ged(kn, km) = |k| ged(n,m)

4) ged(n,m) = ged(m,n — km)

Disse regneregler bevises i Opgave 6.11.

Saetning 2.11 (Division med rest). Lad n veere et helt tal og m et
naturligt tal. Da findes to entydigt bestemte tal ¢ og r (kvotient og
rest) saledes at

n=qm+r, 0<r<m. (2.8)

Bevis. Betragt folgende
< =3m < 2m<—m<0<m<2m<3m < --- (2.9)

Tallet n vil netop befinde sig i ét af intervallerne, dvs. at der findes
et ¢ € Z sa
gm <n < (¢+1)m

hvilket giver 0 < n — gm < m, sa set r = n — gm og vi har dermed
vist eksistensen af ¢ og r.
For at vise entydighed antager vi at vi har bade ¢,¢’,r,r" saledes
at
gn+r=n=q¢m+r' (2.10)
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og 0 < r, v < m. Vi har altsa ¢qm +r = ¢m + ' og dermed
m(q — ¢') = v — r. Bemerk nu at |’ — r| ma veere mindre end m
da 0 < r og r'" < m, hvilket giver os |m(q¢ —¢’')| < m. Derfor ma
g = ¢. Dette ggr nu at ligningen gm +r = ¢'m + r’ er ackvivalent
med r = r’. Vi har dermed vist at ¢ og r entydigt bestemt. ]

Metode 2.12 (Euklids algoritme). Euklids algoritme er en metode
til at finde stgrste feelles divisor for n og m, hvor vi laver division
med rest gentagne gange indtil vores rest er 0.

n=qm-+rnr 0<ri<m
m = qar1 + T2 0<r<nr
1= q3ry+ 13 0<r3<mr

Th—1 = Qr+17k + 0
Og sa er den stgrste feelles divisor for n og m givet ved ry.
Beuvis. Ifplge Seetning 2.10 er ged(n,m) = ged(m,n—qym) og fra for-
ste lighed i algoritmen har vi at n —¢;m = r;. Denne argumentation
gentages og vi opnar at
ged(n,m) = ged(m, ry) = ged(ry, 1) = - -+ = ged(rg, 0) = 7.

Eksempel 2.13. Lad os bruge Euklid’s algoritme til at finde den
storste faelles divisor af 33 og 12.

33=2-1249
12=1-94+3
9=3-3+0

Sa ged(33,12) = 3 da 3 er den sidste rest som ikke er nul. o
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Eksempel 2.14. Lad os nu finde ged(24,42).

42=1-24+18
24=1-1846
18=3-64+0
Sa ged(24,42) = 6. o

Eksempel 2.15. Lad os nu finde ged(175,78).

175 =2-78+19

8=4-19+2
19=9-2+1
Sa ged(175,78) = 1, sa de er altsa indbyrdes primiske. o

Saetning 2.16 (Bezouts identitet). For to hele tal n og m, kan vi
finde to andre hele tal s og t, saledes at

ged(n,m) = sn+tm (2.11)

Bewis. Til dette bevis benytter vi os af Euklids algoritme og laver et
induktionsbevis over resterne r; for i = 0,...,k (hvor ry = m). Vores
induktion kraever to startbetingelser, sa vi kigger pa rq og r; og ser
at vi har linearkombinationerne ro = On + 1m og r; = In — g1m.

I induktionsskridtet antager vi at vi kan skrive ry, = spn + tpm
samt 7x_1 = Sk_1n + tx_1m og vil nu vise at ry;; ogsa kan skrives
som heltallig linearkombination af n og m.

Tk+1 = Tk—1 — Qk+1Tk
= (Sg_1n + tg_1m) — qrr1(sgn + tym) (2.12)
= (Sk—1 = Qer18K)n + (tpo1 — Qeatr)m
Dermed kan alle resterne i Euklids algoritme skrives som linearkom-

binationer af n og m og specielt geelder det derfor ogsa for ged(n,m).
[
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Nu har vi alle veerktgjerne til at vise Seetning 2.5, men beviset
her er faktisk konstruktivt i forhold til at finde s og t sa lad os fgrst
se pa et eksempel.

Eksempel 2.17. Lad os finde s og t for n = 33 og m = 12. Vi har i
Eksempel 2.13 fundet ged(33,12) =3 med r; =9, 1, = 3 og r3 = 0.
Dermed far vi hvis vi indsaetter udtrykkene fra vores udregning i
eksemplet at

3=12-9
=12—-(33-2-12)
=12-33+4+2-12

—3.12+(~1)-33

sa s =—1ogt=3,davinuhar3=3-12+ (—1)-33.
Tilsvarendetfor Eksempel 2.15 har vi at 1 =9+ (—4) - 2. o

Nu er vi klar til beviset for Seetning 2.5.

Bevis for Fuklids Lemma (Setning 2.5). Lad p veere et primtal og
lad p | ab. Hvis p | a er vi feerdige, sa vi antager at p 1 a. Derfor ma
p og a veere indbyrdes primiske. Vi bruger derfor Bezouts identitet
til at sige at der findes et s og et t saledes at

1 = sa + tp. (2.13)
Vi ganger igennem med b og far
b = sab + tpb. (2.14)

Vi ser at p | sab da p | ab per antagelse, samt p | tpb og dermed ma
p | sab+ tpb. Med andre ord har vi altsa vist at p | b. |

3 Kongruenser

Definition 3.1 (Kongruens). Lad n veere et givet heltal. Vi siger at
to tal, a og b er kongruente modulo n, hvis

n|a—b. (2.15)
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Vi skriver a = b (mod n).

Det betyder altsa at a og b har samme rest ved division med n.
AEkvivalent med definitionen kan vi beskrive kongruens mellem a og
b som at vi kan finde et tal k sdledes at a = b + kn.

Eksempel 3.2. Som eksempel er det nemt at se at to lige tal altid
er kongruente modulo 2. Det samme gaelder for to ulige tal. o

Eksempel 3.3. Et andet eksempel pa kongruenser, som er ligetil at
vurdere, er kongruens modulo 10. To positive tal er kongruente mo-
dulo 10 hvis og kun hvis de ender pa samme ciffer. Overvej hvordan
vi kan formulere et kriterium, sa vi ogsa far indraget de negative tal.

o

Definition 3.4 (Restklasser). Vi definerer restklassen for a modulo
n som mangden af alle de tal, der er kongruente med a modulo n.
Vi noterer ofte restklassen for a med

lal, ={a+kn|keZ}, (2.16)
sommetider blot [a| hvis n er klar fra konteksten.

Det er altsa en made at gruppere de tal, der er kongruente modulo
n. Og hvis [a] = [b], s& kan vi finde pa at skrive a = b, selvom det
kun betyder at a = b (mod n). Nar det sa er sagt, opfgrer det sig
peent. Faktisk sd peent, at vores regneoperationer + (addition) og -
(multiplikation) kan overfores direkte til restklasser.

Eksempel 3.5. Vi har for eksempel at [3]5 = {..., — 2,3,8,13,...} og
(7] = {...,—14, — 7,0,7,14,...} sa vi har for eksempel at (3|5 = [13]5
og [—14]7 = [7]7 o

Satning 3.6 (Regler for restklasser). Folgende geelder for restklas-
ser.

1) [a] + [0] = [a + 0]
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2) [a][b] = [ab]

Bewis. Vi vil gerne vise at [a] 4 [b] = [a + b] hvilket er aekvivalent til
at

n | (a+kin) + (b+kan) = (a+b+kn). (2.17)

~
:n(k1 +ko 7’6)

Siden n(ky + ko — k) altid er delelig med n, vil [a] + [b] altid veere lig
med [a + b]. Tilsvarende har vi at [a][b] = [ab] er akvivalent med

n | (a+ kin)(b+ kan) — (ab+ kn), (2.18)

. J/

~-
:n(akg +bk1+k1 kgnfk)

og da vi ender ud med et produkt af n, geelder samme argument som
for. ]

Definition 3.7. Vi definerer Z/nZ til at veere meengden af rest-
klasser modulo n. Ofte vil vi blot notere en restklasse [a] € Z/nZ
med dens repraesentant a. Det vil sige Z/nZ kan repraesenteres som
{0,1,2,...,n—1}.

Saetning 3.8. Hvis a og n er indbyrdes primiske, sa eksisterer der
et tal b saledes at
ab=1 (mod n). (2.19)

Vi kalder b for den inverse til @ modulo n og skriver b = a~!.

Bevis. Lad ged(a,n) = 1. Bezouts identitet forteeller at der eksisterer
tallene s og t saledes at

sa +tn = ged(a,n) = 1.

Ved at omskrive dette til tn = 1 — sa ser vi at n deler 1 — sa, sa pr.
definition er sa =1 (mod n) og s er dermed invers til a. [

Vi bemeerker at den inverse til a er entydig modulo n, da hvis
bade b og ¢ opfylder
ab=1 (mod n)

ac=1 (mod n) (2.20)
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far vi at

b=blac) = (ba)c =c¢ (mod n). (2.21)

Det at vi kan finde en invers til a betyder at vi kan lgse ligninger pa
formen
axr =m (mod n) (2.22)

for x. Vi kan finde a’s invers b og fa
bax = bm (mod n), (2.23)
hvor ba =1 (mod n). S& bm er en lgsning til ligningen.

Eksempel 3.9. Fra Eksempel 2.17 ved vi at hvis vi lader a = 2 og
n =9, som jo er indbyrdes primiske med 1 = 9 4 (—4) - 2 sa har vi
jo at

1=9—-4-2=2-(—4) (mod9).
Dermed har vi en lgsning b = —4. o

Saetning 3.10 (Wilsons Saetning). Lad p > 1 veere et heltal. p er et
primtal hvis og kun hvis

(p—1D!'=-1 (mod p). (2.24)

Bevis. Lad p veere et primtal. (p — 1)! er et produkt af tallene fra
1 til p — 1, som alle er indbyrdes primiske med p. Derfor har alle
disse en invers modulo p pr. Szetning 3.8, og disse inverser har en
repraesentant mellem 1 og p — 1. Vi vil derfor se en masse par ga
ud med hinanden, pa neer de af tallene, der har sig selv som invers.
Ligningen a*> =1 (mod p) kan hgjest have to lgsninger modulo p og
vi ved at 1 og —1 er Igsninger, sa der findes altsa ikke flere. Husk at
—1=p—1 (mod p). Dermed er (p— 1)l =1-2---(p—1)=p—1
(mod p).

Vi skal ogsa bevise pastanden den modsatte retning. Sa start med
et p hvor der geelder at (p — 1)! = —1 (mod p). Antag for modstrid
at p ikke er et primtal. Altsa eksisterer der et d # 1 hvor d | p.
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Fordid | pogp | (p—1)!—(=1) farviat d | (p — 1)! + 1.
Men eftersom at d indgéar i produktet (p — 1)! har vi samtidigt at
d | (p— 1)L Det giver tilsammen at d | 1. Men fordi d > 1, er dette

ikke muligt.

Vi har dermed opnaet modstrid og vi konkluderer derfor at p ma
veere et primtal. |

Definition 3.11 (Eulers ¢-funktion). For et naturligt tal n, giver
Eulers p-funktion antallet af tal, fra 1 til n, som er indbyrdes primiske
med n.

Eksempel 3.12. Lad os se pa tallet 10. Listen af tal op til 10, der
er indbyrdes primiske med 10 er netop 1, 3, 7, 9. Sa p(10) =4. o

Bemazerkning 3.13. Bemaerk at for et primtal p er p(p) =p—1, da
ged(p,a) = 1 for alle a fra 1 til p — 1.

Satning 3.14 (Euler-Fermats Seetning). Hvis ged(a,n) = 1, sa er
a?™ =1 (mod n). (2.25)

Bevis. Lad X = {x1,22,...,24m)} veere meengden af de o(n) tal
mellem 0 og n, hvor ged(z;,n) = 1forallei = 1,...,p(n). For et tal a,
der er indbyrdes primisk med n, vil der ogsa geelde at ged(ax;,n) = 1.
Meaengden aX = {ax1,axs, ... ,ax,m)} bestar altsa af tal der, modulo
n, er ekvivalente med et tal fra X.

Vi ser ogsa, at hvis ax = ay (mod n), kan vi gange med en
invers til a, og f& * = y (mod n). Da ingen af elementerne i X er
ekvivalente modulo n, da de er forskellige tal mellem 0 og n, betyder
det derfor at ingen elementer i a X er ackvivalente modulo n. Vi har
derfor at de to maengder er helt ens modulo n, og vi ser derfor at

Ty To- Tpn) = QT1 - AT2 -+ ATy(n) (Mod n). (2.26)
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Vi ved at vi kan finde inverser til alle elementer i X og kan dermed
na frem til

1=a*" (mod n) (2.27)
som gnsket. |

Hvis vi ser pa tilfeeldet hvor p er et primtal, husker vi at p(n) =
p — 1. Ved at benytte dette i sammenhaeng med Euler-Fermats seet-
ning, far vi Fermats lille saetning.

Korollar 3.15 (Fermats lille seetning). Lad p veere et primtal. Hvis
ged(p,a) = 1 sa geelder

a?'=1 (mod p). (2.28)

Definition 3.16 (Orden). Vi siger at k er ordnen af a modulo n,
hvis k er det mindste naturlige tal der opfylder at

a* =1 (mod n). (2.29)
Hvis et sadant k ikke findes, siger vi at ordnen af @ modulo n er oco.

Eksempel 3.17. Som eksempel har tallet 2 orden 3 modulo 7, da
23 =8 =1 (mod 7) og k = 3 er det mindste naturlige tal, der
opfylder dette. o

Eksempel 3.18. Som et andet eksempel har tallet 2 uendelig orden
modulo 6, da 2% kun vil tage veerdierne 2 og 4 modulo 6, og kan
derfor aldrig blive 1. o

Definition 3.19 (Primitive rgdder). Et tal a kaldes en primitiv rod
modulo n, hvis der for alle x hvor ged(x,n) = 1 findes et k séledes at

z=a" (modn). (2.30)

Nar vi ser pa primitive rgdder modulo et primtal p, betyder det,

at hvis a er en primitiv rod modulo p, kan vi beskrive samtlige rest-

klasser i Z/pZ, pa neaer [0],, med potenser af a. Primitive rgdder er

derfor veeldigt nyttige, fordi vi kan bruge dem som byggeklodser for
Z7/pZ.
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Saetning 3.20. Lad p veere et primtal. Der vil altid kunne findes en
primitiv rod i Z/pZ.

Bewvis. Vi starter med at vise, at hvis p er et primtal og d er divisor
i p— 1, sd vil polynomiet 2% — 1 have precis d rgdder i Z/pZ.

Dad|p—1,vile= (p—1)/d veere et heltal. Vi ved fra Fermats
lille seetning at alle a fra 1 til p—1 er rgdder til 2P~! — 1 modulo p, s&
vi har praecis p — 1 rodder i Z/pZ. Vi omskriver dette polynomium
og far

(2.31)

hvor vi har defineret g(x) som polynomiet i parantesen. g(z) har grad
dle —1) =de —d =p—1—d. Det har derfor maksimalt p — 1 — d
rgdder. Imens har 2% — 1 grad d og derfor maksimalt d rgdder. For
at veere en rod i (xd — 1) g(x) skal man veere en rod i en af de to
faktorer, sa udtrykket har derfor maksimalt p —1—-d+d =p—1
rgdder. Men som vi sa tidligere, har polynomiet i alt praecist p — 1
rodder. S& g(x) har praecist p— 1 —d rgdder, imens 2¢ — 1 har preecist
d rgdder.
Sa langt, sa godt. Nu ser vi pa primfaktoriseringen af p — 1

ni1 n2

p—1=q"qg? - q". (2.32)

Definerer vi fi(z) = 29" —1 ved vi nu at polynomiet har preecis ¢;"
rodder i Z/pZ, og ligeledes at fo(z) = 2%~ 1 har q" ! rgdder i
Z/pZ. Alle rg)dderneni:zfg er samtidigt r@dderl; i 1f1’ idetnen given rod,
s,1 fo opfylder at s%" =1s41=17= (s% )7=g%".

Derfor har vi ¢ — qi"i_1 rodder 1 f1, der ikke er rodder i f,.
Med andre ord; vi har ¢ — ¢/~ tal der har orden ¢. For hvert
i=1,...,r veelger vi et a; med orden ¢, og ser nu pa produktet af

disse.
a=aas---a, (2.33)
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Tallet a vil have orden ¢y ¢35 - - - ¢ =

rod modulo p. |

p—1 og derfor er a en primitiv

4 Kvadratiske Rester

Matematikken i dette afsnit er i hgj grad motiveret af spgrgsmalet
om, under hvilke betingelser ligningen

az® +brx+c=0 (mod n) (2.34)

har lgsninger. Svaret til dette spgrgsmal kan ofte omskrives til pro-
blemet om hvorvidt diskriminanten, d, har en kvadratrod modulo et
primtal p. Vi leegger ud med en definition.

Definition 4.1 (Kvadratisk rest). Lad n € N og a € Z. Tallet a
kaldes for en kvadratisk rest modulo n, hvis der findes et x € Z sa

7> =a (mod n). (2.35)

Eksempel 4.2. Lad os kigge pa n = 7. For at finde de kvadratiske
rester modulo 7, beregner vi blot 22 for alle x.

0°=0, 1°=1, 22=4, 3*=2,
42=2 5=4 6°=1.

Sa de kvadratiske rester modulo 7 er tallene 0, 1, 2 og 4. o

Legendresymbolet

Definition 4.3 (Legendresymbol). Lad p veere et ulige primtal. For
a € 7 defineres legendresymbolet ved

1 hvis a er en kvadratisk rest modulo
a\ poga# 0 (mod p), (2.36)
p) | —1 hvis a ikke er en kvadratisk rest modulo p, )

0  hvisa =0 (mod p).
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Eksempel 4.4. Lad os kigge pa tilfeeldet, p = 7. Fra Eksempel 4.2
kender vi samtlige kvadratiske rester modulo 7, sa vi far fglgende

Be (- @) ()
B - (-

Deruover kan vi ogsa se pa Legendresymboler for andre tal. For ek-
sempel er(2) =0da28 =0 (mod 7) og (£) =1da65=2 (mod 7).

o

veerdier.

Bemeaerkning 4.5. Denne notation for legendresymbol er meget ud-
bredt, men skal ikke forveksles med brgker!

Lemma 4.6. Lad p veere et ulige primtal. Hvis g er en primitiv rod

(g_i) _ (1), (2.37)

p
hvor ¢ kan vaere et hvilket som helst ikke-negativt heltal.

modulo p, da er

Bevis. Fra Saetning 3.19 ved vi at der eksisterer en primitiv rod g
modulo p. Vi ser at de kvadratiske rester er

(9% (9%)%, (g%)%, - (")
De kvadratiske rester er derfor netop de lige potenser af g, men det

er ogsa der hvor hgjresiden er 1. [ |

Saetning 4.7. Lad p veere et ulige primtal. For alle a,b € Z geelder

G-0f e

Bevis. Hvis p | absa vil p | a eller p | b, og begge sider vil da vaere 0.
Hvis p f ab, lad a = ¢* og b = ¢’, hvor g er en primitiv rod modulo
p. Da giver ab = ¢'*7 og af Lemma 4.6 ser vi at

&)= en
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Satning 4.8 (Eulers kriterium). Lad p veere et ulige primtal. For
alle a € Z gaelder

a

(1—)) = a2 (mod p). (2.40)

a

Bewvis. Hvis p | a far vi (5) = 0 samt at a?"1/2 = 0 (mod p), s&
saetningen geelder i dette tilfaelde.

Antag at pta. Da p er et primtal, kan vi finde en primitiv rod ¢
modulo p, og derfor kan vi skrive a = ¢*.

Vi definerer nu b = ¢g®=1/2 og ser at h2 = gP~! = 1 (mod p)
ifolge Fermats lille seetning. Af dette deducerer vi til A~ = 41, men
udelukker hurtigt at h = 1, da ¢ har orden p — 1. Sa vi kan derfor
ikke have at ¢®~1/2 = 1. Ergo er h = —1, hvorefter med hjeelp af
Lemma 4.6 nar frem til

_ i\ (p— — 7 % gi a
a®=1/2 — (g )(p /2 _ (g(p 1)/2) _ (_1) — <_) = (—) (2,41)
p p
som gnsket. L

Korollar 4.9. Lad p veere et ulige primtal. Da er
-1
(—) = (—1)P b2, (2.42)
p
Beuvis. Dette fglger direkte af Seetning 4.8, ved at seettea = —1. N

Satning 4.10 (Gauss’ lemma). Lad p veere et ulige primtal og lad
a € Z veere indbyrdes primisk med p. Betragt tallene

p—1
2

og deres mindste positive rester modulo p. Lad p veere antallet af

a,2a,3a, ..., a

disse rester som er stgrre end %. Da er

(2) " (2.43)

p
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Bewvis. Vi vil gerne bemaerke at hvis ka optreeder, gor —ka det ikke.
Antag for modstrid at der findes et [, hvor 0 < [ < ’%1 sa la = —ka
(mod p). Betragt nu ka+la =0 (mod p). Davilp | k+ldaaogper
indbyrdes primiske, men da 0 < K+ < p—1, kan p ikke dele k41, sa
sadan et [ kan ikke findes, og tallene ma bare veaere en permutation

af tallene 1,2, ... ,5‘%1, hvor nogle har skiftet fortegn.

-1 -1
a(pl)/2<pT)'—a2ap2 a

(2.44)

1 (P50 o)

Fra Eulers kriterium, og hvis vi lader de to (1%1)! ga ud, ser vi altsa
at

(g) = a® D2 = (Z1)* (mod p). (2.45)
|

Korollar 4.11. Lad p veere et ulige primtal. Da er
(]%) = (—=1)@*-D/8, (2.46)

Bewvis. Ved at seette a = 2 1 Gauss’ lemma, far vi tallene
2,4,6,...,p—1.

Vi gnsker at vurdere, hvor mange tal pa listen, der er stgrre end p/2.
Vi ser forst pa tilfeeldet hvor p = 1 (mod 4). De forste (p —
1)/4 elementer, 2,4, ..., (p—1)/2 vil veere mindre end p/2, imens de
resterende (p —1)/4 elementer (p+3)/2,...,p—1 er stgrre end p/2.
Altsa far vi at p = (p — 1)/4 som ifplge Gauss’ lemma giver
(2> = (=1)P=/4, (2.47)
p
Da tallet (p + 1)/2 er ulige nar p =1 (mod 4), kan vi lave fglgende
omskrivning:

(—1)@=V/4 = (1)) P2 pyet-n/s, (2.48)
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Tag nu tilfeeldet hvor p = 3 (mod 4). Da er de forste (p — 3)/4
elementer mindre end p/2, mens de resterende (p + 1)/4 er storre
end p/2. Tilsvarende ser vi at

2\ @A (e @02 21y
(p> (—1) ((-1) ) (—1) . (2.49)

Den Kvadratiske Reciprocitetssaetning

Satning 4.12 (Eisensteins lemma). Lad p og ¢ veere to forskellige
ulige primtal. Lad endvidere «(q,p) veere summen

a(q.p) = L%J 1 {@J + {%J TR rquJ (2.50)

p p

hvor |z| betegner floor funktionen (det stgrste heltal mindre end
eller lig med z). Da gaelder

(g) _ (—1ytan). (2.51)

p

Bevis. Fra ssetningen om heltalsdivision med rest ved vi at
kq
kqg=p|—| +rs, hvor 0 <7, <p (2.52)
p

Fra dette ser vi at

1 2 !
1g+2¢+---+pqg= <p\‘_qJ +pL£J _|_..._|_p\‘]£J>
p D p
+(ri+re+-4ry)
(0%

q(1+2+--+p)=palgp) + (rn+ra+-- +ry)

Lad A veere maengden af rester r; som er mindre eller lig p’ og B veere
maengden af rester som er storre end p'. Seet v = |A| og u = |BJ. Vi
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har da at

(7”1+"'+7°p/):(a1+"'+ay>+(b1+"'+bu)
=(a+-+a)+P—b+---+p—>)
—pup+2(by + - +by)
=1 +2+--4p) —pp+2(by +---+by)

Vi indsaetter dette i ligningen fra fgr

g(1+2+--+p) =palgp)+ (1 +2+---+7)
—pp+2(b1 + -+ by)
(=DA+2+--+p) =palg,p) —pp+2(bi + - +b)

Da bade p og ¢ er ulige primtal ser vi at

alg.p)=p (mod 2)

Fra Gauss Lemma ser vi at

(Q) — (—1)" = (1))

b
hvilket skulle vises. [ |

Saetning 4.13 (Den kvadratiske reciprocitetsseetning). Lad p og ¢
veere to forskellige ulige primtal. Da er

(-

Bevis. Maden vi vil bevise seetningen pa, er ved at teelle heltalspunk-
terne i et rektangel pa to forskellige mader. Lad R veere rektanglet
med hjgrner i punkterne (0, 0), (p/2, 0), (p/2, ¢/2) og (0, q/2), og
betragt heltalspunkterne som ligger inde i R men uden at veere pa
kanten (se Figur 2.1).

Da p og q begge er ulige, vil heltalspunkterne i R vaere punkterne
(z,y), hvor 1 <z < (p—1)/20g 1<y < (¢—1)/2. Det ses heraf
at antallet af heltalspunkter i R ma veere

p—1 g—1

2 2
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y=(q/p)x
(0,4/2) e
X X X X X X /><///l (p/2,q/2)
X X x’//: ° ° ° °
(0,0) (p/2,0)

Figur 2.1: Rektanglet R med diagonal og heltalspunkter.

Lad D vere diagonalen i rektanglet fra (0, 0) til (p/2, ¢/2), denne
linje har forskriften y = (¢/p) x. Da p og q er forskellige primtal, vil
ingen af heltalspunkterne i R ligge pa D. Det skyldes at punkterne
ville skulle opfylde ligningen py = gx som medfeorer at p | x og q | v,
men da 0 < z < p/2 og 0 < y < ¢/2 kan dette ikke lade sig gore.
Heltalspunkterne i R kan altsa adskilles alt efter om de ligger under
eller over diagonalen D.

Lad os starte med at finde antallet af heltalspunkter i R som
ligger under D ved at teelle punkterne sgjle for sgjle. Vi fokuserer
pa spjlen hvor x = k, altsa de heltalspunkter som har formen (k, y).
Punkterne i denne sgjle svarer til heltallene i intervallet 0 < y <
kq/p, og antallet af dem er netop |kq/p|. Ved at summere sgjlerne
hvor k =1,2,...,(p—1)/2, far vi at antallet af heltalspunkter under

D er
) 2] 22 -

Tilsvarende ved at teelle raekkevis har vi at antallet af heltalspunkter

i R over D er a(p, q). Det samlede antal heltalspunkter i R er altsa

p—1 g—1
alg, p) +alp, q) = = L=
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Fra Eisensteins lemma (Seetning 4.12) folger det at

(-

(_1)a(p, q)+a(q,p)

p—1qg—1

(-7 2.

Dette fuldender beviset for kvadratisk reciprocitet. |

Opsummering af regler

Til sidst opsummerer vi de mest fundamentale regneregler, der geel-
der for legendresymbolerne. Lad p og ¢ veere to forskellige, ulige
primtal. Da geelder folgende.

0 (5)-G)0)
(i) <%> - (g)(_1><p1>(q1)/4

(i) <__1) _ (—1)2

p

2 2
iv) [2) = (=1)@*-D/8
(iv) (p) (1)
Disse regneregler er yderst brugbare, sa lad os betragte nogle ek-

sempler, hvor vi benytter dem i praksis.

Eksempel 4.14. Som forste eksempel, vil vi se pa om 2 er en kva-
dratisk rest modulo 3. Der er mange veje, der fgrer til Rom, og vi vil
vise tre af disse veje.

e Da 3 er et lille tal, kan vi bare udregne alle kvadratiske rester;

0°=0, 1°=1, 2°=1,

og se at 2 ikke er pa listen sa (2) =—1.
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Vi kan bruge regneregel (iii), da 2 = —1 (mod 3).

(%) = (—1)B V2= 1,

o Slutteligt, kan vi selvfplgelig benytte regneregel (iv).

@) = (=1)F-V8 = 1.

Heldigvis er alle metoderne enige om at 2 ikke er en kvadratisk rest
modulo 3. o

Eksempel 4.15. Lad os se om 6 er en kvadratisk rest modulo 13.
6\ () (2 3
13)  \13) \13
W (23 (13} _pye-nas-nns
13 3

(i22) (_1)(13271)/8 ) (E) (_1)(371)(1371)/4
3

=1 ()0

-(3)--)-

P& sidste linje bruger vi at 13 = 1 (mod 3) samt at 1 altid er en
kvadratisk rest. Vi far sammenlagt at 6 ikke er en kvadratisk rest
modulo 13. o

5 Summer af Kvadrater

Summer af to kvadrater
Definition 5.1. For et givet positivt heltal k, lad
Sp={n|n=22+ - +ai, ;€% i=1,...k} (2.53)

betegne maengden af summer af k kvadrater.
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Eksempel 5.2. S} ={0,1,4,9,16,25,...} er meengden af alle kva-
drater. Altsa 02,12,22, 32 osv. o

Eksempel 5.3. Sy er maengden der bestar af summer af to kva-
drater. Altsa tal, der kan skrives pa formen 2 + y2. Tallene 2,5 og
8 ligger fx i Sy, mens 3,6 og 7 ikke kan skrives som summer af to
kvadrater. o

Bemaerkning 5.4. Bemaerk at S er en delmaengde af Si.q, da vi
altid kan leegge kvadratet 0 til vores element. Altsa Sy C Sk.1.

Lemma 5.5. Mangden S5 er lukket under multiplikation. Med luk-
ket mener vi, at hvis z,y € S5, sa er xy € 5.

Bewis. Dette folger af identiteten
(a2 + b2) (a3 + b3) =a3b; + bas + (2a1azbiby — 2a;a2b1by)
+ ajas + bib; (2.54)
=(a1bs + brag)® + (araz — biby)*.
[

Lemma 5.6. Hvis p > 2 er et primtal, hvor p =1 (mod 4), sa findes
x saledes at
2 +1=mp, (2.55)

hvor 0 < m < p.
Bevis. Fra Korollar 4.9 ses det at —1 er en kvadratisk rest modulo p

nar p =1 (mod 4). Der findes altsd et z sdledes at > = —1 (mod p).
Hvis vi veelger repraesentanten for x, der ligger mellem 0 og p — 1 har

vi

mp=2>+1<(p—1>+1<p (2.56)
hvor den sidste ulighed fglger af at (p — 1) +1 = p?> — 2(p — 1) som
er mindre en p?, nar vi som her har at p > 1. |

Saetning 5.7. Ethvert primtal p = 1 (mod 4) kan skrives som en
sum af to kvadrater.
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Bevis. Lad A, = {n € N | np € S;}. Fra foregdende seetning ser
vi at denne meengde ikke er tom, da der findes 0 < n < p hvor
np = x? +12. Eftersom meengden ikke er tom og begraenset nedadtil,
ma den have et mindste element, som vi kan kalde m. Hvis m er 1
er 1-p € Sy sa er vi feerdige, sa antag for modstrid at m > 1. Vi
skriver

mp = a? + b, (2.57)

Lad nu as = a; (mod m) og by = b; (mod m) sammen med ulighe-
den |as|, |bo] < m/2. Af dette far vi

as+bs=al +b3=mp=0 (modm). (2.58)

Altsd findes der et tal s sd a3 + b3 = sm. Bemark at venstresiden
ikke er negativ, sa s > 0.
Eftersom |as|, |b2] < m/2, har vi

sm = a3 + by < 2(m/2)* =m?/2. (2.59)

Ergo er s < m/2 og seerligt s < m.

Antag for modstrid at s = 0. Dette giver os a3 +b3 = 0 og dermed
as = by = 0. Heraf fas a1 = b; = 0 (mod m), altsa er m divisor i
bade a; og by. S& m? vil dele a? + b? = mp, hvilket betyder at m m4

7

Dette er i modstrid med at p er et primtal og derfor kun har trivielle

dele p.

divisorer, imens m hverken er 1 eller p. Derfor ma s veaere positiv. Vi
har nu 0 < s < m.
Vi betragter nu produktet

(a2 +b3)(a5 + b3) = mp - sm = m*sp (2.60)
og benytter identiteten fra Ligning (2.54) til at fa

(ayas + biby)? + (a1by — bias)® = (a] + b7)(a3 + b3) = m*sp. (2.61)
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Vi leegger meerke til at
aray +biby=ai +b2 =0 (mod m) (2.62)

samt
arby — biag = a1y — bja; =0 (mod m), (2.63)

sa disse er delelige med m. Dette giver os

byby 2 by — byag \ >
(a1a2+ 1 2) . (a1 2 1G2> — o, (2.64)

m m

som betyder at sp € S5 imens 0 < s < m.

v

Igen er dette i modstrid med antagelsen om, at m var det mindste
tal med denne egenskab. Ergo ma m =1 og p € S,. ]

Saetning 5.8. Hvis n € S, og primtallet ¢ = 3 (mod 4) deler n, da
vil ¢ have lige eksponent i n’s primoplgsning.

Bevis. Lad ¢ = 3 (mod 4) veere et primtal der deler n € S,. Hvis
n = a? + b2, betyder det at a®> + b* =0 (mod q).

Antag for modstrid at ¢ ikke deler a. Da kan vi finde en invers
til @ og far derfor

a(a)?+b*(aM)?*=0 (mod q). (2.65)

Dermed er
1+ (bat)?=0 (mod q). (2.66)

7

Men dette er i modstrid med at —1 ikke er en kvadratisk rest modulo
¢, nar ¢ = 3 (mod 4), per Korollar 4.9.

Dermed vil ¢ dele a. Vi kan bruge samme argument til at na frem
til, at ¢ ma dele b. Ergo er ¢? divisor i a® 4 b* = n.
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Resten folger nu af at vi kan faktorisere a = cq og b = dq, og
dermed a? + b* = ¢*(c* + d*). Hvis ¢ deler ¢ 4+ d* bruges samme
argument. Dette fortsaetter indtil alle potenser af ¢ er faktoriseret

ud. [ |

Saetning 5.9. Et positivt heltal n kan skrives som sum af to kva-
drater hvis og kun hvis

n = eril . pquffl Ce ql2fl’ (267)

hvor p; = 1 (mod 4) og ¢; = 3 (mod 4).

Bevis. Fgrst viser vi, at hvis n har den givne form, kan den skrives
som sum af to kvadrater. Dette fglger af at 2 = 12 + 12 € S, og
@ =02+ ¢? € Sy samt at p; € Sy per Seetning 5.7. Og ikke mindst,
at Sy er lukket under multiplikation.

Vi mangler nu blot at vise den anden del af ssetningen; at hvis
n € S, ma n ngdvendigvis have den givne form. Dette gor vi ved
kontraposition. Altsa vi vil vise at hvis et tal ikke kan skrives pa den
givne form, vil det ikke veere et element i Ss.

Hvis n ikke kan skrives pa denne form, betyder det at vi har
et ¢; der deler n preecist et ulige antal gange, og sa folger resten af
Seetning 5.8. |

Summer af fire kvadrater

Vi fortsaetter vores gennemgang af summer af kvadrater ved at se
pa summer af fire kvadrater. I dette afsnit kommer vi til at vise
firkvadratssaetningen, som siger at alle positive heltal kan skrives
som sum af fire kvadrater. Seetningen blev formuleret af Bachet i
1621 men blev fgrst bevist i 1770 af Lagrange.

Vores strategi for at bevise seetningen fglger meget vores tilgang
til summer af to kvadrater. Vi starter med at vise nogle lemmaer.

Lemma 5.10. Ma&ngden Sy er lukket under multiplikation.
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Beuis. Dette folger af identiteten

(a? + 02 + 2 +d¥) (a2 + b2 + 2+ d?)
= (a1ag + biby + cicy + didy)? + (arhy — biag — c1dy + dycy)?
+ (arcy + bidy — crag — diby)? + (ardy — bycy + c1by — dyag)?.
(2.68)

Lemma 5.11. Hvis p er et primtal, sa findes x og y saledes at
22+ 2+ 1 =mp, (2.69)
hvor 0 < m < p.

Bevis. Eftersom a? = b* (mod p) medfgrer at a = +b (mod p), da
gaelder det at tallene z? for 0 < z < (p — 1)/2 alle er forskellige
modulo p. Det samme er tallene —(1 + y?) for 0 < y < (p — 1)/2.
Men da vi nu sammenlagt har
p—1 p—1
LR S Y S
5 + 1+ 5 + p+
tal 22 og —(1+y?), men kun p restklasser modulo p, da m4 der findes
en lgsning til
2= —(14+%?*) (mod p), (2.70)

hvor 0 <z < (p—1)/20g 0 <y < (p—1)/2. Dette giver os en lgsning
til 224+y*+1 = 0 (mod p), som svarer til at 22+y*+1 = mp. Bemeerk
at m > 0, da det er en sum af kvadrater, og der galder desuden at

1
m < —(}lp2—|—}lp2+1) < p.

=

Seetning 5.12. Alle positive heltal kan skrives som en sum af fire
kvadrater.
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Bewis. Vi starter med at bemeaerke at 1,2 € S, eftersom
1=1240240>4+0%> og 2=12+1240%+0°

Det vil altsa veere tilstraekkeligt for os at vise, at alle ulige primtal
p ligger i Sy, da det fglger af Aritmetikkens fundementalsasetning og
Lemma 5, at alle positive heltal sa ma veere der. Lad nu m veere det
mindste tal sa at der findes en lgsning til ligningen

mp = a: + b +c +di, (2.71)

Fra Lemma 5.11 ved vi at et sadant m ma eksistere, da der findes x
og y s& mp = 2% +y> + 12 + 0%, Hvis m = 1 er vi faerdige, si antag
for modstrid at m > 1.

Vi betragter forst tilfeeldet hvor m er lige. Men da ma 0, 2 eller
4 af kvadraterne ogsa vaere lige. Ved at bytte rundt pa raekkefglgen,
kan vi fa a; = b; (mod 2) og ¢; = d; (mod 2), hvilket medfgrer at

. CL1+bl 2 al—bl 2 Cl+d1 2 Cl—dl 2
= (t57) (7)< (57) +(%57)
(2.72)

Dette er i modstrid med vores antagelse om, at m er det mindste tal

N |—

som opfylder mp € S;. Ovenstaende ligning siger nemlig, at %mp €

S4
Sa m ma veere ulige.

Hvis m er ulige og m # 1, da kan aq, by, ¢;, d; ikke alle veere
delelige med m. Det ville betyde at m? | mp, og dermed at m | p.
Vi kan veelge ag, sidan s as = a; (mod m) og |as| < m/2. Pa
tilsvarende vis veelges bs, co 0g dy. Vi ser nu at

0<a3+bi+ci+ds<4(m/2)?=m? (2.73)

0g
a3+ bs+c3+d3=0 (modm). (2.74)
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Det folger heraf at
a3 + b3 + c5 + dy = ms, (2.75)
hvor 0 < s < m. Fra Lemma 5 ser vi at
(mp)(ms) = m?ps = 2° + 3> + 2> + w?, (2.76)
hvor
T = ayag+bibytcicatdidy = aj+bi+ci+d; =0 (mod m). (2.77)

Tilsvarende kan det vises at y, z og w ogsa er delelige med m. Det
giver os fplgende:

GGG em
hvilket er i modstrid med at m skulle vaere det mindste.

7

Det folger hermed at m = 1, hvilket feerdigger beviset.
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6 Opgaver

Delelighed

Opgave 6.1:

Hvilke af fglgende tal deler hinanden?
4 9 27 31
63 12 36 20

Opgave 6.2:
Find samtlige divisorer for tallene 13, 64, 360.

Opgave 6.3:
Lad d og n veere hele tal. Hvilke af fglgende udsagn er sande og hvilke
er falske?

a)l|n d)d|n=nld
b)0|n e)d|n=d<n
c)d|0 fa|b=a|-b

Opgave 6.4:
Bevis Seetning 2.2, regel 2) og 3).

Opgave 6.5:
Hvilke af folgende tal er primtal og hvilke er sammensatte tal?

17 14 27 31 3
9 123 7 60 98765

Opgave 6.6:
Bestem primtalsoplgsningen for hver af de fglgende tal.
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a) 33 d) 350
b) 63 e) 550
c) 84 f) 2565

Opgave 6.7:
Brug Euklids algoritme til at bestemme folgende veerdier.

a) ged(550,84)
b) ged(550,350)
c) ged(350,84)

Sammenlign resultaterne med de relevante primtalsoplgsninger fra
forrige opgave.

Opgave 6.8:
Brug Euklids algoritme til at bestemme stgrste feclles divisor for

fglgende talpar.
a) 195, 154
b) 1771, 952

C

)
)
) 1482, 935
)

d) 1970, 1066

Er nogle af disse talpar indbyrdes primiske?

Opgave 6.9:
Vis, at for tallene p og a, hvor p er et primtal, geelder at ged(p,a) = 1,
hvis og kun hvis p ikke deler a.

Opgave 6.10:
Ifplge Bezouts identitet kan vi finde to hele tal, s og ¢ saledes at

ged(15,19) = 15s + 19¢.
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Find et talpar (s,t) der opfylder ligningen.

eee Opgave 6.11:
Bevis regnereglerne fra Seetning 2.10 om den stgrste feelles divisor.

eee Opgave 6.12:
Hvad er den stgrste potens af 5 som deler 1000! og den stgrste potens
af 2 som deler 1000!

Kongruenser

e Opgave 6.13:
Gruppér tal der er kongruente modulo 3.

17 14 27 31 41
9 300 7 64 0

eee Opgave 6.14:
Lad n € N. Bevis, at de fglgende udsagn er sande for alle a, b, ¢ € Z:

a) a =a (mod n)
b) a=0b (modn) = b=a (modn)
¢c) a=bogb=c (modn) = a=c (modn)
e Opgave 6.15:
Udregn fglgende udtryk:

a) [23]; + [101]s ¢) [31]s - [33]s
b) [58]60 - [5960 d) [3578]11 - ([36]11 + [8]11)
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Opgave 6.16:
Bevis folgende udsagn eller find et modeksempel.

] = o)

Opgave 6.17:
Forestil dig et ur med den lille viser pa 12. Brug din viden om rest-
klasser til at bestemme hvor viseren star nar der er gaet

a) 100 timer.
b) 25-100 timer.
c) 25 timer.

Hint: Vi kan se pa viserens position, som en restklasse modulo 12.
For eksempel er [10];2 = [22];2 ligesom at viseren stér samme sted
pa uret klokken 10.00 og klokken 22.00.

Opgave 6.18:
Hvad er de to sidste cifre i tallet 11111 - 102037

Opgave 6.19:
Vis, at 6 gar op i n(n + 1)(2n + 1) for alle heltal n.

Hint: Det er nok at tjekke om 2 og 3 gar op i udtrykket pa grund
af 6’s primtalsoplgsning.

Opgave 6.20:

Bevis, nar vi regner modulo 3, at ethvert heltal kongruent med sin
tveersum.

Geelder det ogsa nar vi regner modulo 97 Hvad med modulo 107

Opgave 6.21:
Find inverser til folgende;
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a) 2 (mod 7) c) —1 (mod 987)
b) 5 (mod 13) d) 7 (mod 24)

e Opgave 6.22:
Beregn fglgende veerdier:

a) ¢(15) d) ¢(7)
b) v(4) e) (21)
c) ¢(18) f) ¢(25)

eee Opgave 6.23:
For n > 1 vis at summen af tallene mindre end n og indbyrdisk
primiske med n er n - ¢(n)/2.

e Opgave 6.24:
Find ordenen af 2, 3 og 5 modulo 19.

Kvadratiske rester

e Opgave 6.25:
Find alle de kvadratiske rester for primtallene 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19.

e Opgave 6.26:
Udregn fglgende Legendre symboler:

a) (2) d) (i7) 8 (i)
b) (i7) ) (57) h) (feicsmo)
<) (53) £) 1) i) (o)

e Opgave 6.27:
Find alle lgsninger i Z/7Z til ligningerne:

a) 22 =3z +4=0 (mod 7)
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b) 22 +4x —5=0 (mod 7)
c) 2 —2r—1=0 (mod 7)
ee Opgave 6.28:

Find antallet af lgsninger til ligningerne
a) 22+ 1 =0 (mod 83)
b) 22+ x+1=0 (mod 83)
c) 22+ 21z —11 =0 (mod 83)
d) 224+ 2+ 21 =0 (mod 83)

Hint: Kig pa diskriminanten.

ee Opgave 6.29:
Vi kalder r for kvadratroden af a modulo p, hvis r*> = a (mod p).
Lad p =3 (mod 4) og lad a veere en kvadratisk rest modulo p. Vis,
at a”i er en kvadratrod af a modulo .

ee Opgave 6.30:

Vis at antallet af lgsninger til 22 = a (mod p) er givet ved (%) + 1.
ee Opgave 6.31:
Vis, at fglgende holder

(2) B 1 hvisp=1leller 7 (mod 8),
p) | -1 hvisp=3eller5 (mod 8).

eeee (Opgave 6.32:
Lav formler som i forrige opgave for (%) og (2)

ee Opgave 6.33:
Bevis, at
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Opgave 6.34:
Vis at en kvadratisk rest aldrig kan vaere en primitiv rod modulo p.
Hint: Kig pa diskriminanten.

Opgave 6.35:
Vis at der findes a og k s& a®> = —1 + kp, hvis og kun hvis p = 1
(mod 4).

Opgave 6.36:
Lad p veere et primtal. Vis for alle a,b € Z at mindst en af a, b eller
a - b vil veere kvadratisk rest modulo p.

Opgave 6.37:
I denne opgave betragter vi polynomiet f(x) = (22 —7)(z*—13)(2? —
01)

a) Argumenter for at polynomiet har redder modulo p for vilkar-
lige primtal.

b) Argumenter for at polynomiet ikke har nogle rodder i heltalle-
ne.

Summer af kvadrater

Opgave 6.38:
Skriv fglgende tal som summer af to kvadrater eller vis at dette er
umuligt:
130, 260, 847,980 og 1073
Opgave 6.39:

Find alle talpar (x,y) € Z? som opfylder

2% + y* = 50.
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Opgave 6.40:
Vi ser at 13 = 22 + 32 og 29 = 22 + 52
Hvordan kan vi skrive 377 = 13 - 29 som sum af to kvadrater?

Opgave 6.41:
P& hvor mange mader kan man skrive tallene 11 og 14 som sum af
tre kvadrater?

Opgave 6.42:
Find et modeksempel som viser at S3 ikke er lukket under multipli-
kation.

Opgave 6.43:
I denne opgave kigger vi pa maengden Ss.

a) Vis at hvisn € Sz sdé er n # 7 (mod 8).

n

b) Vis at hvis n € S3 0og 4 | n, si er § et element i Sj.

c) Udled at hvis n =4™(8k + 7) sda er n & Ss.

Fun fact: del ¢) geelder faktisk som hvis og kun hvis, altsa n er kun
i S3 netop nar n ikke er pa formen n = 4™(8k + 7).

Opgave 6.44:
Skriv fglgende tal som sum af fire kvadrater:

247, 308 og 465.

Hint: Brug at S; er multiplikativt lukket, og kig i beviset for at
dette geelder.

Opgave 6.45:
Pa hvor mange mader kan man skrive tallet 28 som en sum af fire
kvadrater?
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ee Opgave 6.46:
Vis at hvis 8 | (a? + a3 + a3 + a?) sd ma tallene ay, as, az og ay alle
veere lige.
Hint: Betragt de kvadratiske rester modulo 8.

eee Opgave 6.47:
Vi ser at 2-877 = 1754 = 27?2+ 7?+202 4242, Find en repraesentation
for 877 som sum af fire kvadrater.
Hint: Kig i beviset for summer af fire kvadrater.
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7 Projekt: Perfekte Tal

I dette projekt betragter vi perfekte tal og viser en sammenhaeng
mellem lige perfekte tal og nogle specielle primtal kaldet Mersenne
primtal.

Vi starter med at definere de begreber som projektet omhandler.

Definition 7.1 (Perfekt tal). Et naturligt tal n kaldes for et perfekt
tal, hvis tallet er lig summen af tallets divisorer foruden tallet selv.

Eksempel 7.2. Tallet 496 er et perfekt tal, eftersom

496 =1+2+4+84 16+ 31 + 62 + 124 4 248.

Opgave 7.1:
Find mindst et eksempel pa et perfekt tal.
Hint: Der eksisterer 2 perfekte tal der er mindre end 100.

Definition 7.3 (Mersenne primtal). Et primtal p som kan skrives
pa formen 2™ — 1 kaldes for et Mersenne primtal.

Eksempel 7.4. Tallene 3, 7 og 31 er alle Mersenne primtal, da de
er primtal og kan skrives som henholdvis 22 — 1, 23 — 1 0g 2° — 1. o

Mersenne primtal er opkaldt efter franskmanden Marin Mersen-
ne, som betragtede dem i det 17. arhundrede. Det er stadig et ulgst
matematisk spgrgsmal, om der findes endelig eller uendelig mange
Mersenne primtal. Der er dog en formodning om, at der eksisterer
uendelig mange af dem. Men indtil nu kender man kun ca. 50.
Opgave 7.2:

Vis at hvis 2" — 1 er et primtal, da skal n ogsa veere et primtal.

Hint: Benyt at * — 1= (a — 1)(a* ' +a* 2+ - +a+1).
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Definition 7.5 (Divisorfunktionen). Divisorfunktionen o(n) er de-
fineret som summen af alle de positive divisorer for n, altsa

on)=dy +dy+--+dp, (2.79)
hvor d; | n. Bemaerk at bade 1 og n ma optraede blandt d;-erne.

Eksempel 7.6. Lad n = 12. Sa har vi
oc(12)=1+4+2+43+4+6+12=28. (2.80)

@)

Vi har nu brug for at vise en vigtig egenskab ved divisorfunktio-
nen, nemlig at det er en multiplikativ funktion.

Definition 7.7 (Multiplikativ funktion). Vi kalder en funktion for
multiplikativ, hvis den opfylder

f(ab) = f(a)f(b) nar ged(a,b) = 1. (2.81)

Eftersom o er multiplikativ, sa givet primtalsfaktoriseringen af
n, vil vi nemt kunne udregne o(n), hvis blot vi kan finde udtryk for
o i alle primtalspotenser.
Opgave 7.3:
Lad p veere et primtal. Find et udtryk for

Benyt derefter dine formler pa nogle sma p og k, og bekraeft at de
giver de rigtige resultater.

Hint: Hvis dit udtryk bliver meget langt, sa prgv at gange igen-
nem med p — 1.

Det vil veere rart, hvis vi kan finde en betingelse for perfekte tal,
som er lettere at arbejde med end definitionen af dem.
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Opgave 7.4:
Vis at et tal n er perfekt hvis og kun hvis at

o(n) = 2n. (2.82)

Hvis vi betragter 496 og de andre perfekte tal der blev fundet i
Opgave 7.1, kan vi se at de alle kan skrives pa formen

n =212k —1). (2.83)

Lad os undersgge om der eksisterer flere perfekte tal pa denne form.
Opgave 7.5:
Lav en formodning om for hvilke k det geelder at 2871(2% — 1) er et
perfekt tal.

Hint: Prgv at indsaette i formlen fra Opgave 7.4.

Vi vil nu arbejde os igennem beviset for setningen at det ogsa
gaelder den modsatte vej.

Seetning 7.8. Et tal n er et lige, perfekt tal, hvis og kun hvis det
er pa formen 2P~1(27 — 1), hvor (27 — 1) er et Mersenne primtal.

Bevis. Da n er et lige tal, kan vi dele n op som

n =2 u, (2.84)
hvor k£ > 1 og u er ulige.
Opgave 7.6:
Start med at vise at
(28 — 1) o (u) = 25, (2.85)

Opgave 7.7:
Argumenter for at u ma kunne skrives som

u= (28 —1)q, (2.86)



7. PROJEKT: PERFEKTE TAL 157

hvor q er et heltal.

Opgave 7.8:

Vis nu at
o(u) = 2" g (2.87)

Opgave 7.9:
Vis derefter at u + ¢ = o(u) og benyt dette til at vise at ¢ = 1.
Hint: Laeg maerke til at ¢ | u.

Opgave 7.10:
Feerdigggr beviset.

Det vides ikke om der eksisterer ulige perfekte tal. Man har dog

0200

vist, at hvis de findes, skal de veere storre end 1 og have mere

end 8 forskellige primfaktorer.






Ringteori

1 Introduktion

Grundlaeggende egenskaber for ringe

I dette forlgb skal vi studere ringe. Ringteori er en del af algebra,
som i meget korte treek gar ud pa at studere meengder med struktur.
Strukturen bestar i nogle sakaldte kompositionsregler, der i daglig
tale kan kaldes regneregler. Vi leegger ud med at definere en ring
helt formelt. Definitionen er lang og maske skreemmende, men man
har heldigvis ikke brug for at huske den udenad. Det er som regel
tilstreekkeligt at taenke pa en ring som en maengde, hvor vi ma laegge
ting til hinanden og gange dem sammen, og de to regneregler spiller
godt sammen, som vi kender det fra tal. For at kunne definere en
ring, skal vi definere en kompositionsregel.

Definition 1.1. Lad A veere en meengde. En kompositionsregel x er
en afbildning % : A x A — A. I stedet for x(ay, as) skriver vi a; * as.

Vi er allerede bekendte med kompositionsregler fra dagligdagen.
En vigtig ting at bemaerke er, at kompositionsreglen pa to elementer
igen skal veere et element i meengden. Sagt lidt lgst: Kompositions-
reglen ma ikke “tage os ud af meengden”.

Eksempel 1.2. Betragt de reelle tal R. + (addition), - (multipli-
kation) og — (subtraktion) er alle kompositionsregler. Dog er / (di-
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vision) ikke en kompositionsregel, idet a/0 ikke er et element i R
(division med nul er ikke defineret). o

Eksempel 1.3. Betragt de naturlige tal N. 4+ og - er igen kom-
positionsregler, thi summen og produktet af to naturlige tal igen
er et naturligt tal. Dog er — ikke en kompositionsregel. F.eks. er
2—3=—1, og —1 er ikke et element i N. o

Kompositionsregler kan have bestemte egenskaber. Nogle af disse
er skrevet i definitionen herunder.

Definition 1.4. Lad * vaere en kompositionsregel pa maengden A.
o x kaldes associativ , hvis ax (bxc) = (axb)x*c for alle a, b, c € A.
o x kaldes kommutativ , hvis a * b = b * a for alle a,b € A.

Definition 1.5. En ring R er en maengde R med to kompositions-
regler betegnet + og -, som opfylder fglgende regler:

1. + er associativ.
2. + er kommutativ.
3. Der findes et element 0 € R, sa a + 0 = a for alle a € R.

4. For alle a € R findes et element b € R, s& a+b = 0. b betegnes
som regel —a.

5. - er associativ.

6. For alle a,b,c € R geelder

a-(b+c)=a-b+a-c og (b+c)-a=b-a+c-a.

Bemaerkning 1.6. Idet matematikere er dovne, vil vi fra nu af und-
lade at skrive - sa ofte, vi kan slippe afsted med det. Med andre ord,
hvis a,b € R, da vil vi blot skrive ab i stedet for a - b.
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Der er en masse terminologi associeret med reglerne i definitionen
ovenover. 0 i punkt 3 kaldes nogle gange neutralelementet for addi-
tion. b i punkt 4 kaldes den additive invers til a. De to regneregler i
punkt 6 kaldes de distributive love. Det er ikke essentielt, at I husker
alle disse navne. Ud fra reglerne for en ring, kan vi sige folgende.

Proposition 1.7. Lad R veere en ring. Da vil 0-a =a -0 = 0 for
alle a € R.

Bevis. Vi bemaerker, at 0 = 0 + 0 per regel 3. Vi kan nu benytte
regel 6 og fa
a-0=a-(04+0)=a-0+a-0.

Regel nummer 4 siger, at der findes et element —a -0, sd a-0+ (—a-
0) = 0. Laegges —a - 0 til pa begge sider, fas 0 = a - 0 som gnsket.
Ligheden 0-a = 0 fas ved at bruge den anden del af regel 6 og gentage
udregningerne.

[
Lad os se nogle simple eksempler (og ikke-eksempler) pa ringe.

Eksempel 1.8. Den simpleste ring, man kan konstruere, er nulrin-
gen R ={0}. Her er kompositionsreglerne defineret ved 040 = 0 og
0-0=0. o

Eksempel 1.9. Z udger klart en ring med de seedvanlige regneope-
rationer 4+ og -. Det samme geelder R. o

Eksempel 1.10. Betragt de rationale tal Q. Idet

a ¢ ad+be ac ac

bt dT T % vd T

ses det, at summen og produktet af to brgker igen er en brgk. Dermed
er seedvanlig addition og multiplikation kompositionsregler, og det
ses let, at disse opfylder alle reglerne i definitionen af en ring. Dermed
er Q en ring. o
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Eksempel 1.11. Betragt N med operationerne + og -. Dette er ikke
en ring. F.eks. findes der i N ikke et element 0, sa n + 0 = n for alle
n, idet det mindste tal i N er 1. Selv hvis man medtager 0 i N, gar
det galt. F.eks. findes intet naturligt tal n, sa 1 +n = 0. o

Eksempel 1.12. Lad os betragte meengden 27 = {2n | n € Z} =
{...—4,-2,0,2,4,...} (de lige tal). Idet summen og produktet af lige
tal igen er lige tal, og ringegenskaberne nedarves fra Z, ma 27 veere
en ring. o

I den kommende diskussion gnsker vi at udelukke eksempler som
27. Arsagen er, at der i 2Z mangler et 1. Med 1 i en generel ring
menes et element, som opfylder la = al = a for alle a i ringen (sddan
et element kaldes en multiplikativ invers). Teenk pa 1 som tallet 1 fra
Z, R og sa videre. Bemaerk ogsa i definitionen af en ring, at vi ikke
kraever, at multiplikationen - er kommutativ. Dog kommer vi i dette
forlgb kun til at stede pa kommutative ringe, dvs. ringe hvor - er en
kommutativ kompositionsregel. Derfor har vi fglgende konvention.

Konvention: Alle ringe R i forlgbet opfylder, at - er kommutativ,
og at der eksisterer et 1 € R, s la = al = a for alle a € R.

Lad os nu kigge pa en type ring, der vil dukke op ofte i forlgbet.

Definition 1.13. Lad R vere en ring. Vi lader R[z] betegne maeng-
den af polynomier i variablen = med koefficienter i R. Elementerne i
R[x] kan alle skrives pa formen

an" + ap_ 12"+ a4 ag

hvor ag, ay, ..., a, € R kaldes polynomiets koefficienter. n er et ikke-
negativt heltal, der kan variere. Meengden R|[x] kan betragtes som en
ring med addition og multiplikation givet ved almindelig addition og
multiplikation af polynomier. R[z] kaldes polynomiumsringen over

R.
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Eksempel 1.14. Lad os se pa Z[z]. Eksempler pa elementer i Z|[x]
kunne veere

20 — 52 4o —8, 234422+ 2z, 4

4 € Z]x] er et eksempel pa et sakaldt konstant polynomium. Addition
og multiplikation i Z[z] fungerer praecist, som vi forventer:

(22 4+3)+(22° —4x+1) =22° + 2> — 4w +4
(2% 4 3)(22° — 4z + 1) = 2722° — 2?42 + 2°
+3-22° +3(—4)z +3
=22° + 2% + 2% — 122 + 3.

Logikken er den samme i ringene Q[z] og R|x]. o

Nu har vi fastlagt, hvad en ring er, og vi har set nogle centrale
eksempler. Vi kan nu sa smat begynde at klassificere ringe.

Definition 1.15. Lad R veere en ring.

e Et element v € R kaldes en enhed, hvis der eksisterer et
element v € R, s& wv = vu = 1. v kaldes da en invers til
w (mht. multiplikation).

e Et element a € R med a # 0 kaldes en nuldivisor, hvis der
eksisterer et element b € R, b # 0, sa ab = ba = 0.

Vi bemeerker, at 1 altid er en enhed, thi 1-1 = 1, og dermed er
1 sin egen invers. Det er dog ikke altid tilfseldet, at der findes andre
enheder end 1 i en ring. Vi skal se sddan et eksempel om ikke sa
leenge. Med disse definitioner kan vi formulere folgende resultat.

Proposition 1.16. Lad R vaere en ring.
1. Hvis u er en enhed, er den inverse unik.

2. To elementer a og b i R er enheder hvis og kun hvis ab er en
enhed.
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3. Et element i R kan ikke bade veere en nuldivisor og en enhed.

Beuwis. 1. Lad u veere en enhed med to inverser v og w. Da har vi
v=1v = (wu)v = w(uw) = wl = w,
sa v og w er ens. Dermed kan der kun findes én invers.

2. Antag, at a og b er enheder med inverser a~! og b~!. Da har vi
(ab)(bta™ ) =ab o =ala! =aat =1

og ligeledes er (b='a!)(ab) = 1 ved at benytte, at R er kom-
mutativ. Dermed er b~'a~! en invers til ab, sd ab er en enhed.
Antag omvendt, at ab er en enhed med invers (ab)~'. Da har
vi

a(b(ab)™') = (ab)(ab) ™' =1

og igen ved at benytte, at R er kommutativ, fas (b(ab)')a = 1.
Altsd er a=! = b(ab)™!, s& a er en enhed. P4 samme made vises
det, at b er en enhed, thi den har den inverse a(ab)™".

3. Antag for modstrid, at a er bade en enhed og en nuldivisor. Da
a er en enhed, findes et b, sa ab = ba = 1. Da a er en nuldivisor,
findes et ¢, sa ac = ca = 0. Samtidig skal det geelde, at a, ¢ # 0.
Da 0 = ac og ba = 1, ma vi have b-0 = (ba)c = 1¢, altsa 0 = ¢,
men dette er en modstrid. Altsa kan et element ikke vaere bade
en nuldivisor og en enhed.

|

Bemaerkning 1.17. I punkt 2 af ovenstaende proposition er det
ngdvendigt, at R er kommutativ. Det tilsvarende resultat for ikke-
kommutative ringe er, at a og b er enheder hvis og kun hvis ab og ba
er enheder.

Ovenstaende resultat forteeller os, at hvis et element u i en ring
er en enhed, da er dens invers unikt bestemt. Vi vil betegne denne
invers med u !, hvilket vi ogsa benyttede os af i Igbet af beviset. Det
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er ikke alle ringe, der har nuldivisorer. Sadanne ringe betragtes ofte
som serligt paene, og de har deres eget navn.

Definition 1.18. En ring R kaldes et integritetsomrade, hvis R ikke
indeholder nogle nuldivisorer.

En ring R er altsa et integritetsomrade, hvis ab = 0 betyder, at
enten @ = 0 eller b = 0. Dermed kan man sige, at en ring er et
integritetsomrade, hvis nulreglen geelder.

Eksempel 1.19. Bade Z,Q og R er integritetsomrader, da den ene-
ste made, man kan fa a - b =0, er hvis a = 0 eller b = 0. o

Eksempel 1.20. Lad os betragte et mere abstrakt eksempel pa en
ring. Lad R = P(N) veere potensmaengden af de naturlige tal, altsa
méaengden af alle delmaengder af N. Fl.eks. er {1} og {2, 3, 8} elementer
i R. Vi udstyrer R med to kompositionsregler, der gor R til en ring.
Vi lader additionen veere givet ved AAB = (A\ B) U (B\ A) kaldet
den symmetriske differens, mens multiplikationen er givet ved AN B,
altsa feellesmaengden. Nogle konkrete eksempler kunne veere

{1,2,3}A{3,4,5} = {1,2} U {4,5} = {1,2,4,5},
{1,2,3} N {3,4,5) = {3}.

Det er en tidskraevende affeere at vise, at de to kompositionsregler A
og N pa R faktisk ggr R til en ring, sa vi springer det over. Laeseren
kan dog med fordel tegne nogle Venn-diagrammer for at overbevise
sig selv om det. Det ses, at 0 = (), thi for alle A € R geelder

AND = (A\B)U O\ A) = AUD = A,

og ligeledes er PAA = A. Det ses, at 1 = N, eftersom det for alle A
geelder, at
ANN=A=NnNA.

Vi bemeerker, at kun 1 er en enhed, og at der findes et veeld af
nuldivisorer. Faktisk er alle elementer udover N en nuldivisor, idet
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hvis A # N, vil N\ A # 0 og AN (A\N) = (. Specielt er R ikke et
integritetsomrade.

(0]

Vi kommer til at se flere eksempler pa ringe senere, der ikke er
integritetsomrader.

Proposition 1.21. Lad R veere et integritetsomrade.
1. Lad a,b,c € R. Hvis ab=ac for a #01i R, da vil b = c.
2. R[z] er et integritetsomrade.

Bevis. 1. Antag, at ab = ac. Da har vi 0 = ab—ac = a(b—c). Da
R er et integritetsomrade, skal vi have a = 0 eller b — ¢ = 0.
Da vi har antaget, at a # 0, ma b — ¢ = 0, og dermed er b = ¢
som gnsket.

2. Lad f(z),9(x) € Rlz], og antag, at f(x),g(x) # 0. Hvis a,
betegner den fgrende koefficient (koefficienten pé den hgjeste
potens af x) for f(x) og b, den forende koefficient for g(z), da
er den fgrende koefficient for f(x)g(x) lig a,b,. Da a, og by,
er forskellige fra 0, er a,b,, # 0, thi R er et integritetsomrade.
Dermed er f(z)g(x) # 0. Vi har altsa vist, at hvis f(x) og
g(x) ej er lig 0, da er f(x)g(x) heller ikke lig 0. Kontraponeres
udsagnet fas, at f(x)g(xz) = 0 medfgrer, at enten f(z) = 0 eller
g(x) = 0. Dette viser, at R[x] er et integritetsomrade.

[

Nu har vi studeret nuldivisorer. Lad os vende tilbage til enheder.

Definition 1.22. En ring, hvor alle elementer bortset fra 0 er en
enhed, kaldes et legeme.

Eksempel 1.23. Q er et legeme. Hvis a/b # 0, hvor a og b er heltal,
da er b/a en invers, thi

ab_ab_

ba ab
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R er ogsa et legeme. o

Eksempel 1.24. Z er ikke et legeme. De eneste enheder i Z er 1 og
—1. o

Nar vi skal studere kvotientringe, far vi metoder til at konstruere
legemer og integritetsomrader. Det fglger af Proposition 1.16, at et
legeme er et integritetsomrade. Den anden vej geelder ikke generelt,
som cksemplet med Z viser. Dog (méske overraskende) gaelder den
modsatte implikation, nar ringen er endelig.

Proposition 1.25. Lad R veaere et endeligt integritetsomrade. Da
er R et legeme.

Beuvis. Lad a € R veere forskellig fra 0. Vi skal vise, at a har en invers.
Betragt afbildningen f : R — R givet ved f(x) = ax. Vi heevder,
at f er injektiv. Antag, at f(z1) = f(x2). Dette er det samme som
ary = axy. Da a # 0, giver Proposition 1.21, at ;7 = x5. Dermed er
f injektiv. Da R er endelig, og f er en injektiv afbildning fra R til
sig selv, ma f veere surjektiv. Dermed findes et element b € R, sa
f(b) =1, altsa ab = 1 for dette element. Dermed er a en enhed. Da
a var et arbitreert ikke-nul element, er beviset feerdigt. |

At konstruere nye ringe ud fra gamle

Nar matematikere begynder at studere et objekt, vil de som regel
veere interesserede i, hvordan man ud fra ét eller flere af disse kan
konstruere nye objekter af samme type. Ligeledes vil vi spgrge os
selv, hvordan vi kan lave nye ringe ud fra gamle. Der er flere mader
at gore dette pa. En made er gennem delringe.

Definition 1.26. Lad R vere en ring. En delmaengde S C R kaldes
en delring, hvis S i sig selv er en ring med kompositionsreglerne fra
R.

Eksempel 1.27. Z er en delring af Q, og Q er en delring af R.
Ligeledes er Z[z] en delring af Q[z], der igen er en delring af R[z]. o
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Eksempel 1.28. Lad R veere en ring, og betragt polynomiumsringen
R|x]. Betragt delmaengden S bestdaende af alle polynomier, der kun
har led med lige potenser af = (inklusiv potensen 0, der svarer til
konstantleddet). Eksempler pa elementer i S er

22 +1, 3z —2224+10 og —32°+ 2t + 322

Er S en delring af R[z]? Vi ser, at 0 og 1 ligger i S. Hvis f(z) € 5,
ligger —f(z) ogsa i S. Lad nu f(x),g(z) € S. Vi skal underspge,
om f(z) + g(z) € S og f(x)g(x) € S. Det er ikke sveert at se, at
f(x) + g(z) kun indeholder led med en lige potens af x. Det samme
geelder om f(x)g(z), da alle potenser af = i produktet fremkommer
ved at summere potenser af x i f(x) og g(x), og summen af to lige
tal igen er et lige tal. Dermed er S en ring og altsé en delring af R[z].
Hvad med maengden af polynomier, der kun har ulige potenser af x?
Dette er ikke en delring. F.eks. er x et element af denne maengde, men
x - x = 22 er ikke, s& kompositionsreglen - tager os ud af maengden.

O

En anden made at konstruere nye ringe ud fra gamle er gennem
produktmaengder.

Definition 1.29. Lad Ry, Rs, ..., R, veere ringe og betragt produkt-
mangden Ry X Ry X --- X R,,. Ved at lave addition og multiplikation
koordinatvist, bliver Ry X Ry X - -x R,, til en ring, som vi betegner som
en produktring. For en ring R betegner R™ produktet Rx Rx--- X R
med n kopier af R.

Vi lader laeseren overbevise sig selv om, at 0 og 1 1 Ry X Ry X
-+ X R, er givet ved hhv. (0,0, ...,0) og (1,1,...,1).

Eksempel 1.30. Z? = Z x Z x Z. Som eksempel kan vi betragte
elementerne (1, —2,3), (=5,0,4) € Z3. Da har vi

(1,-2,3) + (=5,0,4) = (—4,-2,7),
(1,-2,3) - (=5,0,4) = (=5,0,12).
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Eksempel 1.31. Betragt ringen Q x Z[z|. Eksempler pa elementer
i denne ring er

1 3
(5,3332 + 5) , (5, —3x), (—5,3:3 + 6 + 2) .

Lad os se pa et eksempel pa regning i denne ring:

1 3 7
| = 2) = | —, 422 1
( 1 T >+(5,x+ ) (20, r°+x+ )
1 3 3
(—1741}2 — 1> . (g,i[f‘i‘Q) = <—%,4$3 —{—8372 — T — 2) .

Ringhomomorfier

Nu har vi set en raekke eksempler pa ringe, og vi har faet nogle
grundlaeggende definitioner pa plads. Vi skal nu kort se pa, hvordan
man relaterer ringe til hinanden. Idéen er at definere en afbildning
fra en ring til en anden, der respekterer kompositionsreglerne i de to
ringe.

Definition 1.32. Lad R og S veere ringe. En ringhomomorfi ¢ :
R — S er en afbildning, som opfylder folgende to regler for alle
a,b e R:

1. p(a+b) = p(a) + ¢(b).
2. p(ab) = p(a)p(b).

Bemaerkning 1.33. Vi vil som regel bruge graeske bogstaver sasom
¢ (kaldet “phi”) og 1 (kaldet “psi”) for ringhomomorfier.

Eksempel 1.34. Hvis R og S er ringe, da er afbildningen ¢ : R — S
givet ved ¢(a) = 0 for alle @ € R en ringhomomorfi. Denne afbildning
kaldes nulafbildningen. o
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Eksempel 1.35. Betragt afbildningen ¢ : Z x Z — Z givet ved
©((a,b)) = a+ b. Er ¢ en ringhomomorfi? For (a,b), (¢,d) € Z x Z
har vi

o((a,b) + (¢,d)) = p((a+c,b+d)) = (a+c)+ (b+d)
= (a+b)+ (c+d) = ¢((a,b)) + ¢((c,d)),

sa den forste betingelse er opfyldt. Dog ser vi, at det gar galt for
multiplikationen. F.eks. kan vi se pa elementerne (1,0) og (0,1). Da
har vi

©((1,0) - (0,1)) = ¢((0,0)) =040 =0,

men
p((1,0)¢((0,1)) = (14+0)(0+1) = 1.
Dermed er ¢ ikke en ringhomomorfi.

(0]

Eksempel 1.36. Lad R veere en ring og betragt afbildningen ¢ :
R[z] — R givet ved ¢(f(x)) = f(0). Det ses, at ¢ til polynomiet
f(z) giver os konstantleddet. Vi haevder, at ¢ er en ringhomomorfi.
Lad f(z),g(z) € R[z]. Da har vi

o(f(z) + g(x)) = £(0) +g(0) = p(f(x)) + v(g(x))
og
o(f(z)g(x)) = £(0)g(0) = @(f(z))p(g(x)),

hvilket viser det gnskede. Som konkret eksempel kunne vi lade R =
Z. Da har vi f.eks.

@ +1)=0"+1=1 og o(5z®—8z%+4x +8)=S8.

Eksempel 1.37. Hvis S er en delring af R, da vil afbildningen i :
S — R givet ved i(a) = a veere en ringhomomorfi. Afbildningen i
kaldes inklusionsafbildningen. o
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Nar vi kommer til kvotientringe, skal vi se endnu flere eksemp-
ler pa ringhomomorfier, og det viser sig, at man kan benytte ring-
homomorfier til at lave nye ringe. Til dette skal vi bruge fglgende
definition.

Definition 1.38. Lad ¢ : R — S veere en ringhomomorfi. Da kaldes
delmeengden af R givet ved

kerp ={a € R| ¢(a) =0}
for kernen af ¢.

Lidt lgst sagt kan man sige, at kernen af en ringhomomorfi er
alle de elementer, der sendes til nul. Lad os se pa nogle eksempler.

Eksempel 1.39. Hvis ¢ : R — S er lig nulafbildningen, da er
kerp = R. o

Eksempel 1.40. Lad R veere en ring og ¢ : R[z] — R, ¢(f(x)) =
f(0) som set i et tidligere eksempel. Hvordan ser kernen for ¢ ud?
For et polynomium f(z) er f(0) = 0 hvis og kun hvis konstantleddet
for f(z) er nul. Dermed er ker ¢ netop de polynomier, hvis konstant-
led er nul. Nar vi introducerer idealer, kan vi give en mere elegant
beskrivelse af ker . o

Vi har felgende elegante kriterium for, hvornar en ringhomomorfi
er injektiv.

Proposition 1.41. En ringhomomorfi ¢ : R — S er injektiv hvis
og kun hvis ker p = {0}.

Bevis. Antag, at ¢ er injektiv. Da ¢(0) = 0 (opgave), og ¢ er injek-
tiv, ma 0 veere det eneste element, som sendes til 0, og dermed er
ker p = {0}. Antag omvendt, at ker p = {0}. Lad a,b € R opfyl-
de p(a) = p(b). Daer 0 = ¢(a) — ¢(b) = p(a — b), og dermed er
a—b € kerp. Men da kerp = {0}, ma a — b = 0 og altsé er a = b.
Dette viser injektivitet. ]
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En vigtig funktion for ringhomomorfier er at beskrive, hvordan
ringe relaterer sig til hinanden. Hvor meget minder de om hinanden?

Definition 1.42. En bijektiv ringhomomorfi p : R — S kaldes en
ringisomorfi. Hvis der findes en ringhomomorfi mellem R og S, da
siger vi, at R og S er isomorfe, og vi skriver R ~ S.

Senere i forlgbet skal vi se eksempler pa isomorfier mellem ringe,
og der er ogsa givet et i opgaverne. Hvis to ringe er isomorfe, er de
essentielt set ens. Elementerne i de to ringe hedder muligvis forskel-
lige ting, men der er lige mange af dem, og regneoperationerne i de
to ringe fungerer pa preecist samme made.
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2 Idealer og kvotienter

Idealer

Vi skal nu introducere en type ring, der fortjener sit eget afsnit,
nemlig kvotientringe. Vi skal forst definere nogle seerligt paene del-
mangder af ringe, nemlig idealer.

Definition 2.1. Lad R veere en ring. Et ideal I i R er en delmaengde
af R, som opfylder:

1. Forallea,be lera+0bel.
2. Foralleaelogre Rerracl.
Eksempel 2.2. For enhver ring R er R og {0} begge idealer. o

Eksempel 2.3. Betragt Z. Se pa delmeengden nZ = {nm | m €
7}, altsa delmeengden af alle heltal i n-tabellen. F.eks. er 3Z =
{...,=6,-3,0,3,6,...}. nZ er et ideal, hvilket vi nu viser:

1. Lad a,b € nZ. Da ma a = nm og b = nk for heltal m og k. Da
har vi a+b =nm+nk =n(m+k), og m+ k er igen et heltal,
sa a+0benZ.

2. Lad a € nZ og r € Z. Da er a = nm for et heltal m, og vi har
ra = (rm)n € nZ som gnsket.

@)

Lad R veere en ring med elementer aq, ..., a,. Det er ikke sveert
at se, at maengden

alR—|—---anR:{a1T1+“'+anTn|T1a-"7rn€R}

er et ideal. Vi kalder dette idealet frembragt af ay, ..., a,,. Det simple
tilfeelde med ét element a giver idealet

aR ={ar|r € R}
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altsa alle multipla af a med elementer fra R. Sadanne idealer er
vigtige nok til at fa deres eget navn.

Definition 2.4. Et ideal pa formen aR kaldes et hovedideal.

Eksempel 2.5. Betragt polynomiumsringen R[x] og idealet (2? +
1)R[z]. Dette ideal bestéar af alle polynomier f(z), der kan skrives
pa formen f(z) = g(z)(z* +1). F.eks. er 23 + x € (22 + 1)R]x], idet
P +r=x@*+1). o

Eksempel 2.6. Betragt idealet 4Z+4-67Z i Z. Elementerne i dette ideal
er alle heltal a, der kan skrives som a = 4x+6y, hvor x,y € Z. Vaelger
viz=2o0gy=—1,kanvise,at 2 =4-2+6(—1) € 4Z+6Z. Dermed
ma 27 C 47 + 6Z. Dog ser vi ogsa, at alle tal pa formen 4z + 6y
ma veere lige, og altsa er 4Z + 6Z C 27Z. Dermed er 4Z + 6Z = 27,
og 47 + 67 er faktisk et hovedideal, selvom det ikke sa sadan ud i
begyndelsen. o

For legemer viser det sig, at idealer er ganske uinteressante.

Proposition 2.7. En ring R er et legeme hvis og kun hvis de eneste
idealer i R er {0} og R selv.

Bevis. Antag, at R er et legeme, og lad I veere et ideal. Hvis I = {0},
er vi feerdige, sa antag I # {0}, og lad a € I vaere forskellig fra 0.
Fordi R er et legeme, findes et b € R sa ab = 1. Altsa skal 1 € [.
Men eftersom alle elementer ¢ € R kan skrives som ¢ = ¢ -1, ma
R C I, hvilket viser I = R. Antag nu omvendt, at de eneste idealer i
Rer {0} og R. Lad a # 0 i R. Da ma idealet aR veere lig R, eftersom
aR # {0}. Dermed ma 1 € aR, altsa 1 = ab for et b € R. Altsa er
a en enhed, og da a var et vilkarligt ikke-nul element, ma R veere et
legeme som gnsket. ]

Vi har set en fremgangsmade til at konstruere idealer, nemlig ved
at veelge nogle elementer ay, ..., a, og tage meengden bestaende af alle
elementer, der kan skrives pa formen a,r{+- - -+a,r,, hvor rq, ..., r,, er
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elementer i hele ringen R. En anden mindre eksplicit fremgangsmade
er gennem homomorfier, som det naeste resultat siger noget om.

Proposition 2.8. Lad ¢ : R — S veere en ringhomomorfi. Da er
ker ¢ et ideal i R.

Bewvis. Lad a,b € ker¢. Da er ¢p(a +b) = p(a) + ¢(b) =0+0 =0,
sd a+b € kerp. Lad nu a € kerp og r € R. Da har vi ¢(ra) =
o(r)p(a) = ¢(r) -0 = 0, sa ra € ker p. Dette viser, at ker ¢ er et
ideal som gnsket. |

Eksempel 2.9. Betragt ringhomomorfien ¢ : R[z] — R givet ved
o(f(x)) = f(0) fra tidligere. Vi ved, at ker ¢ er netop de polynomi-
er, hvis konstantled er nul, hvilket svarer til polynomierne, der kan
skrives pa formen xg(z) for et g(x) € R[z]. Altsa er ker ¢ = zR[z]. o

Inden vi bevaeger os videre til kvotientringe, vil vi neevne nogle
flere egenskaber for idealer. Nogle af beviserne skal I selv lave.

Proposition 2.10. Lad [ og J veere idealer i en ring R.
I.I1+J={a+blacl,be J}eretidealiR.
2. IJ={ablael,be J}eretidealiR.
3. INJeretideal i R.
4. Der gxelder IJCINJ C I+ J.

Bewvis. Vi viser kun den fgrste pastand. De andre overlades til lae-
seren. Lad ¢y,co0 € I+ J. Daer ¢y = a; + by og co = as + by for
ai,as € I og by, by € J. Dermed fas

01+62:(a1+a2)+(b1+b2)€I+J.

Hvisc=a+4+bel+J,re R, davilrec=ra+rbe I+ J, hvor vi
bruger, at I og J begge er idealer. ]



176 KAPITEL 3. RINGTEORI

Kvotientringe

Vi har nu de redskaber, der skal til for at konstruere kvotientringe.
Kvotientringe kan virke meget meerkelige forste gang, man stgder pa
dem. Her kan det hjalpe at have mange eksempler i tankerne. Lad
R veere en ring og I et ideal. Lad for a € R meengden a + [ veere
givet ved

a+1I={a+b|bel}.

Man kan teenke pa a + I som, at alle elementer i I bliver “skubbet”
med a. F.eks. er

243Z={.,—4,-1,2,58,..}.

Ideen med en kvotientring er, at elementerne er a 4 I, hvor a gen-
nemlgber alle elementer i R. Elementerne er altsa forskydninger af
et bestemt ideal og dermed maengder. Vi betegner maengden af disse
forskudte idealer med R/I. Hvordan regner man med disse elemen-
ter? Sagt mere formelt, hvordan definerer vi addition og multiplika-
tion i R/1? Pa folgende made:

(a+ 1)+ (b+1)=(a+b)+1,
(a+ )b+ 1)=(ab)+ 1.

Her bgr vi stoppe op og sperge, om disse regneoperationer overho-
vedet giver mening. Ser vi pa eksemplet fra fgr, kan vi f.eks. se, at

24+3%={.,—-4,-1,2,58, ..} =5+ 37,

sa elementet a foran I definerer ikke a + I unikt. Dermed kunne
man frygte, at selvom a + I = b+ 1, og c+ 1 = d + I, da vil
(a+1)+ (b+1)# (c+ 1)+ (d+I). Heldigvis viser det sig, at dette
ikke heender, som vi skal se om lidt. Vi er dog ngdt til at fa lidt
notation pa plads.

Definition 2.11. Lad [ veere et ideal i en ring R, og lad a,b € R.
Vi siger, at @ = b (mod 1), hvis a — b € I. I ord siger vi, at a og b er
kongruente modulo 1.
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Denne definition burde veere velkendt fra talteori (eller ogsa bliver
den det snart). Lad os se hvordan. Se pa tilfeeldet R = Z og I =
nZ. Da er a = b (mod nZ) hvis og kun hvis a — b € nZ. Dette er
aekvivalent med a — b = nk for et heltal k, altsé at n | a — b. Dette
er praecist den definition, som a = b (mod n) har i talteori. Vi kan
altsa konkludere, at

a=b(modnZ) < a=b(modn).

Lad os nu vende tilbage til kvotientringe. Hvis a = b (mod ), altsa
a—>bel, da har vi

b+I=((a=b)+b)+1=0a+1,

og det er ikke sveert at se, at den omvendte implikation ogsa gaelder.
Dermed har vi

a+I=b+1 < a=0b(modlI).
Vi kan nu formulere fglgende resultat.

Lemma 2.12. Lad ay,as2,b1,b0 € R og I et ideal i R. Hvis a1 =
as (mod I) og by = by (mod I), da geelder

a; + by = ag + by (mod 1),
a11)1 = a2b2 (mod [)

Bevis. Per antagelse har vi a1 — as, by — by € I. Dermed har vi
(a1 +bl) — (a2+b2) = (a1 —(IQ) —|—(bl —bg) el,

thi I er et ideal, hvilket viser forste sekvivalens. Ift. multiplikation
fas

Clel — a2b2 = albl — agbl + a2b1 — a2b2

= (CLl — ag)bl + a2(61 — bQ) c I

fordi I er et ideal. Dette feerdiggor beviset. |
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Lemmaet forteeller os, at de to regneregler

(a+I)+(b+1)=(a+b)+1,
(a+1)b+1I)=(ab)+ I

er veldefinerede. Dette er blot matematisk jargon for, at man ikke
gar galt i byen ved at bruge dem. Vi kan nu langt om leenge definere
en kvotientring.

Definition 2.13. For en ring R og et ideal I i R defineres kvotien-
tringen R/1 til
R/I={a+1|a€ R}

med regneoperationerne som defineret ovenover.

Alle reglerne for en ring (associativitet, neutralelementer osv.)
folger direkte af, at R er en ring til at starte med. F.eks. har vi

a+ (b+c))+1
(a+b)+c)+1
(a+b)+ 1)+ (c+1)
(a+1)+O+1))+ (c+ 1),

og laeseren er velkommen til at verificere resten af aksiomerne. Be-
meerk, at neutralelementet for addition er 0 4+ I = I, og for multipli-
kation er det 1 4 I. Lad os se nogle eksempler.

Eksempel 2.14. Det vigtigste eksempel pa en kvotientring er Z/nZ.
Ser vi konkret pa Z/77Z kan vi f.eks. regne

B4+72)+ (6+7T2)=9+TZ=2+T7Z,
(B+TZ)6+TZ)=18+TL=4+T7Z,

idet 9 —2=7€7Zog18—4=14 € 7Z. o
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Det kan veere tidskraevende at skulle skrive a + I hver gang,
man skal skrive et element i R/I. Vi indfgrer derfor notationen a =
a + I. Denne notation virker naturligvis kun, nar I er kendt ud fra
konteksten, men dette er som regel tilfaeldet. I denne notation ville
ovenstaende eksempel sige

0g

som er en del hurtigere at skrive.

Eksempel 2.15. Betragt kvotientringen Q[xz]/I, hvor [ = (2? +z +
1)Q[x]. Hvordan regner man i denne ring? Idéen er, at alle led, hvor
z? 4+ x + 1 optreeder, er 0 i Q[z]/I. F.eks. har vi

A2 +3x+4=22+1+3@2+o+1) =22+ 1.

Vi kan faktisk ggre dette udtryk endnu simplere. Idet 22 + 2 +1 =0
(daz?+z+1€l), md

2H+l=x24+z2+1—2=—21.

Faktisk kan vi benytte relationen 22 = —(z + 1) til at konkludere,
at alle elementer i Q[z]/I er pa formen az + b for passende a,b € Q.
Vi kan nemlig bruge 22 = —(z + 1) til at reducere alle potenser af z
stgrre end 1. Lad os tage et simpelt eksempel. Vi har

B=x(—(r+1)=—2-zx=z+1—-z=1,

s overraskende er 23 faktisk lig den multiplikative identitet i Q[z]/1!

O

Eksempel 2.16. Hvad sker der, hvis vi betragter en kvotientring
R/I, hvor I = R? Husk, at @ = 01 R/I hvis og kun hvis a € I. S&
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hvis I = R, ma R/I vere lig nulringen. Hvad hvis I = {0}7 Da er
R/I ~ R. Vi kan nemlig lave afbildningen

¢:R—R/I, ¢(a)=na.

Da @ = 0 hvis og kun hvis a € I = {0}, er kerp = {0}, og dermed
er o injektiv per Proposition 1.41. Surjektiviteten er oplagt, og re-
sultatet fglger dermed. Grundet Proposition 2.7 kan vi konkludere,
at man ikke kan konstruere nogle spezendende kvotientringe ud fra
legemer. o

Eksempel 2.17. Betragt Z[z]/I, hvor I = (2 + z)Z[z] + 2Z[z]. Vi
regner i denne ring pa samme made som i forrige eksempel, men nu
er der endnu flere ting, der bliver nul. Vi har nemlig m = 0 hvis og
kun hvis p(x) = q(x)(x*+z)+r(x)-2 for polynomier ¢(z),r(x) € Z[x].
F.eks. er 628 — 323 + 52 — 10 = 0, idet

62° — 323 + 50 —10=1- (2 + 2) + (32° — 22 + 20 — 5) - 2.
O

Eksempel 2.18. Dette eksempel er til dem, som har hgrt om de
komplekse tal C. Det er tal pa formen a + bi, hvor a,b € R og i
(kaldet den imaginere enhed) opfylder i* = —1. Med andre ord er
i en rod i polynomiet x? 4+ 1. Vi kan benytte kvotientringe til at
konstruere C, nemlig som kvotientringen R[z]/(x? + 1)R[x]. T ringen
R[z]/(x?+ 1)R[z] har vi nemlig per konstruktion, at 2 + 1 = 0, dvs.
22 = —1. S intuitivt giver det mening, at R[x]/(z* + 1)R[z] og C er
sa godt som det samme. Lad os vise det mere formelt ved at vise, at
der findes en ringisomorfi ¢ : C — R[x]/(2* + 1)R[z]. Definér

o(a+bi) = a+ bx.

Vi tjekker, at ¢ er en ringhomomorfi. Lad a + bi, ¢ + di € C. Da fas

o((a+bi)+ (c+di)) =pla+c+ (b+d)i)=a+c+ (b+ d)x
=a+br+c+dr=pla+bi)+ e(c+di).
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For at tjekke, at ¢ respekterer multiplikationen i de to ringe, regner
vi forst:

o((a+bi)(c+ di)) = ¢p((ac — bd) + (ad + bc)i)
= ac — bd + (ad + bc)x.

Nu beregner vi ¢(a + bi)p(c + di):

o(a+bi)p(c+ di) = (a+ bx)(c+ dx) = ac + adx + bex + bdz?
= ac — bd + (ad + bc)x.

Vi konkluderer, at ¢ er en ringhomomorfi. Vi mangler nu at vise, at
@ er bijektiv, dvs. at den er injektiv og surjektiv. Antag, at p(a +
bi) = 0, altsd a + bz € (z* + 1)R[z]. Dermed findes p(z) € Rx], s
a+br = (22 + 1)g(x). a + br kan maksimalt have grad ét, mens
(2 + 1)g(z) har grad stegrre end eller lig to, medmindre g(z) = 0.
Dermed ma g(z) = 0, og a + bx = 0, hvilket medfgrer a + bi = 0. Vi
har vist, at ker ¢ = {0}, og fra Proposition 1.41 kan vi konkludere,
at  er injektiv. Vi mangler nu at vise surjektiviteten. Lad m €
R[z]/(x? + 1)R[z] veere givet. Da x? + 1 har grad to, kan vi finde et
forstegradspolynomium q(z) = a+ bz, sé ¢(x) = p(z) ved at benytte
22 = —1 til at reducere alle potenser af z storre end 1. Da har vi
o(a+bi) = q(x) = p(x), og vi konkluderer, at ¢ er surjektiv. Vi har
dermed vist, at
C ~ R[z]/(z* + D)R[z].

@)

Der er en sakaldt kanonisk aftbildning fra en ring R til enhver
kvotientring R/I af R.

Proposition 2.19. Lad R vaere en ring og I et ideal. Vi har en
ringhomomorfi

7:R— R/I, w(a)=a

med kerm = 1.
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Bevis. Vi overlader det som en gvelse til laeseren at vise, at 7 er en
ringhomomorfi. At ker m = I folger direkte af, at 7(a) = @ = 0 hvis
og kun hvis a € I per konstruktion. |

Vi har nu konstrueret kvotientringe og set en raekke eksempler
pa dem. Vi vender nu kort tilbage til idealer. Der findes nemlig nogle
interessante egenskaber for idealer, der kan oversaettes til egenskaber
for den tilhgrende kvotientring.

Definition 2.20. Lad R veere en ring.

o Et ideal P # R kaldes et primideal, hvis det for alle a,b € R
geelder, at ab € P medfgrer a € P eller b € P.

o Et ideal M # R kaldes et maksimalideal hvis det for ethvert
ideal I # R med M C I geelder, at I = M.

Primidealer og maksimalidealer spiller ikke den store rolle i for-
lgbet, men et ringteoriforlgb ville ikke veere fuldendt uden at neevne
dem. Er der en sammenhaeng mellem primtal og primidealer? Ja!
Det viser sig, at et ideal i Z er et primideal hvis og kun hvis det er
pa formen pZ, hvor p er et primtal. Lad os vise den ene implikation,
nemlig at pZ er et primideal, hvis p er et primtal. Lad a,b € Z med
ab € pZ, altsa ab = pk for et heltal k. Dette er sckvivalent med, at
p | ab. Men da ved vi (Euklids lemma), at p | a eller p | b, hvilket er
det samme som a € pZ eller b € pZ som gnsket.

Eksempel 2.21. Betragt Z[z]. Vi haevder, at 2Z[z] er et primide-
al, men ikke et maksimalideal. Vi ser, at xZ[z| er strengt indeholdt i
idealet 2Z[x]+27Z|[x] # Z[x] (1 er ikke indeholdt i venstresiden). Der-
med er zZ[x] ikke et maksimalideal. For at se, at det er et primideal,
antag p(z)q(z) € zZ[z], dvs. p(x)q(x) = xr(z) for et r(zx) € Z[z].
Vi har da p(0)q(0) = 0, dvs. p(0) = 0 eller ¢(0) = 0. Men dette
betyder, at enten p(x) € zZ[z] eller ¢(x) € xZ[x], da xZ]x] netop er
polynomierne med konstantled lig nul. o
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Vi har fglgende sammenhaeng mellem et primideal og dens kvo-
tientring.

Proposition 2.22. Lad R veere en ring. P er et primideal hvis og
kun hvis R/P er et integritetsomrade.

Bewvis. Husk, at et integritetsomrade R er en ring, hvor ab = 0 med-
forer a = 0 eller b = 0. P er et primideal hvis og kun hvis ab € P
medfgrer a € P eller b € P. Dette er sckvivalent med ab = 0 med-
forer @ = 0 eller b = 0. Men dette er sckvivalent med, at R/P er et
integritetsomrade som gnsket. ]

Vi har et tilsvarende resultat for maksimalidealer. Dog har vi ikke
redskaberne til at bevise det.

Proposition 2.23. Lad R veere en ring. M er et maksimalideal hvis
og kun hvis R/M er et legeme.

Beuvis. Se f.eks. Proposition 12 pa side 254 i [8]. Resultatet bygger
pa isomorfiseetningerne for ringe, som vi ikke har tid til at komme
ind pa i forlgbet her. |

Korollar 2.24. Et maksimalideal er et primideal.

Bewvis. Lad M veere et maksimalideal i R. Da er R/M et legeme
per ovenstaende proposition. Et legeme er altid et integritetsomrade
(idet alle ikke-nul elementer er enheder, kan der ikke veaere nogle
nuldivisorer), og altsa er R/M et integritetsomrade. Vi konkluderer,
at M er et primideal. [ ]

Lad os tage et kig pa kvotientringen Z/nZ. Vi kan bruge de
ovenstaende resultater til at sige noget om egenskaberne for denne
ring alt efter n’s veerdi. Forst skal vi dog vise et hjeelperesultat, der
bygger pa talteori.

Lemma 2.25. Betragt kvotientringen Z/nZ.
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1. @ € Z/nZ er en enhed hvis og kun hvis a og n er indbyrdes
primiske.

2. Alle ikke-nul @ € Z/nZ er enten en enhed eller en nuldivisor.

Beuwis. 1. @ € Z/nZ er per definition en enhed, hvis der findes
b € Z/nZ, sa ab = 1. Dette er akvivalent med ab — 1 € nZ
dvs. ab—1 = kn for et k € Z. Dette omskrives til ab—kn =1,
og per Bezout’s lemma er dette ackvivalent med, at a og n er
indbyrdes primiske.

2. Lad @ € Z/nZ vere forskellig fra 0. Hvis @ ikke er en enhed,
kan a ikke veere indbyrdes primisk med n, altsa findes & > 1
som deler bade a og n. Da har vi n/k # 0, men a(n/k) =
n(a/k) =0, s& @ m& veere en nuldivisor.

Proposition 2.26. Z/nZ er et legeme hvis og kun hvis n er et
primtal.

Bevis. Alle ikke-nul elementer i Z/nZ er givet ved 1,2,...,n — 1 (da
1,2,....,n — 1 er de mulige rester ved division med n). Per forrige
lemma er Z/nZ da et legeme netop hvis 1, 2, ..., n—1 alle er indbyrdes
primiske med n. Dette er s&ekvivalent med, at n er et primtal, hvilket
viser det gnskede. n

Bemaerkning 2.27. Husk, at et endeligt integritetsomrade er et
legeme jeevnfor Proposition 1.25. Dermed er Z/nZ et integritetsom-
rade hvis og kun hvis det er et legeme.

Eksempel 2.28. Z/15Z er ikke et legeme, da 15 ikke er et primtal.
Mere konkret kan dette ogsd ses ved, at 3 #00g 5 # 0, men 3-5 =
15 =0, s& 3 er en nuldivisor. o

Eksempel 2.29. Z/237Z er et legeme, thi 23 er et primtal. Givet
et element @ € 7Z/237 forskelligt fra nul, hvordan bestemmes den
inverse? Svaret er Euklids algoritme. Vi bestemmer heltal z og y, sa
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ar + 23y = 1. Lad os tage et eksempel med a = 5. Euklids algoritme

giver
23=4-5+3
5=1-34+2
3=1-2+4+1

Vi kan nu traevle algoritmen op baglaens. Vi har
1=3-2=3-(b—-3)=2-3-5
=2-(23—-4-5)-5
=-9-5+42-23.

Vi kan nu afleese tallet x til at veere z = —9. Altsa er 5_1 =—-0. Vi

kan naturligvis ogsa tjekke efter ved at regne

5-(=9) = —45 = 1,
sa vores svar er korrekt. o

Eksempel 2.30. Lad os igen vise, at Z[z] er et primideal, men ikke
et maksimalideal i Z[z]. Vi heevder, at

Zlz)/xZx] ~ Z.

Definér ¢ : Z — Z[z|/xZ]z] ved sammensaetningen ¢ = 7 o ¢, hvor
i : Z — Zlx] er inklusionen i(a) = a. Konkret er p(a) = a. Vi
ved, at ¢ er en ringhomomorfi, da den er en sammensatning af to
ringhomomorfier (se opgaverne). Da x er et forstegradspolynomium,
kan alle elementer i Z[z|/xZ[z] skrives pa formen @ for et a € Z,
hvilket viser, at ¢ er surjektiv. Antag nu, at ¢(a) = 0. Da er a €
xZ]x]. Men a er et heltal, sa dette kan kun lade sig ggre, hvis a = 0.
Altsa er ¢ en isomorfi som gnsket. Idet Z er et integritetsomrade,
men ikke et legeme, folger det nu, at xZ[z] er et primideal, men ikke
et maksimalideal. o
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Eksempel 2.31. Med praecist samme fremgangsmade som i forrige
eksempel kan man vise

Q[z]/2Q[z] ~ Q.

Idet Q er et legeme, ma zQlx| veere et maksimalideal og et primideal.

o
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3 Euklidiske ringe

Vi har indtil videre set pa to klasser af (kommutative) ringe, nemlig
integritetsomrader og legemer. Vi ved, at alle integritetsomrader er
legemer, sa der er en klar rangorden indtil videre. I dette afsnit skal vi
klassificere integritetsomrader yderligere, og vi skal fa flere redskaber
til at regne pa dem.

Euklidiske ringe

I kender euklidisk division fra talteori. Det viser sig, at man kan
foretage euklidisk division i en hel klasse af ringe, der ikke sa over-
raskende kaldes euklidiske.

Definition 3.1. Lad R veere et integritetsomrade. En afbildning
N : R — NU{0} kaldes en norm.

Definition 3.2. Et integritetsomrade R kaldes euklidisk, safremt der
findes en norm N pa R, sadan at for alle to elementer a,b € R med
b # 0 kan man finde ¢, € R med

a=¢gb+r hvor r=0eller N(r) < N(b).
I sa fald betegnes q som kvotienten og r som resten.

Definitionen siger blot, at det er muligt at foretage euklidisk divi-
sion i R, hvor N dikterer stgrrelsesforholdet. Lad os starte med at fa
pa plads, at legemer atter er ganske uinteressante fra et ringteoretisk
perspektiv.

Proposition 3.3. Et legeme er euklidisk uanset valget af norm.

Bevis. Lad K veere et legeme og a,b € K med b # 0. Da K er et
legeme, findes b~!, s& bb~! = 1. Dermed er a = qb + 0 for ¢ = ab™!.
Dette virker, uanset hvad normen vaelges til. |
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Lad os nu se pa nogle interessante eksempler pa euklidiske ringe.
Husk, at den absolutte veerdi |a| af a er givet ved a, hvis @ > 0 og
—a, hvis a < 0. Med andre ord, |a| fjerner blot et eventuelt fortegn
pa a.

Proposition 3.4. Z er euklidisk med normen N (a) = |a].
Bewvis. Lad a og b veere heltal med b # 0. Vi deler op i to tilfeelde:

e b > 0: Ved at tegne en tegning ser man, at ethvert heltal skal
ligge i preecist ét af intervallerne [nb, (n+1)b),n € Z. Altsa ma
a € [gb, (¢ + 1)b) foret ¢ € Z. Damé r = a—gb < b= |b| som
gnsket.

e b < 0: Fra forrige tilfeelde ved vi, at der findes ¢',r € Z, sa
a=¢q(=b)+rogr<—b=1|b,idet —b > 0. Veelg nu ¢ = —¢/,
da har vi fundet et par ¢, med de gnskede egenskaber.

Eksempel 3.5. Betragt a = 124 og b = 18. Ved at prgve os frem,
ser vi, at 18 deler 124 seks gange, og 124 —6- 18 = 16 < 18. Dermed
kan vi skrive

124 =6 - 18 + 16.

Dette er dog ikke den eneste mulighed. Vi kunne ogsa skrive
124=7-18 -2

og | — 2| < 18, sa dette er ogsa en valid opskrivning. Resten og
kvotienten bliver dog unik, hvis vi ogsa kraever, at resten er positiv.
Men dette er ikke et krav, som kommer af normen N(a) = |a|]. o

Eksempel 3.6. Lad a =89 og b = —7. Da har vi
89 = (—12)(—=7) + 5,

og b < | — 7|. P4 samme vis som i forrige eksempel kunne vi i stedet

have valgt
89 = (—13)(=7) — 2,
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idet | — 2| <| -7 o

En anden interessant type euklidisk ring er polynomiumsringe,
hvor koefficienterne udggr et legeme. Lad os forst indfgre fglgende
betegnelse for graden af et polynomium.

Definition 3.7. For et polynomium p(z) € R[z] (R er en ring) lader
vi deg p(x) betegne graden af p(z), altsa den stgrste potens af x, der
indgar i p(x). Vi definerer deg0 = 0.

Navnet deg kommer fra det engelske “degree”. I skal ikke speku-
lere for leenge over, hvorfor deg) = 0. Dette er blot en konvention,
som sikrer, at nulpolynomiet altid har den lavest mulige grad.

Eksempel 3.8. For p(z) = z* + 1 har vi deg p(x) = 2. For q(z) =5
har vi deg ¢(z) = 0, idet 5 = 52°, s& den hgjeste potens af z i q(x)
er nul. o

Proposition 3.9. Lad K vaere et legeme. Da er K[z] euklidisk med
norm N(p(x)) = degp(z).

Bevis. Lad a(z),b(x) € Klx] med b(x) # 0. Vi fgrer beviset med
induktion pa n = dega(x).

o n = 0: I dette tilfzelde er a(x) konstant, a(x) = ag. Veelg da
q(z) =0 og r(x) = ap.

e n > 0: Antag pastanden geelder for alle polynomier af grad
lavere end n. Lad degb(z) = m. Hvis n < m (a(x) har lavere
grad end b(z)), veelg da ¢(z) = 0 og r(x) = a(x). Antag nu
m < n. Skriv

a(x) = apt" + ap_12" 4+ -+ arw +ag

b(x) = bpd™ + by 1™ - b+ by

Betragt nu polynomiet c(x) = a(z) — 22" ""b(z). deg c(x) <n
idet det forste led af polynomiet, vi traekker fra, er lig a,x",
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og alle andre led har lavere grad end n. Vi kan da bruge in-
duktionsantagelsen til at sige, at der findes polynomier ¢;(z)
og r(z), sa

c(x) = q()b(x) + r(z),
hvor r(z) =0 eller degr(z) < degb(x).

Lad nu ¢(z) = qi(z) + §=2"™™, da har vi

a(x) = q(x)b(z) + r(z),
hvor r(x) =0 eller degr(x) < degb(z),
som gnsket.

Beviset for ovenstaende saetning er ikke-konstruktivt. Det forteel-
ler os ikke, hvordan vi foretager euklidisk division med polynomier.
Vi illustrerer en metode (kaldet polynomiumsdivision) med en raekke
eksempler.

Eksempel 3.10. Lad os starte simpelt og lave division med a(z) =
2?2 —1o0g b(z) = z—1 (f.eks. i Q[x] eller R[z]). I polynomiumsdivision
starter man med at skrive problemet op saledes:

x—l) 2 -1

Polynomiet til venstre er det, man deler med. Nu ser vi pa leddet af
hgjeste grad i polynomiet til venstre, nemlig x. Dette led deler 22 x
gange, sa vi skriver x over stregen:

. *r
x—l) x? —1

Vi traekker nu x(z — 1) = 2? — z fra polynomiet under stregen.
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T

r—1) z? -1
— 2+

r—1

Da z? — 1 — (z*> —x) = x — 1, skrives dette under stregen. Vi starter
nu processen forfra og ser, hvor mange gange = gar op i z, nemlig én
gang. Derfor tilfgjes +1 over stregen.

r+1

r—1) z? -1
-2t +ux

r—1

Vi trackker nu 1 - (z — 1) fra og far

r+1

z—1) a? -1
-2’4z

r—1

—x+1

0

Da 0 har lavere grad end x — 1, stopper processen. Vi kan nu aflaese
svaret pa folgende made: Det sidste polynomium, altsa 0, er resten.
Polynomiet over stregen, altsa x + 1, er kvotienten. Dermed har vi

P +1=(z+1)(z—1)+0.
Dette er ogsa nemt at verificere med handkraft. o

Eksempel 3.11. Vi tager et lidt sveerere eksempel. Lad a(x) =
23 + 4z + 2 og b(x) = x — 3. Vi opskriver problemet:

x—?)) x3 +4x +2
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2

x deler x® 2 gange, s& vi noterer 2% over stregen.

1'2

x—3) x3 +4x +2

Vi traekker nu 2?(x — 3) = 23 — 322 fra og far

2

T
x—?)) x3 +4x +2
— 23 + 322
3x? +4zx

Vi gentager og ser, at x deler 32 3x gange. 3z tilfgjes altsd over
stregen, og vi far

r? + 3x
x—?)) 3 +4xr +2
— 23 + 322
322 +4a

Vi traekker 3z(z — 3) = 32? — 9z fra og far

r? + 3x
x—3) 2’ +4x +2
— 2% + 322
322 +4a
— 322 +9x
13z +2

x deler 13x 13 gange, sa 13 tilfgjes over stregen.

r? +3z+13
x—S) 3 +4xr +2
— 2% + 322
3r?% +4x
— 3722 +9x

13z +2
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13(x — 3) = 13 — 39 traekkes fra, og vi far den endelige opskrivning

r? +3z+13
x—3) 3 +4x +2
— 23 + 322
3r? +4x
— 3722 +9x
13z +2
— 132 + 39
41

Da 41 har grad lavere end x — 3, stopper processen, og vi har det
endelige svar

2?4+ 4x + 2 = (2° + 3z + 13)(x — 3) + 41.

Euklids algoritme

I kender Euklids algoritme fra talteori. Den preecist samme frem-
gangsmade fungerer i alle euklidiske ringe. Vi beskriver fgrst algorit-
men formelt, og derefter giver vi nogle eksempler og nogle teoretiske
konsekvenser af den. Fgrst er vi dog ngdt til at definere en stgrste
feelles divisor i generelle ringe.

Definition 3.12. Lad R veere en ring og a,b € R med b # 0.

o b kaldes en divisor i a, hvis der findes et ¢ € R, sa a = bc. Vi
skriver i sa fald b | a. I dette tilfeelde kaldes a ogsa et multiplum
af b.

o En storste felles divisor for a og b er et element d € R, sa d | a
og d | b, og hvis d’ € R er et andet element med d' | a og d’ | b,
da vil ' | d. Vi betegner en sterste feelles divisor med ged(a, b).
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Bemeaerk, at vi skriver en storste feelles divisor og ikke den storste
feelles divisor. En stgrste feelles divisor behgver ikke at veere unik.
Faktisk er den det ret sjeeldent! Et simpelt eksempel er, at bade 2
og —2 er storste feelles divisorer for 4 og 6 i Z. Mere generelt kan vi
lave folgende observation.

Proposition 3.13. Hvis a,b € R og d er en stgrste feelles divisor
for a og b, da er ud for u en enhed ogsa en storste feelles divisor for
a og b.

Bewis. Dette folger direkte af, at d deler et element ¢ € R hvis og kun
hvis ud ggr det. Vi kan nemlig bemeerke, at ¢ = de = ud(u~'e). W

Den mere interessante implikation gar den anden vej. Den viser
sig at geelde i et integritetsomrade.

Proposition 3.14. Lad R vere et integritetsomrade og a,b € R.
Hvis bade d og d' er storste feelles divisorer, da er d = ud' for en
enhed u. Specielt er dR = d'R.

Bewvis. Lad bade d og d’ veere storste feelles divisorer for a og b. Da d
er en storste feelles divisor, méa d' | d, dvs. der findes ¢ € Rsa d = cd'.
Analogt findes e € R, s d = ed. Dermed har vi d = ced, altsa
d(1—ec) = 0. d # 0 per antagelse, sa idet R er et integritetsomrade,
ma ec = 1, sa e og ¢ er enheder, hvilket viser fgrste udsagn. Den
anden del er vist i opgave 6.21. |

Fglgende lemma er vigtigt ift. at bevise korrekthed af Euklids
algoritme.

Lemma 3.15. Lad a,b € R, hvor R er euklidisk, og b # 0. Foretag
euklidisk division og skriv

a=qb+r.

Da er ged(a, b) = ged(b, r).
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Bevis. Lad d veere en storste feelles divisor for a og b, d’ en storste
feelles divisor for b og r. Da d’ deler b og r, ma d’ ogsa dele gb+r = a.
Altsé er d' en divisor i bade a og b, sa d' | d. Omvendt, da d deler
aogb, maddelebogr=a—bqg sad|d. Altsa er d = ud’ for en
enhed u, hvilket viser det gnskede. |

Lad os nu gennemga Euklids algoritme. Lad R veere euklidisk og
a,b € R. Foretag euklidisk division iterativt

a = qob + 1o
b=aqro+r:

o = Q271 + 72

Th—2 = (qnTn-1+7Tn

Tn—1 = Qn+1Tn,

hvor r,, er den sidste ikke-nul rest. Fglgende seetning forteeller os, at
Euklids algoritme finder en stgrste feelles divisor.

Saetning 3.16. Lad R veere en euklidisk ring og a,b € R med b # 0.
Lad d = r,, altsa den sidste ikke-nul rest i Euklids algoritme anvendt
pa a og b. Da er d en stgrste feelles divisor i a og b.

Bevis. Viskal forst vise, at algoritmen terminerer (afslutter). Hvis N
betegner den anvendte norm pa R, da har vi N(rg) > N(r1) > ---,
og da disse er ikke-negative heltal, kan denne sekvens ikke fortsaette
for evigt, altsa ma algoritmen terminere. At r,, er en stgrste feelles
divisor fglger ved at benytte Lemma 3.15 iterativt:

ged(a,b) = ged(b, 7o) = ged(r1,r) = -+ = ged (1, 0) = 7.
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Eksempel 3.17. Betragt a = 68 og b = 12 i Z. Vi benytter Euklids
algoritme

68 =5-12+8
12=1-844
8=2.4
sa ged(68,12) = 4. o

Eksempel 3.18. Betragt Q[z] eller R[z]. Vi gnsker at bestemme
ged(xt + 223 — 2 + 2,22 + 4). Vi benytter Euklids algoritme

vt +22° —x +2= (2> +22 — 4)(z* +4) + (-9 + 18)

9 9
—9x + 18 ——x—l—g 8
S\ 87 4

Dermed er ged(z* + 223 — o + 2,22 + 4) = 8. Bemeerk, at 8 er en
enhed, si faktisk kunne vi lige sd godt have skrevet ged(z* + 223 —
r+2,224+4)=1. o

Der er en elegant sammenhaeng mellem idealer og stgrste feelles
divisorer.

Saetning 3.19. Lad R veere en euklidisk ring, a,b € R med b # 0
og d en stgrste faclles divisor fra Euklids algoritme for a og b. Da er

dR = aR + bR,
specielt eksisterer der z og y i R, sa
ar + by = d.

Bevis. Vi skal vise to inklusioner. Vi viser forst aR + bR C dR. Idet
d|aogd]|b, mader findes c,e € R sa a = dc og b = de. Dette
betyder, at aR C dR og bR C dR, hvilket medfgrer aR + bR C dR.
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Vi skal nu vise den anden inklusion, nemlig dR C aR 4+ bR. Her er
det tilstreekkeligt at vise, at d € aR 4 DR, altsa at d = ax + by for
passende z,y € R. For at vise dette, benytter vi Euklids algoritme.
Vi har d = r,_o — q,rn—1 0g ved at treevle algoritmen op bagfra
(formelt ville man bruge induktion) kan vi skrive enhver rest ud fra
de tidligere rester, indtil vi nar a og b. Dermed har vi skrevet d pa
formen d = ax + by. ]

Bemaerkning 3.20. For Z kaldes ovenstaende resultat som regel
Bezout’s identitet.

Eksempel 3.21. Betragt a = 136 og b = 48. Vi gnsker at bestemme
en storste feelles divisor d og x,y € Z, sa d = 136x + 48y. Fgrst
benytter vi Euklids algoritme

136 =248 4+ 40
48 =1-40+38
40 =5-8.

Vi ser, at d = ged(136,48) = 8. Vi traevler nu algoritmen op bagfra
8 =48 —40 = 48 — (136 — 2-48) =48 - 3+ 136(—1),
sa vi kan veelge v = —1,y = 3. o

Tilfzeldet, hvor ged(a,b) er en enhed fortjener sit eget navn.

Definition 3.22. Lad R vare en euklidisk ring. a og b kaldes ind-
byrdes primiske, hvis 1 er en stgrste feelles divisor.

Vi ser, at a og b i en euklidisk ring R er indbyrdes primiske hvis
og kun hvis aR+bR = R. Med andre ord, hvis alle ¢ € R kan skrives
pa formen ¢ = ax + by for z,y € R.

Eksempel 3.23. 1 et tidligere eksempel viste vi, at % + 223 — 2 4 2
og x? + 4 er indbyrdes primiske i Q[z] (eller R[x]). o
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4 Faktorisering og klassifikation af

ringe

Irreducible elementer og primelementer

I heltallene Z ved vi, at vi kan faktorisere alle elementer (bortset fra
0, 1 og —1) til et produkt af primtal. Dette resultat kaldes Aritmetik-
kens fundamentalsetning. Vi skal nu se, hvordan dette koncept kan
generaliseres til ringe (specifikt integritetsomrader) udover Z.

Definition 4.1. Lad R veere et integritetsomrade.

o Lad a € R vere forskellig fra 0 ikke en enhed. a kaldes irre-
ducibel, hvis a = bc for b,c € R medfgrer, at b eller ¢ er en

enhed.

o Et ikke-nul element p € R kaldes et primelement, hvis pR er
et primideal.

e Hvis a = ub for b € R og en enhed u, da kaldes a og b associe-
rede.

Skrevet ud i detaljer siger definitionen, at p er et primelement
hvis det for a,b € R og p | ab geelder, at p | a eller p | b. Hvad er
forskellen pa et primelement og et irreducibelt element? I dette forlgb
er der faktisk ingen forskel, men det tager lidt arbejde at se hvorfor.
Vi starter med at vise, at et primelement altid er irreducibelt. Den
anden implikation kan findes i det supplerende materiale.

Proposition 4.2. Lad R vere et integritetsomrade. Hvis p € R er
et primelement, er p irreducibelt.

Bevis. Lad p veere et primelement, og antag p = ab for a,b € R. pR
er et primideal, og ab = p € pR, sd a € pR eller b € pR. Vi kan uden
tab af generalitet antage a € pR, sa a = pc for et ¢ € R. Da har vi
altsd p = pcb og altsa p(1 —cb) = 0. p #0,sa4 1 —cb =0 (fordi R er
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et integritetsomrade) svarende til c¢b = 1. Altsa er b en enhed, og vi
konkluderer, at p er irreducibelt. |

Definition 4.3. Et integritetsomrade R kaldes faktoriel eller UFD,
hvis ethvert element a € R, som ikke er nul eller en enhed, kan
skrives som et produkt af irreducible elementer p;,

a =DP1" " Dn;

og denne opskrivning er unik, hvis man ser bort fra associerede. Med
andre ord, hvis a = ¢q; - - - ¢,n, hvor ¢; er irreducible, da er n = m, og
pi er associeret til et g; for alle 7.

UFD kommer fra den engelske betegnelse for faktoriel, nemlig
unique factorization domain.

Eksempel 4.4. For at illustrere hvordan definitionen skal forstas,
se da pa Z (vi skal se, at Z er faktoriel om ikke sé leenge). Bemeerk,
at a og b i Z er associerede netop hvis a = +b, altsa er a og b kun
afviger med et fortegn. Definitionen siger her konkret, at vi f.eks.
ikke skelner mellem de to faktoriseringer

6=2-3 og 6=(—3)(-2).

Godt nok er de forskellige, men de er essentielt set det samme. Der
kan kun veere forskelle ift. raekkefglgen og eventuelle fortegn. o

Eksempel 4.5. Lad os se et eksempel, hvor unikheden er mindre
oplagt. Se pa ringen Q[x] (som ogsa viser sig at vaere faktoriel) og
elementet 22 — 1. Vi har tidligere set, at vi kan faktorisere 2% — 1 som

2 —1=(x—1)(z+1).

Men vi kunne lige s& godt have skrevet

1
2t —1= 5(g; —1)2(z + 1).
Dog skelner vi ikke mellem disse to faktoriseringer, da 3(z — 1) er

associeret til z — 1, eftersom % er en enhed. Ligeledes er 2(z + 1)

associeret til « + 1. o
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Indtil videre har vi ikke verificeret, at ovenstaende eksempler fak-
tisk er faktorielle ringe. Vi venter med dette til senere, hvor vi gen-
nemgar de ngdvendige teoretiske veerktgjer. Vi skal nu se pa nogle
teknikker til at faktorisere, hvor vi fokuserer pa polynomiumsringe
K|[z], hvor K er et legeme.

Faktorisering i polynomiumsringe

Faktorisering af polynomier af grad to eller tre viser sig at vaere
forholdsvist nemt. Her kommer polynomiumsdivision ogsa i spil. For
to polynomier p(x) og q(z) siger vi, at q(x) er en faktor i p(z), hvis

q(x) | p(x).

Proposition 4.6. Lad K vere et legeme og p(z) € Klz|. v — a er
en faktor i p(x) hvis og kun hvis p(a) = 0.

Bevis. Antag, at x —a er en faktor i p(z) og skriv p(z) = (x —a)q(z).
Da har vi p(a) = (a — a)g(a) = 0 som gnsket. Antag omvendt, at
p(a) = 0. Foretag polynomiumsdivision med = — a og skriv

p(z) = q(z)(x —a) +r(2)

hvor degr(z) < deg(x —a) = 1. Altsa er degr(x) =0, sa r(x) er et
konstant polynomium. Da p(a) = 0, har vi 0 = r(a), men idet r(x)
er konstant, ma r(z) = 0. Det folger, at x —a er en faktor i p(x) som
gnsket. n

Eksempel 4.7. Betragt 2? — 4 € Q[z]. Det er ikke sveert at se, at
xr =2 og x = —2 er rgdderne i polynomiet, s& x — 2 og x + 2 er
faktorer. o

Ovenstaende resultat gor os i stand til at afggre, hvornar poly-
nomier af grad to eller tre er irreducible.

Proposition 4.8. Lad K vere et legeme. Et polynomium af grad
to eller tre i K[z] er irreducibelt hvis og kun hvis det ikke har en rod
i K.
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Bewis. Lad p(z) € K[z] have grad to eller tre. Hvis p(z) har en rod
a, har det faktoren x — a, sa p(z) = (z — a)q(x) for et polynomium
q(z) af grad et eller to. Dermed har vi en faktorisering af p(x), sa
p(z) er ej irreducibelt. Antag omvendt, at p(x) ikke er irreducibelt,
og skriv p(x) = g(x)r(z), hvor deg ¢(x),degr(x) < degp(x). Da p(x)
har grad to eller tre, skal enten ¢(x) eller r(z) have grad et. Antag
uden tab af generalitet, at ¢(z) har grad et, altsa ¢(x) = axz + b. Da
er

p(z) = (ax + b)r(z) = (z + ba™") ar(z),

og vi ser, at —ba~! er en rod i p(x). |

Eksempel 4.9. x? — 27 € Q[z] er ¢j irreducibelt, da = 3 er en
rod. 2 + 1 er irreducibelt i Q[z], eftersom det ikke har nogle redder

iQ. o

Eksempel 4.10. Resultatet kan kun bruges pa polynomier af grad
to eller tre. Se f.eks. pd 2% + 222 + 1 € Q[z]. Dette polynomium kan
skrives som

' +22° + 1= (2* +1)%
sa det er ikke irreducibelt, men det har ingen rgdder i Q. o

Hvordan bestemmer man rgdder i polynomier? For andengrads-
polynomier kan man bruge den saedvanlige lgsningsformel, men hvad
hvis graden er hgjere end to? Som regel er det faktisk en god strategi
at gaette sig frem. Folgende resultat forteeller en, hvordan man kan
geette smart i tilfeeldet med p(x) € Z[x].

Proposition 4.11. Lad p(z) = a,2" + - - - + a12 + a¢ € Z[z|. Hvis
a/b € Q er en forkortet brgk, og a/b er en rod i p(x), da vil a | ag og
b|ay,.

Bewvis. Vi har per antagelse

a\" a
Ozp(a/b):an<g> +"'+CL15+CLO.



202 KAPITEL 3. RINGTEORI

Ganges igennem med b" fas
0=a,a" + -+ aab™ 4+ apb".

Da a deler begge sider samt alle led pa hgjre side udover agb™, ma a
ogsa dele apb™. Da a og b er indbyrdes primiske, ma a dele ag som
gnsket. P& praecist samme made ses, at b | a,. ]

Eksempel 4.12. Betragt 2> — x + 3 € Q[z]. Per forrige proposition
er +3 og +1 de eneste mulige rgdder i Q. Vi har 32 — 3 + 3 = 27,
(=3)*—(=3)+3 = —-21,1°~1+3=30g (—1)*-1+3 = 1,sd 23 —2+3
har ingen rationale rgdder. Dermed er 23 — x + 3 irreducibelt. o

Eksempel 4.13. Lad os vise, at v/2 er irrational, altsa at /2 ikke er i
Q. Polynomiet 22 —2 har v/2 som rod. Ifslge ovenstaende proposition
er de eneste mulige rationale rgdder +1 og 42, men ingen af disse
er rodder i polynomiet. Altsa kan v/2 ikke veere rational. o

Vi giver endnu et kriterium for irreducibilitet, som til tider kan
kraeve lidt kreativitet at benytte.

Proposition 4.14 (Eisensteins irreducibilitetskriterium). Lad
R veere et integritetsomrade og P et primideal. Betragt et polyno-
mium p(z) = 2" + a,_ 12" + - - ayx + ag, hvor a,_1,...,a;,a9 € P
og ap & P2 Da er p(z) irreducibel i R[z].

Bevis. Antag for modstrid, at p(z) er reducibel (ikke irreducibel),
og skriv p(x) = q(z)r(x), hvor ¢(z) og r(z) er ikke-konstante po-
lynomier. Grundet vores antagelser om koefficienterne far vi z® =

p(z) = q(z)r(z) i (R/P)[z]. Fordi (R/P)[z] er et integritetsomréde

(thi P er et primideal), ma konstantleddene for ¢(z) og r(x) begge
veere nul (overvej). Men det svarer til, at konstantleddene i g(z) og
r(x) begge er i P. Idet konstantleddet i p(x), ag, er produktet af kon-
stantleddene i ¢(x) og r(z), ma ag € P%, men dette er en modstrid.
Vi konkluderer, at p(z) er irreducibel. |

Tilfeeldet med Z|x] er sa typisk, at vi lader det fa sit eget korollar.
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Korollar 4.15. Lad p veere et primtal i Z og q(z) = 2" +a,_12" '+
< +ayr+ag € Zlz], hvor p | a; for allei = 0,1,...,n—1, men p* { ao.
Da er ¢(x) irreducibel.

Bevis. Brug forrige proposition med R = Z[x], P = pR. |

Eksempel 4.16. Betragt polynomiet 28 +4x7 +122° — 3823 +102% —
8z + 6 € Z[z]. Vi ser, at primtallet 2 deler alle koefficienter bortset
fra den fgrste, og 2 deler kun 6 én gang. Dermed er polynomiet
irreducibelt. o

Folgende seetning giver en nyttig sammenhang mellem polynomi-
er med heltalskoefficienter og polynomier med rationale koefficienter.

Proposition 4.17. Lad p(z) € Z[z]. Hvis p(z) er irreducibelt i Q[z],
er p(r) det ogsa i Z[z].

Bevis. Dette resultat er et specialtilfeelde af et resultat kaldet Gauss’
lemma. Se [8] Proposition 5 pa side 303 for et elementeert bevis. W

Eksempel 4.18. Har polynomiet z* + 10z* + 15 nogle rgdder i Q?
Ved at bruge Eisensteins kriterium med p = 5 ser vi, at polynomiet
er irreducibelt i Z[x]. Dermed er det ogsa irreducibelt i Q[z]| og har
altsa ingen rationale rgdder. o

Lad os give nogle eksempler pa, hvordan nogle konkrete polyno-
mier kan faktoriseres med de veerktgjer, vi har faet etableret.

Eksempel 4.19. Lad os faktorisere p(x) = 23 — 2? — 3z + 3 i Q[z].
Det er oplagt at tjekke for rgdder. Vi ser, at de mulige rationale
rgdder er +3 og £1. Prgver man sig frem, ser man, at 1 er en rod,
mens de andre muligheder ikke er. Altsa er x — 1 en faktor. Vi bruger
nu polynomiumsdivision med x — 1 og far
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z? -3

r—1) z%—2?—3z+3
— a3 2

— 3z +3

3r — 3

0

hvoraf vi har 23 — 22 — 3z + 3 = (z — 1)(2? — 3). 22 — 3 ses at veaere
irreducibelt (f.eks. per Eisenstein), sa dette er altsa faktoriseringen
af 23 — 22 — 3x + 31 Q[z]. o

Eksempel 4.20. Lad os faktorisere z* — 23 — 522 — x — 6 i Q|x].
Igen kan vi tjekke for rationale rgdder. Alle mulige rationale rgdder
er £1, +2, 43 og +6. Ved at seette ind i polynomiet far vi, at —2
og 3 er rgdder. Dermed er = + 2 og x — 3 faktorer. Vi laver nu
polynomiumsdivision med x + 2:

22 —322 +2—-3

x+2) xt — a3 —bx? —x—6

— gt — 293
— 323 — ba?
323 + 622
2 —x
— 2% - 22
—3xr—6
3z +6

0

Dermed har vi 23 —32%+2—3 = (2+2) (23— 32*+2—3). Da 3 ogsd er
en rod, mé z—3 veere en faktor i 23 —32?+x—3. Polynomiumsdivision
giver z3 —32?+x —3 = (x+2)(z—3)(z*+ 1), hvilket er den endelige
faktorisering. o

Eksempel 4.21. Lad os tage et andet eksempel end Q[z]. Betragt
p(r) =23+ 22+ +1iZ/27Z]x]. Bemeerk, at Z/27 er et legeme, da
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2 er et primtal. Der er kun to elementer i Z/27Z, nemlig 0 og 1 (vi
undlader her at skrive stregen over elementerne). Vi har

p()=14+1+1+1=0,

sa 1 er en rod. Dermed er x — 1 = x + 1 en faktor. Polynomiumsdi-
vision giver

x? +1
r+1) 2d+a2?+x+41
— 73 — 22
x+1
—xz—1

0

sd ¥+ a2 +x+1=(x+1)(2*+1). Bemeerk, at 1 er en rod i 22 +1,
s& 22+ 1 er reducibelt. Man kan udfgre polynomiumsdivision igen og
se, at (r+1)? = 2?41, s& den endelige faktorisering af z3 + 22 +z+1
er

P tr+l=(x+1)>

Klassifikation af ringe og opsamling

Vi har set flere slags ringe undervejs i forlgbet. Vi har primeert arbej-
det med integritetsomrader, og vi har studeret nogle serlige typer
integritetsomrader, nemlig euklidiske ringe, faktorielle ringe og lege-
mer. Vi har set, at legemer er euklidiske, men hvad mere kan vi sige?
I dette afsnit skal vi seette system i de forskellige ringe, vi har set.

Definition 4.22. En ring R kaldes et hovedidealomrade eller et PID,
hvis alle idealer er hovedidealer, altsa hvis alle idealer er pa formen
aR for et element a € R.
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PID er den engelske betegnelse for et hovedidealomrade. Det er
en forkortelse for principal ideal domain. Pa engelsk hedder et hove-
dideal et principal ideal. Det viser sig, at hovedidealomrader er den
type ring, der forbinder euklidiske ringe med faktorielle ringe.

Proposition 4.23. En euklidisk ring er et hovedidealomrade.

Bevis. Lad R veere en euklidisk ring med norm N. Lad [ veere et ide-
al. Husk, at NV antager veerdier i NU{0}, som er begraenset nedadtil.
Vi kan dermed finde et element a € I med minimal norm, altsa hvor
N(a) er mindst blandt alle N(b), hvor b € I. Lad nu b € [ veere
arbitraer. Foretag euklidisk division

b=ga+r, hvor r=0 eller N(r) < N(a).

Hvis » # 0, ma N(r) < N(a). Idet r = b — aq € I, har vi altsa
bestemt et element i [ med norm strengt mindre end normen af a.
Dette er en modstrid, og dermed ma b = ga € aR. Da b var arbitreer,
ma I C aR. Den anden inklusion er triviel, og dermed er I = aR,
hvilket beviser saetningen. [

Saetning 4.24. Et hovedidealomrade er faktoriel.
Bevis. Se det supplerende materiale. |

Korollar 4.25 (Aritmetikkens fundamentalssetning). Z er fak-
toriel.

Bewvis. Vi har tidligere vist, at Z er euklidisk. Dermed er Z ogsa et
hovedidealomrade per ovenstaende proposition. Men da er Z faktoriel
per seetningen. ]

Vi har nu et hierarki for ringe som fglger:

R er et legeme = R er euklidisk = R er PID
= R er UFD = R er et integritetsomrade
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Ingen af disse implikationer er biimplikationer. Vi har allerede set,
at Z er euklidisk, men ikke et legeme (andre eksempler er K[x], hvor
K er et legeme). De andre manglende biimplikationer krzever lidt
mere forklaring.

Saetning 4.26. Lad R veere en ring. Da er R faktoriel hvis og kun
hvis R[z] er det.

Bewvis. Se Theorem 7 pa side 304 i [8]. |

Eksempel 4.27. Betragt Z|x]. Per ovenstaende saetning er Z[z] fak-
toriel, da Z er det. Dog er Z[xz] ikke et hovedidealomrade. Vi vi-
ser dette ved at vise, at 2Z[x] 4+ 2Z|x] ikke er et hovedideal. Antag
for modstrid, at 2Z[x| + 2Z[x] = p(x)Z]z] for et p(z) € Z[x]. Da
2 € p(z)Z[x] ma p(x) | 2. Men dette er kun muligt hvis p(x) = +1 el-
ler p(z) = 2. Vi kan udelukke p(z) = £2, da p(z) |  ogsa. Dermed
skal p(z) = £1, og altsa skulle vi have 27Z[z] + 2Z[z] = Z[zx]. Specielt
skal det veere muligt at skrive 1 = 2a(z)+xb(z) for a(x),b(z) € Z[z].
Men indsaetter vi 0, far vi 1 = 2a(0), altsa a(0) = 1/2, hvilket er umu-
ligt, da a(z) har heltalskoefficienter. Vi har altsa en modstrid, og vi
konkluderer, at 2Z[z] + RZ|x] ikke er et hovedideal. o

Eksempel 4.28. Betragt ringen

Z[V—=5] = {a +bV/=5 | a,b € 7},

2

hvor /=5 er et element, som opfylder /=5~ = —5. Addition og mul-
tiplikation er defineret som saedvanligt. Vi lader lseseren overbevise
sig selv om, at Z[v/=5] er lukket under addition og multiplikation,
og at Z[v/—5] opfylder alle reglerne for en ring. Z[y/—5] ses at veere
et integritetsomrade, men Z[y/—5] er ikke UFD. Dette kan ses ved,
at vi har

6=2-3=(1++v-5)(1—-+-5),

og disse faktoriseringer viser sig at veere forskellige forstaet pa den
made, at de to elementer pa den ene side er ikke associeret til nogle
af dem pa den anden side. o
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Den vakse leeser vil se, at vi mangler ét modeksempel. Vi mangler
et hovedidealomrade, der ikke er euklidisk. Man kan give et forholds-
vist elementeaert eksempel, men det kreever meget arbejde at vise, at
det er PID, men ikke euklidisk. Vi overlader det til laeseren at un-

dersgge denne sag.
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5 Supplerende materiale

Noetherske ringe og et bevis for saetning 4.24

Da vi klassificerede ringe, kom vi ind pa hovedidealomrader, hvori
alle idealer var frembragt af ét element. En mindre streng tilgang
ville veere at kraeve, at alle idealer var frembragt af et endeligt antal
elementer. Alle ringe, man stgder pa i praksis, har denne egenskab.
Forst skal vi dog definere, hvad det vil sige at frembringe et ideal i
helt generel forstand.

Definition 5.1. Lad R veere en ring og A C R en delmaengde. Da
betegner

AR = {CL17‘1 + - apTh ’ a; € A,Tz‘ S R,n € N}
idealet frembragt af A i R.

Definitionen siger, at AR bestar af alle elementer, der kan skrives
som en endelig sum pa formen a;r,+- - - a,r,, hvor a’erne kommer fra
A, og r’erne kommer fra R. Bemeerk, at summen kan veere arbitraert
stor, men ikke uendelig.

Definition 5.2. En ring R kaldes noethersk, hvis enhver voksende
keede af idealer
LCILLC..

terminerer, dvs. der findes et N € N, sa I,, = Iy for alle n > N.

Noetherske ringe er opkaldt efter den tyske matematiker Emmy
Noether. Fglgende saetning karakteriserer noetherske ringe.

Saetning 5.3. Folgende udsagn er aekvivalente for en ring R:

(i) R er noethersk.

(ii) Alle idealer i R er endeligt frembragte. Med andre ord, ethvert
ideal i R er pa formen a1 R+ ---a,R.
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Bevis. Vi viser forst, at (i) medferer (ii). Antag, at R er noethersk,
og lad I veaere et ideal. Lav nu en kaede af idealer som fglger: Veelg
et vilkarligt a; € I. Hvis I} = a1 R = I, er vi feerdige. Ellers ma der
findes et as € I, men as ¢ ayR. Seet da Io = a1 R + asR. Gentag nu
processen igen og igen, sa vi far I; C I, C .... Per antagelse stopper
denne process efter et endeligt antal trin, n. Davil I = a; R+ - - a, R,
og I er endeligt frembragt som gnsket. Vi viser nu, at (ii) medforer
(i), sa antag at alle idealer i R er endeligt frembragte. Lad

LCLC..

veere en voksende kaede af idealer. Vi lader laeseren vise, at i dette
tilfeelde vil U32, I; veere et ideal. Dermed er

o0

UL=aR+ -a.R

=1

for nogle a; € R per antagelse. Men alle disse a; ma ligge i et bestemt
ideal Iy i keeden, eftersom vi kun har endeligt mange af dem, og
keeden er voksende. Dermed har vi I,, = Iy for alle n > N som
gnsket. ]

Korollar 5.4. Et hovedidealomrade er en noethersk ring.

Bevis. Alle idealer i et hovedidealomrade er endeligt frembragte, da
de per definition er frembragt af ét element. |

Eksempel 5.5. Z,Q, R, Q[z]| og R[x] er noetherske ringe. o

Der findes ogséa noetherske ringe, der ikke er hovedidealomrader.
Folgende saetning tillader os at konstruere nye noetherske ringe ud
fra gamle.

Saetning 5.6. Antag, at R er en noethersk ring.
1. R/I er noethersk for ethvert ideal I i R.

2. R[z] er noethersk. Dette resultat kaldes Hilberts basissatning.
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Bevis. Beviset for fgrste punkt overlades til laeseren. Andet punkt er
Theorem 7.5 i [9], hvor der findes et bevis. |

Eksempel 5.7. Vi har tidligere set, at Z[x] ikke er PID. Dog er Z|x]
noethersk per Hilberts basissetning. o

Eksempel 5.8. Betragt ringen S = Rz, x9,...] (R er ikke nul-
ringen), altsa en polynomiumsring i uendeligt mange variable. Denne
ring er ej noethersk, da vi har en kade

33'15 Q fﬂlS + iL'QR g ey
og denne kaede terminerer aldrig. o
Vi vil nu bevise saetning 4.24, nemlig at et PID er UFD.

Lemma 5.9. I et hovedidealomrade er et element irreducibelt hvis
og kun hvis det er et primelement.

Bevis. T alle integritetsomrader er et primelement irreducibelt, se
proposition 4.2, sa vi skal kun vise den anden implikation. Lad p
veere irreducibelt. Vi skal vise, at pR er et primideal. Vi ggr dette
ved at vise, at pR er et maksimalideal. Antag, at M er et ideal, der
indeholder pR. M = mR for et element m, da R er PID. Altsa har
vi p = am for et a € R. Men p er irreducibel per antagelse, sa a eller
m er en enhed. Hvis a er en enhed, er pR = M. Hvis m er en enhed,
er M = R. Altsa er det kun R og pR selv, der indeholder pR, hvilket
viser, at pR er et maksimalideal. |

Beuvis for setning 4.24. Lad R veere et hovedidealomrade, og lad a €
R veere et element forskelligt fra 0, som ikke er en enhed. Vi viser
fgrst, at a kan skrives som et produkt af irreducible elementer. Hvis a
er irreducibel, er vi faerdige, sa antag, at det ikke er tilfaeldet. Da kan
vi skrive a = ayas, hvor hverken a; eller as er en enhed. Hvis a; og as
er irreducible er vi feerdige, sa antag, at a; ikke er irreducibel. Da kan
vi skrive a1 = aj1a12, hvor hverken aq; eller aq5 er irreducible. Vi kan
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gentage denne procedure igen og igen og opna en strengt voksende
keede af idealer
aR g CLlR Q CL11R Q

Da R er noethersk, ma denne keede terminere efter endeligt mange
skridt, og dermed har vi vist, at vi kan skrive a som et produkt af
irreducible elementer. Nu skal vi vise, at opskrivningen essentielt set
er unik. Antag derfor, at vi har to opskrivninger af a som et produkt
af irreducible elementer,

P1Pn=0a=4d1" " "Qm-

Da p; deler venstresiden, deler p; ogsa hgjresiden. p; er et prime-
lement per ovenstiaende lemma, og dermed ma p; dele mindst ét af
g; erne. Ved om ngdvendigt at sendre nummereringen, kan vi anta-
ge, at py deler ¢;. Per irreducibilitet, ma p; og ¢; veere associerede,
q1 = up;. Da vi er i et integritetsomrade, kan vi fjerne p; fra begge
sider og fa
P2 Pp = UG G-

Gentager vi proceduren igen og igen, er det klart, at der er lige mange
faktorer pa hver side, og at de er associeret til hinanden som gnsket.
Beviset er dermed feerdigt. |

Leeg meerke til, hvordan sidste del af beviset (omkring unikhed)
minder meget om beviset for aritmetikkens fundamentalssetning i
talteori.

Perspektiver og videre laesning

Kapitel 7-9 i [8] omhandler ringteori, og flere af beviserne er fra
disse kapitler. En anden mere beregningsfokuseret tilgang kan findes
i kapitel 9 af [10]. Nar man har fiet styr pa basal ringteori, kan
man ga i flere retninger. En af disse er kommutativ algebra, hvor
[9] er en fantastisk introduktion, der ogsa er velegnet til selvstudie.
Hvis laeseren er blevet interesseret i de gaussiske heltal, der blev
introduceret i en rackke opgaver, er [11] en god kilde.
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6 Opgaver

Opgaver til introduktion

Opgave 6.1:

Diskutér folgende begreber med din sidemakker. Kom med mindst
ét eksempel til hvert begreb. Det er selvfglgelig tilladt at kigge i
kompendiet undervejs.

1) Kompositionsregel
2) Ring

3) Enhed

4) Nuldivisor

5) Integritetsomrade
6) Legeme

7) Produktring

8) Ringhomomorfi

Opgave 6.2:
Betragt ringen R x Z[z].

1) Find en nuldivisor i denne ring.
2) Find en enhed (udover (1,1)) i denne ring.

Opgave 6.3:
Lad R veere en ring og u en enhed. Bevis, at —u er en enhed (hvor
—u=(—1)-u).

Opgave 6.4:
Lad R vere en ring, som ikke er nulringen. Overvej, om R x R kan
veere et integritetsomrade.

Opgave 6.5:

Lad R veere en ring og betragt (a,b) € R x R. Hvad skal geelde om
a og b for, at (a,b) er en enhed? Hvad skal geelde om a og b for, at
(a,b) er en nuldivisor?
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Opgave 6.6:

Betragt maengden R = {f : [0,1] — R | f er en funktion}, altsa
mangden af alle funktioner fra [0, 1] til R. For f, g € R definerer vi
f+ g og fg til at veere funktionerne givet ved

(f +9)(@) = f(z) +9(z), (f9)(x) = f(z)g(x).

1) Overbevis dig selv om, at R er en ring med de givne regneope-
rationer. Lad f(z) = cosz og g(x) = 2x + €”. Bestem funktionerne
f+go0gfg.
2) Lad f € Rmed f(x) # 0 for alle z € [0,1]. Vis, at f er en enhed.
Hvad er f=1?
3) Antag, at f € R opfylder f(xo) = 0 for et zy € [0, 1]. Vis, at f er
en nuldivisor.

I resten af opgaven betragter vi for et fast a € [0, 1] atbildingen

Yo R—=R,  w,(f) = fla).

4) Lad i denne delopgave a = 0. Udregn ¢,(f) for hhv. f(z) = €”
og f(x) =x*+4x — 3.
5) Bevis, at ¢, er en ringhomomorfi (for alle valg af a).

6) Forklar med dine egne ord, hvad ker ¢, er.

Opgave 6.7:

Lad ¢ : R — S veere en ringhomomorfi.

1) Bevis, at ¢(0) = 0. [Vink: 0 = 0 + 0]

2) Bevis, at p(—a) = —p(a) for alle a € R.

Opgave 6.8:
Lad R,S og T veere ringe. Antag, at ¢ : R — Sog ¢ : S — T er
ringhomomorfier. Bevis, at 1) o ¢ : R — T er en ringhomomorfi.



6. OPGAVER 215

Opgave 6.9:

Lad R veere et integritetsomrade.

1) Bevis, at > = 1 medfgrer a = 1 eller a = —1. [Vink: Brug
omskrivningen a* — 1 = (a + 1)(a — 1)]

2) Giv et eksempel pa en ring R, s a* = 1, men a # 1, —1. [Vink:
produktringe]

Opgave 6.10:
Denne opgave er til dem, som kender til differentialregning. Betragt
polynomiumsringen R[z] og afbildingen ¢ : R[z] — R[z] givet ved

p(f(x) = f'(z).

Er ¢ en ringhomomorfi? Hvis ikke, opfylder den sa en af egenskaber-
ne?

Opgave 6.11:
I denne opgave introducerer vi en ring Z[i| kaldet de gaussiske heltal.
De er givet ved

Z[i| = {a +bi | a,b € Z},

hvor 72 = —1. Et eksempel pa et element kunne veaere 2 + 3i. Reg-
neoperationerne er praecist som med almindelige tal, man skal blot
huske, at 72 = —1.

1) Lad a = 2+ 3i og f = —1 + 4i. Vis ved udregning, at vi har
a+pB=1+7 og af=-—14+5i.

Hvis a = a + bi, definerer vi konjugationen af a som o* = a — bi.

2) Lad o = a + bi og B = ¢+ di veere elementer i Z[i]. Bevis, at
(af)* = a*B*. [Vink: regn venstre- og hgjresiden ud for sig og se, at
de er ens|

3) Definér normen N : Z[i] — N U {0} ved N(a + bi) = a® + b*.
Vis, at N(«) = aa*. Vis derefter, at N er multiplikativ, altsd at
N(apf) = N(a)N(B). Bemaerk, at vi ikke behgver, at a og b er heltal
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for at vise dette. Dette vil vi udnytte senere. [Vink: til sidste del er
det smart at bruge forrige delopgave]

4) Vi skal nu undersgge enhederne i Z[i]. Bevis, at « € Z[i] er en
enhed hvis og kun hvis N(a) = 1. [Vink: Hvis a,b € N med ab = 1,
daméa=0b=1]

5) Bevis, at enhederne i Z[i] er +1 og +i.

Opgave 6.12:
Lad R veere en ring.

1) Bevis, at delmaengden S = {(a,a) | a € R} er en delring af R x R.
2) Bevis, at S ~ R.

Opgave 6.13:
Lad R veere en ring. Et element a kaldes nilpotent, hvis der findes en
potens k, s& a* = 0. Antag, at a er nilpotent.

1) Bevis, at a = 0 eller at a er en nuldivisor.
2) Lad b € R veere vilkarlig. Vis, at ab er nilpotent.

3) Bevis, at 1+ a er en enhed. [Vink: Brug 1 — 2% = (1 —2)(1 + 2 +

Opgaver til idealer og kvotienter

Opgave 6.14:

Diskutér folgende begreber med din sidemakker. Kom med mindst
ét eksempel til hvert begreb. Det er selvfolgelig tilladt at kigge i
kompendiet undervejs.

1) Ideal (herunder hovedideal)
2) Kvotientring
3) Primideal

Opgave 6.15:
Hvilke af fglgende kvotientringe er legemer?

1) Z/AZ
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2) Z/11Z
3) 7/19Z
4) 7,/10Z

Opgave 6.16:
Er 22Q[z] et primideal i Q[z]? Er Q[z]/2*Q]z] et integritetsomrade?
Et legeme?

Opgave 6.17:
Betragt ringen Z/10Z. Elementerne i denne ring er 0,1, ...,9. For
hvert element herunder, bestem hvilken af 0,1, ...,9 det er lig.

Opgave 6.18:
Betragt kvotientringen Z/127Z.

1) Find alle enheder i denne ring.

2) Find alle nuldivisorer i denne ring.

Opgave 6.19:
Betragt kvotientringen Z/177Z. Denne ring er et legeme, thi 17 er et
primtal, og dermed har alle @ # 0 en (multiplikativ) invers.

1) Bestem den inverse til 3.

2) Bestem den inverse til 16.

Opgave 6.20:
Betragt kvotientringen Q[z]/I med I = (x*—2—2)Q[z]. Vis fglgende:

1) 23 =2+2
2) 27 = 422 + 5x + 2
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Opgave 6.21:
Lad R veere et integritetsomrade og a,b € R. Vis, at aR = bR hvis
og kun hvis a = ub for en enhed wu.

Opgave 6.22:
Hvad er idealet i 3Z + 5Z i Z lig?

Opgave 6.23:
Lad R veere en ring.

1) Bevis, at R er et integritetsomrade hvis og kun hvis {0} er et
primideal.

2) Bevis, at R er et legeme hvis og kun hvis {0} er et maksimalideal.

Opgave 6.24:
Lad I veere et ideal i en ring R. Bevis, at I = R hvis og kun hvis [
indeholder en enhed.

Opgave 6.25:

Lad ¢ : K — R veere en ringhomomorfi, hvor K er et legeme. Be-
vis, at ¢ enten er injektiv eller er lig nulafbildningen. [Vink: Benyt
Proposition 1.41, 2.7 og 2.8]

Opgave 6.26:
Lad R veere en ring og I et ideal. Delmaengden

VI={a€R|a" €I for et n € N}

kaldes radikalet af I.
1) Vis, at v/T er et ideal med I C /1.

2) I kaldes radikalt, hvis I = +/I. Bevis, at ethvert primideal P er
radikalt.

3) Giv et eksempel pa et radikalt og et ikke-radikalt ideal. Kan du
finde et radikalt ideal, der ikke er et primideal?
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Opgaver til euklidiske ringe

Opgave 6.27:

Diskutér folgende begreber med din sidemakker. Kom med mindst
ét eksempel til hvert begreb. Det er selvfolgelig tilladt at kigge i
kompendiet undervejs.

1) Norm

2) Euklidisk ring

3) Divisor

4) Sterste feelles divisor
5) Indbyrdes primiske

Opgave 6.28:
Brug Euklids algoritme til at bestemme en stgrste feelles divisor d af
245 og 65 i Z. Bestem herefter x og vy, sa d = 245z + 65y.

Opgave 6.29:
Foretag polynomiumsdivision med 22 + 2z + 5 og = — 3.

Opgave 6.30:
Vis, at Z = 177 + 90Z.

Opgave 6.31:
Bestem et d € Z, sa dZ = 777 + 126Z.

Opgave 6.32:
Bestem ged(2® + 22? — 3z + 4,z — 1) i Q[z] med Euklids algoritme.

Opgave 6.33:
Bestem ged (2! — 22% — 20 — 4, 2% — 4) i Q[z] med Euklids algoritme.

Opgave 6.34:
Denne opgave bygger videre pa opgave 6.11 omkring de gaussiske
heltal Z[i].

1) Lav opgave 6.11, hvis du ikke allerede har lavet den.
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I denne opgave vil vi vise, at Z[i] er euklidisk med normen N.
Vi vil faktisk vise, at for alle o, 5 € Z[i] findes v,p € Z[i] med
a =B+ p, hvor N(p) < (1/2)N(B).

2) Lad «, 8 € Z[i] med B # 0. Vis, at man kan skrive

o X 4 y .

- = —

B (8)  N(B)
for passende z,y € Z. [Vink: gang teeller og nsevner med %]
3) Per euklidisk division (i Z) kan vi skrive

r=NB)p+r, y=N(B)g+rs,

hvor ||, || < (1/2)N(B). Forklar hvorfor. [Vink: Husk, at vi har to
valg for kvotienten og resten, nar vi laver euklidisk division a = ¢b+r.
Hvis det ene valg af r ikke opfylder |r| < (1/2)b, hvad sa med den
anden?|

4) Vis ved udregning, at

7’1+7’2i

N(B)

=0+ g+

|

5) Vi definerer nu v = ¢; + ¢qoi. Vis, at

[Vink: Husk fra tidligere, at N(8) = 57|
6) Lad nu p = a — 7. Vi mangler at vise N(p) < (1/2)N(p). Ved
at tage normer har vi

Vis herfra, at N(p) < (1/2)N(p).
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Opgaver til faktorisering og klassifikation af ringe

Opgave 6.35:

Diskutér folgende begreber med din sidemakker. Kom med mindst
ét eksempel til hvert begreb. Det er selvfolgelig tilladt at kigge i
kompendiet undervejs.

1) Irreducibel

2) Primelement

3) Associerede elementer
4) Faktoriel ring/UFD

5) Hovedidealomrade/PID

Opgave 6.36:
Giv et eksempel pa et irreducibelt polynomium i Q[z], der ikke er
irreducibelt i R]z].

Opgave 6.37:
Vis, at fplgende polynomier er irreducible i Zx].

1) 2® + 4z —2
2) 25 + 182° 4 92° + 12
3) 23 —332% + 7Tz — 44

Opgave 6.38:
Faktorisér folgende polynomier over Q|x].

1) 23 + 222 — 3z
2) 2° + 62% + 120 + 8

Opgave 6.39:
Faktorisér folgende polynomier over Z/5Z.

1) 22 +1
2) 22% + 22+ 4
3) 2t +4
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Opgave 6.40:
Find alle andengradspolynomier over Z/27Z. Hvor mange er der?
Hvilke er irreducible?

Opgave 6.41:
Bevis, at v/3 er irrational. [Vink: se eksempel 4.13]

Opgave 6.42:

Lad K vere et legeme. Bevis, at der findes uendeligt mange irre-
ducible elementer i K[x]. [Vink: Hvis p;(z), ..., pn(2) er irreducible,
betragt da pi(z)---pn(z) + 1. Da Kz| er UFD, kan vi faktorisere i
irreducible elementer og fa py(x) -+ po(x) +1 = q1(x) - - - g (z). Kan

¢i(x) = pj(x) for nogle i, ;7]
Opgave 6.43:

I denne opgave skal vi yderligere studere de gaussiske heltal fra op-
gave 6.11 og 6.34.

1) Lav opgave 6.11, safremt du ikke allerede har lavet den.

Opgave 6.34 viser, at Z[i] er euklidisk og dermed UFD. I denne opga-
ve vil vi blive klogere pa irreducible elementer og faktorisering i Z][i].
Det er ikke ngdvendigt at lave opgave 6.34 for at lgse de kommende
opgaver.

2) Lad a € Z[i]. Bevis, at hvis N(«a) er et primtal i Z, da er «
irreducibel. [Vink: Husk, at N er multiplikativ]

3) Brug resultatet fra forrige delopgave til at vise, at 1 + 4, 1 — 21,
2+ 3i og 1 + 4i er irreducible i Z][i].

4) Man kan bevise, at de irreducible elementer i Z[i] er alle de ele-
menter, der er associeret til én af folgende:

(i) 147
(ii) Primtal p € Z med p =3 (mod 4)

(iii) a+bi eller a—bi med p = a®+b? et primtal med p = 1 (mod 4)



6. OPGAVER 223

Afggr, hvilke af folgende elementer, der er irreducible.
e 1—13

e 34T

o 19

e —5H—4i

o —112

e 2+ 51

o —1 -2

e 130

5) Faktorisér 4 + 6i i et produkt af irreducible elementer i Z[i].
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7 Projekt: En spgjs talring

I dette projekt kigger vi pa ringen Z[v/—2] = {a +bv/=2 | a,b € Z}.
Denne ring bestar af elementer pa formen a +by/—2, hvor v/—2 er et
tal, som opfylder \/—_22 = —2. Man kan vise, at sadan et tal findes,
og I skal blot tage det for givet. Addition og multiplikation i ringen
er defineret, som man forventer. F.eks. er

(2—V=2)+(-3+4V/=2) = —1+3V/=2
(2—vV=2)(-3+4v-2)=2-(=3)+2-4V/-2
—V=2(-3) - 4v/=2"
= —6+8V—-2+3vV-2—4(-2)
=2+11v/-2

Vivili det folgende betegne elementer i Z[v/—2] med graeske bogsta-
ver sasom «, (3,7 osv. og almindelige heltal med latinske bogstaver.

Opgave 1: Lad a = 2+3v/—2 og f = —4+2+/—2. Beregn a+ 3,
a—poga-p.

For et « = a + byv/—2, lader vi @ = a — b\/—2 betegne den
konjugerede til a. Hvis f.eks. « =2+ 3/ =2, er @ = 2 — 3/—2.

Opgave 2: Lad o = a + by/—2 og B = ¢ + d\/—2. Bevis, at
af =@ - f. Vink: Skriv venstresiden og hgjresiden ud for sig og se,
at de er ens.

Vi indfgrer nu normen N pa Z[v/—2] givet ved N(a + by/—2) =
a® + 2b%.

Opgave 3: Udregn N(2 + 3v/—2) og N(—5+ 7/—2).

Opgave 4: Bevis, at N(a) = aa.

Opgave 5: Brug opgave 2 og 4 til at vise, at N (o) = N(a)N(p).
Vi siger, at N er multiplikativ.
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Vi vil nu vise, at Z[v/—2] er euklidisk i en raekke trin. Vi skal
vise, at for alle a, B med 3 # 0 eksisterer der v, p € Z[/—2], sa

a=py+p, hvor N(p) <N(B).

Opgave 6: Vis, at vi kan skrive

Q a+b\/—_2_ a b —
5= NG NG TNy

for nogle heltal a,b. Vink: Gang teeller og naevner i o/ med j.

Opgave T7: Forklar, hvorfor vi kan velge heltal ¢ og d, sa af-
standen fra c til a/N(5) er < 1/2, og afstanden fra d til b/N(5) er
<1/2.

Lad nu v = c+dv/—2 og p = a— (7. Det er klart, at o = Sy +p.
Vi skal vise, at N(p) < N (). Vi vil faktisk vise, at N(p) < 3N(B).

Opgave 8: Vis, at

N(p) = N(8) ((ﬁ —c)2+2 (% —d)Z) .

Vink: Skriv forst
_ 5 (2 - )

og brug, at N er multiplikativ.

Opgave 9: Vis nu N(p) < 3N(B) og konkludér, at Z[v/—2] er
en euklidisk ring.

Opgave 10: Foretag euklidisk division med o« = 2 + 3v/—2 og
B=1—+-2.






Gauge Symimetrier

1 Introduktion

Naturen er fyldt med mgnstre manifesteret gennem fysiske love. Men
en fysisk lov beskriver ikke blot de observerbare feenomener som vi
stgder pa i vores hverdag. I sidste ende er de rodfaestet i dybere
strukturer som ligger til grund for universets historie og dets ind-
hold. Ligesom ord i et sprog kan overseettes mellem sprog, er det
ikke selve bogstaverne der baerer en betydning. Det er indholdet som
overlever oversattelse fra et sprog til et andet. Fysiske love er lige-
ledes universelle i den forstand at det hverken er ordene, begreber-
ne, eller systemet som beerer betydning. Det er den underliggende
struktur og de mgnstre som bevares mellem forskellige kontekster.
Et fremragende eksempel pa denne universalitet er Emmy Noethers
fundamentale seetning om bevarelseslove og symmetrier. Historisk
set blev denne vigtige saetning forst praesenteret af Felix Klein den
7. juli i 1918 ved Konigliche Gesellschaft der Wissenschaften i Got-
tingen, baseret pa Noethers artikel “Invariante Variationsprobleme”.
Den forbinder symmetrier i et fysisk system med bevarelse af fysi-
ske stgrrelser og er blevet en hjgrnesten i moderne teoretisk fysik —
alt fra partikelfysik til kosmologi. Hele dette forlgb har til opgave at
redeggre matematikken bag Noethers famgse satning.

Et klassisk eksempel pa denne sammenhaeng er energibevarelse,
som fglger af en tidssymmetri i et system. Dette er ikke ngdvendigvis
trivielt. Men det betyder, at hvis et system forbliver usendret under
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Figur 4.1: Emmy Noether.

tidsforskydninger, vil dets energi veere konstant. Tilsvarende fglger
bevarelse af impuls fra systemets rumlige symmetri, mens bevarelsen
af impulsmoment er forbundet med dets rotationsmaessige symmetri.
Altsa kan vi sige meget fundamentale ting om fysiske systemer, uden
at vide noget som helst andet end dets symmetrier. Det er en voldsom
steerk superkraft!

Symmetri Bevarelse
Tid — Energi
Translation — Impuls
Rotation — Impulsmoment
Gauge symmetri
(fx Standardmodellen — Ladning

U(1) x SU(2) x SU(3))

Bglgefunktionens fase

[

. ) Sandsynlighedsdensitet
i kvantemekanik

Overflade-tyngdekraft Entropien af

!

pé en begivenhedshorisont det sorte hul
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Inden for fysikkens verden skal symmetri forstas en form for invarians
under en vis transformation. Med andre ord er der ingen forskel pa
for- og efter-billedet. I matematikkens verden kan dette repraesente-
res ved hjeelp af gruppeteori: En gruppe er en maengde af transforma-
tioner som bevarer et bestemt saet egenskaber. Vores opgave bliver
derfor at tage vores matematiske viden og se dem med fysiske briller,
hvor visse transformationer rent faktisk har fysisk konsekvenser. For
eksempel, hvis vi betragter et system af partikler, kan vi analysere,
hvordan de sendrer sig nar vi udfgrer matematiske transformationer
pa dem. Men pa et abstrakt niveau kan vi ogsd bruge de mate-
matiske resultater fra gruppeteori til at forteelle os noget mere om
fysikken som vi maske ikke ville forvente. Et af projekterne i dette
forlgb bliver at forudsige antallet af elementarpartikler (1 foton, 3
W/Z bosoner, 8 gluoner) — kun ved brug af gruppeteori! What!?!?
Det viser bare, nar man virkelig dykker dybt ned, at matematik og
fundamental fysik holder hand i hand.
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2 Transformationer og
Gruppevirkninger

Transformationer

Nar man skal lgse et problem i fysik gar man som regel til veerks ved
at veelge en matematisk model. Heldigvis har man en del frihed i det
her valg: Der er mange forskellige mader at se en given situation. For
eksempel via valg af koordinatsystem eller observatgr. Man kalder
dette en form for “frihedsgrad”, som man har til radighed til at lgse
sine problemer med. Men det vigtige er blot at man kan transfor-
merer mellem de forskellige perspektiver pa en made der bevare den
underliggende fysik. Lad os tage et eksempel!

Figur 4.2: To koordinat systemer der beskriver det samme system.

Eksempel 2.1. Tag to partikler med masse m; og ms med hastighed
uy og uy (for de kolliderer). Vi kan frit veelge vores reference punkt
til at veere i massecentrum, som har position R. Lad derudover 7,
og ry veere positionerne for de to partikler pa et givet tidspunkt ¢
for kollisionen. Da har vi at R bevaeger sig med en hastighed, set fra
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laboratoriets reference punkt,

_dR

Codt

. d Miry + Mary
N E ( mi + Mo )
. miuy + Maolo

Vv

mi + Mo

Set fra R har vi derfor at de to partikler bevaeger sig med hastighed
w, =u; — V. Vi ser

myuy + mouy = 0. (4.1)

Vi har her implicit brugt at fysikens love er ens uanset hvordan
man placerer sit koordinatsystem eller hvor hurtigt man bevaeger sig.
Analysen ggr sig ogsa gaeldende bagefter kollisionen hvor hastigheden
er vy og vy set fra laboratoriets synspunkt er v; = v; — V' samt

mlvi + mg’U; =0. (42)

Men da har vi myu) + mouy = myv] + movh hvilket ogsd ma geelde
st fra laboratorier reference punktet sa

miuU1 + Mols = M1V + MUy . (43)

Vi afleeser at den totale impuls er bevaret! (givet vi kan lave de trans-
formationer vi har gjort brug af). Det er nu meget mere realistisk at
give sig i kast med at beregne hastighederne v, og wvs. o

Vi har i ovenstaende brugt transformationer til at ggre vores liv
lettere. Men de har ikke veeret helt vilkarlige. De er en slags sym-
metrier af det system vi arbejder med, i den forstand at efter vi har
anvendt en transformation, er det essentielt det samme system vi
kigger pa. Lidt ligesom hvis man roterer en firkant 90 grader, at sa
ligner den stadig en firkant. Vi kan se at symmetrier i fysik er et
kraftfuldt veerktgj til at reducere kompleksiteten og udger et brug-
bart regneveaerktgj. Vi har faktisk set at en symmetri i dette tilfeelde
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medfgrte at en egenskab er bevaret — nemlig impulsen. Motiveret
af dette vil vi forsgge at preecisere det er der rent faktisk er sket;
hvad menes der overhovedet med en symmetri, en fysisk system og
bevarede stgrrelser. Hvordan kan disse idéer generaliseres?

Grupper

Centralt i det matematiske studie af symmetrier ligger konceptet af
en gruppe. En gruppe er essentielt en samling af symmetrier. Defi-
nitionen er som fglger:

Definition 2.2. En gruppe er en mangde GG samt en kompositions-
regel -: G x G — @G, der tager to elementer g,h € G og giver et nyt
element ¢ - h, som overholder fglgende regler:

1. Den er associativ: a - (b-c) = (a-b) - c.

2. Den indholder et identitetselement e € G sédledes at e - g =
g-e=gVgeqa.

3. For et givent element g € G findes der et invers element h € G

sdledes at g - h = h - g = e. Ofte skrives dette som h = g L.

Definitionen kan forstaes pa fglgende made: Man skal teenke pa G
som en samling af symmetrier af et eller andet objekt. For eksempel
symmetrierne af en firkant. Man taenke pa symmetrierne som at svare
til en eller anden transformation af objektet der bevarer det. At man
kan sammensatte dem g-h svarer da til at anvende transformationen
h og derefter g. Associativitet svarer ligeledes til at det er reekkefglgen
man anvender transformationerne som er vaesentligt og ikke selve
raekkefglgenden de sammensaettes. Eksistensen af identiteten svarer
til at “ggre ingenting” altid er en symmetri. Og inversen forteeller at
enhver symmetri i virkeligheden er en bijektion. Altsa hvis man har
roteret firkanten 90 grader, ma man kunne rotere den tilbage.

Fremover vil vi dog undga at bruge prikken som kompositions-
regel og bare skrive gh i stedet for g - h. Kompositionsregelen lades
ofte veere implicit.
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Definition her er abstraheret i den forstand at den ikke leengere
har noget direkte at ggre med symmetrier af et objekt. Det er relevant
for os at kunne teenke mere preecist pa hvordan symmetriere virker
pa et objekt.

Definition 2.3. Lad G veere en gruppe og X en maengde. En grup-
pevirkning af G' pa X er et valg af transformationer A\,: X — X for
enhver g € G saledes at

)\e:IdX 0og )\go)\h:)\gh.

Ofte kan man veelge at skrive A\,(z) = g.z, g - x eller blot gx.
Identitetsaftbildningen Idx : X — X er den som sender alle elementer
til sig selv, Idx(z) = x. Typisk har X ogsd noget ekstra struktur
man gnsker bevaret. I vores tilfaelde vil X repraesentere de forskellige
tilstande et fysisk system kan have, med dynamik som struktur (mere
om dette senere). Vores gruppe skal derfor bevare dynamikken.

Lie grupper og Lie algebraer

I fysik er de symmetrier som vi oftest arbejder med kontinuerte. Det
betyder ogsa at vi har evnen til at variere transformationer pa en
kontinuert made. Tag for eksempel en rotation i R? med vinkel 0,
som kan skrives pa fglgende form:

Ry — <C989 — sin 0) ‘
sinf  cos@
Denne made at skrive en n x m tabel, hvor n er antallet af reekker og
m antallet af sgjler (i dette tilfeelde 2 x 2), kaldes ogsé en matrix. En
(kolonne-)vektor er for eksempel ogsé en matrix, pa formen n x 1. Vi
vil snart demonstrere hvordan man laver beregninger med matricer

og hvordan de relateres til transformationer. Dét at transformationen
er kontinuert implicerer at afbildningerne

(g,h) — gh og g+~ g "
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ogsa skal veere kontinuerte. Med ‘kontinuert’ menes der at en “lille”
gndring i input giver en tilsvarende “lille” sendring i output. Faktisk
vil vi gerne kunne regne ud hvor meget sendrer sig — det kalder man
jo bare at differentiere! Derfor bruger man i fysik hvad man kalder
Lie grupper.

Definition 2.4. En Lie gruppe er en gruppe GG med nogle ekstra
krav:

1. G er hvad man kalder en mangfoldighed. Det vil sige at hvis
man zoomer nok ind ligner den bare R™. Pa peen vis kan vi
derfor bruge vores viden om differentialregning pa den.

2. Multiplikation (g,h) — gh og at tage invers g — g~ ! er diffe-
rentiable afbildninger.

Eksempel 2.5. Et eksempel pa en Lie gruppe kunne vaere R med
+ som operation. Argumentet overlader vi til Opgave 1. o

Vi vil gerne beskrive grupper bestaende af matricer, sa lad os
gennemga hvordan man ganger to matricer sammen.

Metode 2.6. Lad A og B veere to n X n matricer. At gange dem
sammen, AB, minder meget om at tage prikproduktet mellem to vek-
torer. Dette kan ses hvis vi skriver A som en sgjle af reekkevektorer
og B som en raekke af sgjlevektorer.

- a —
— dy — J J J
A= ) B=1 b b by
. ]

Hver vektor a;, b; bestar af n tal. Produktet AB svarer bare til at
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man tager prikproduktet af de forskellige vektorer.

— Ay — J J J
AB — : by by ... b,

- | |

- by a - by

a, b . b,

Eksempel 2.7. Et mere avanceret eksempel kunne vaere maengden
af 2 x 2 matricer som har en invers, sammen med matrixmultiplika-
tion som kompositionsregel.

GL(2,R) = {A - (Z Z)

Gruppeoperationen er givet ved

a b\ (w x\ (aw+by ar+bz (4.5)
c d) \y z) \cw+dy cr+dz '

Og inverser er givet ved

ad — be # o} (4.4)

—1
a b 1 d —b
= 4.
(c d) ad — be (—c a) (4.6)
Begge operationer ser differentiable ud (det er de faktisk ogsa). Og
maengden selv ligner ret meget R*. S& det er faktisk en Lie gruppe.

o

Det er generelt nemmest at forstille sig en Lie gruppe som at
veere en samling af n X n matricer med indgange i enten R eller
C der overholder en eller anden regel. Naesten alle Lie grupper vi
kommer til at stede pa er af denne form.
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Definition 2.8. Lad M vere en mangfoldighed. Lad C*°(M) veere
alle glatte funktioner f: M — R. En tangentvektor V, ved p € M
er en funktion V,: C*°(M) — R som overholder keedereglen og er
lineaer:

V() = @(p)Vy(¥) + Vp(9)ib(p) (4.7)
Vp(a@ + b)) = an(go) + bvp(w)- 4.8

Samlingen af sddanne tangent vektorer skrives som 7,M og kaldes
tangentrummet ved p. Et vektorfelt pa M er en funktion V: p —
vV, € T,M.

Husk: Tangentvektorer spiser funktioner og giver et tal. Tallet
V,(f) svar til hvor hurtigt f eendrer sig i vektorens retning.

Definition 2.9. Lad f: M — N veare en glat afbildning mellem
to mangfoldigheder. For ¢ = f(p) definerer vi afbildningen, kaldet
differentialet

dfp: T,M — T, N
ved at saette

dfp(Vp)(p) = V(e o f)

Tangentrummet giver et billede af hvordan mangfoldigheden ser
ud helt teet pa og ligeledes giver differentialet en idé om hvordan
funktioner ser ud helt taet pa.

Definition 2.10. Lie algebraen af en Lie gruppe er tangent rum-
met g = T.G. Vi kan altid udvide et element X € g til et vektorfelt
som fplger: Lad L,: G — G veere givet ved L,(h) = gh. Seet da

Xy = d(Ly), (X). (4.9)

Alternativt:
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Definition 2.11. En Lie algebra er et tangentrum sammen med en
operation [--]: g X g — g, kaldet Lie parentesen, som opfylder
folgende egenskaber:

o Anti-kommutativitet
[X>Y] = _[YaX]

« Bilinearitet
[aX 4+ bY,Z] = a[X,Y] + b]Y,Z]
[z,aX +bY| = a]Z,X]| + b|Z,Y]
hvor a,b € R.

o Jacobi identiteten

(X [Y.Z]] + [V [Z X+ [Z[XY]]=0

Definition 2.12. En en-parameter undergruppe af en Lie grup-
pe G er en differentierbar afbildning v: R — G saledes at

7(0) =e og A(t+s)=()(s). (4.10)
Dette er preecis hvad motiverer Lie grupper. Vi har en made at ga
kontinuerligt fra at ggre intet til g. En en-parameter undergruppe er
unikt bestemt af dens veerdi 4/(0). P& den made méler en Lie algebra
g sma aendringer, i den forstand at elementerne af g er preecis de
mulige start-hastigheder for at ga fra at ggre intet til at ggre noget.
For at give lidt uformel intuition lad 0 < € < 1 veere et “lille” tal sa
e? ~ 0. Lad derudover 7/(0) = X og 7(g) = ¢. Vi laver en naiv og
formelt forkert fgrste-ordens (Taylor-)approksimation

g="1(¢)
= 7(0) +£7'(0) + O(¢*)
=e+eX +0(?)
~e+eX

Sa “sma” transformationer eller gruppeelementer teet pa identiten
svarer i virkligheden bare til elementer af g. Dette er moralen med
Lie grupper og Lie algebraer.
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3 Konfigurationsrum og Dynamik

Nar vi taler om fysik i konteksten af matematik, er det ikke bare
nok at lave en paen tegning og skrive nogle formler og funktioner
ned. Ligesom vi leerte i Kapitel 0, er funktioner nemlig defineret
som afbildninger pa meaengder. Derfor skal vi spgrge os selv: Hvilken
maengde definerer et fysisk system?

Forestil en partikel der flyver rundt i rummet. For at sige no-
get om hvad den laver, skal man som minimum sige noget om dens
position og hastighed — det vil sige to tal for hver dimension. Laeg
meaerke til at der for hver position x; langs en akse ogsa skal findes et
variabel p; som forteeller én hvor hurtig sendringen i den position er
langs den samme retning. Den tilsvarende hastighed p; kalder man
for det kanoniske momentum til x;. Hver af de forskellige x;’er
kaldes en frihedsgrad og antallet af frihedsgrader kalder vi N. Der-
for skriver vi typisk indekset i = 1,2,... ,N.! Et gjebliksbillede af et
fysisk system er derfor et punkt i et koordinatsystem med 2N akser,
fordi man skal specificere N positioner og N kanoniske momenta.

Definition 3.1. Et konfigurationsrum X er en mangde
K=X; XXXy xP X xPy,

hvor N er antallet af frihedsgrader. For hver frihedsgrad er der to
meengder, X; og P; for i = 1,... N, som beskriver de veerdier som
positioner og kanoniske momenta kan tage.

Definition 3.2. Elementerne af et konfigurationsrum kaldes for ko-
nfigurationer.

(l’l, e s INSPLy 7pN> c X

Bemaerkning 3.3. I klassisk fysik arbejder vi altid med systemer
hvor positioner og hastigheder i princippet kan veaere et hvilket som

1For eksempel for N = 3 er du méaske mere vant til at skrive (z1,79,73) =
(7,y,2), som er et element i R3.



3. KONFIGURATIONSRUM OG DYNAMIK 239

helst reelt tal. Derfor er det underforstaet at

for alle s = 1,... ,N. Fremover vil vi nogle gange skrive
X =R,

Der er dog nogle tilfeelde hvor det er vaerd at angive andre maengder.
For eksempel hvis en partikel befinder sig pa en cirkel X = S* eller
langs en kurve, som kan parametiseres med et interval X = [0,1].

Definition 3.4. Et system 8§ = (H,X) med N frihedsgrader er et
ordnet par, hvor X er et konfigurationsrum. Funktionen

H:X—R
(:Ulu"'?xNaplu"'?pN) '_>H<x17"'7xN7p17"'7pN)

kaldet en Hamiltonian, indkoder systemets dynamik. Dens vaer-
di kan forstas som “energien” af systemet i tilstanden (xy,...,xy,
P1,--.,pn). Vi vil senere se, hvorfor denne beskrivelse giver mening,.

Proposition 3.5. Lad 8§ = (H,X) veere et system med N friheds-
grader og k € X veere en konfiguration. Dynamikken, dvs. formlerne
der beskriver hvordan positioner z;(t) og kanoniske momenta p;(t)
egendrer sig med tiden, er beskrevet af Hamiltons ligninger.

ot op;’ ot Ox; (4.11)

Symbolet 0 kaldes det partielle differentiale (eller partielle af-
ledede). Det er neesten ligesom et normalt differentiale “d”, men med
et lille twist: Nar en funktion afhsenger af flere variabler, differenti-
erer man kun én af dem! Lad os se pa et eksempel:

g (a:<t>2 e Op(t) - p<t>2) — 20(t) + p(t)

9
op

(4.12)
(x<t>2 T a(tp(t) p<t>2) — 2(t) — 2p(t)
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Det partielle differentiale bruges ogsa nar man anvender kaedereglen
pa funktioner af flere variable.

AP0 _ 05 0x 0o
dt C Or ot Op ot

Eksempel 3.6. En partikel i én dimension med masse m kan be-

(4.13)

skrives med Hamiltonianen

H(z,p) = % +V(z). (4.14)

Funktionen V(z) kaldes for et potentiale og beskriver hvor meget
potentiel energi partiklen har. Den fgrste Hamiltonligning giver

or O0H p
T £ 4.15
ot dp m ( )
Hvis vi omskriver dette fir man
0
p= ma—j =mu. (4.16)

Dette er preecis definitionen af impuls (ogsé kaldet ‘momentum’) som
vi kender det fra fysik. Den anden Hamiltonligning giver
dp IV
o Ox’
Vi kan bruge det forrige resultat til at regne ud at hgjre side bare er

(4.17)

masse ganget acceleration. Derfor kan vi regne ud at
ov
or

bare er kreeften som pavirker partiklen. Med andre ord er en kraft

ma (4.18)

bare en @ndring i potentiel energi. Hamiltonligningerne producerer
Newtons 2. lov! o

Bemaerkning 3.7. Hvis vi indseaetter p = mu i (4.14) ses det tydeligt
at Hamiltonianen er den samlede energi i systemet.

1
H(z,p) = §m112 + V(x) (4.19)
__ Kinetisk Potentiel
- engltr:gsi + gﬁ%rgie
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Definition 3.8. Lad 8§ = (H,X) veere et system. En kontinuert kurve
i konfigurationsrummet

y = {k;(t) = (z(t).pi(t)) € X ‘ te [0,1]} cX (4.20)

som overholder Hamiltons ligninger beskriver systemets tilstand som
funktion af tid ¢. Dette kaldes ogsa systemets historie.? Hvis der
eksisterer en tid 7' saledes at

KT) = KT  YT'>T, (4.21)

sa siges det at system er naet ligevaegt.

N N

=0

Oy 4N

NN

Figur 4.3: Skitse af en historie og en ligeveegt.

XV

Saetning 3.9. Lad 8§ = (H,X) veere et system. Der er energibevarelse
i systemet hvis og kun hvis H kun eksplicit er funktion af tid ¢.

OH

rT 0 = Energibevarelse (4.22)

Med andre ord, hvis man skriver H som en funktion, inkluderer
udtrykket udelukkende positioner x; og kanoniske momenta p;.

2] fysikliteraturen kaldes kurven kun bestdende af positioner
(21(t),...,xn(t)) ogsd for systemets “worldline”.
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Eksempel 3.10. Eksempler pa Hamiltonians hvor de respektive sy-
stemer har/ikke har energibevarelse:

p2

Energibevarelse: H=— + -m*w?a?
2m -2 (4.23)
Ikke energibevarelse: H=1-1"
2m2x

o}

Vi kan forsta forbindelsen mellem energibevarelse og tidsafhaen-
gighed ud fra vores fortolkning af H som en energi. Tydeligvis, hvis
H @endrer sig med tid, s& ma energien af systemet ogsa eendre sig.
Men H kan jo atheenge af bade z(t) og p(t), som hver afhaenger af
tid. S& hvorfor er det kun den eksplicitte tids-atheengighed, som be-
tyder noget? Med andre ord, hvorfor taler Seetning 3.9 om %_1;1 og
ikke det totale differentiale %? For at se hvorfor det giver mening,
lad som om H = H(t,x(t),p(t)) er en funktion af bade tid, position
og kanonisk momentum. Nu kan vi bruge kaedereglen og Hamiltons

ligninger til at beregne det totale differentiale.

A _OH | OHOs  OH O
dt ot  Ox ot Op Ot
_OH OpOx  0Ox0p

ot oot T otot
OH

ot
Ergo, hvis H ikke eksplicit afheenger af tid, sa athaenger den slet ikke

(4.24)

af tid! Hvad kan vi fortolke, ud fra et fysisk perspektiv, hvis energien
ikke er bevaret?

1) Der mangler noget.
Hvis energi ikke er bevaret kan det veere tegn pa at man har
glemt at tilfgje et udtryk til sin Hamiltonian. Det kan veere at
der mangler nogle partikler, kreefter, eller interaktioner.

2) Hamiltonianen er i virkeligheden ikke energien.
Naesten det samme som det forste punkt, med den forskel at
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vi har lavet en forkert antagelse om, hvad energien af syste-
met i virkeligheden svarer til. Nogle gange kan en funktion H
godt give den samme dynamik, men den giver ikke den rigtige
fortolkning af systemets energi. Opgave 5.13 giver et eksempel
nar et system er i bevaegelse.

3) Man accepterer at energi ikke er bevaret.
Energibevarelse er i sidste ende bare en ideel antagelse, som
ikke ngdvendigvis behgver at passe i virkeligheden. To arsager
kan veere:

« Hvis et system 8 er et udsnit af et stgrre system 8’ med
mindst lige sa mange frihedsgrader, er energien af § ikke
altid bevaret. Set fra perspektivet af 8§ forstas det som at
systemet udveksler energi med “omgivelserne”. Men fra
perspektivet af 8’ kan den totale energi godt veere bevaret.
Nogle fysiske eksempler er en uteet beholder, turbulens,
friktion og kosmisk inflation.

« FEnergi er bare ikke bevaret. Punktum. Et funky eksempel
er universet. Den korte forklaring er, at fordi universet
udvider sig, sa er den totale energi ikke bevaret (men
det er meget forsimplet og ikke fuldsteendig korrekt). Den
leengere forklaring har noget at gore med sakaldte ‘tidslige
Killing vektorfelter’® og hvordan de genererer symmetrier.
Selvom vi ikke kommer til at leere om hvad ‘tidslig’ og
‘Killing” betyder, kommer vi senere ind pa vektorfelter
og hvordan de giver anledning til symmetrier. Det er ret
cool.

3Nej, den har hverken kattegrer eller siger miav. Det er opkaldt efter Wilhelm
Killing, en tysk matematiker fra 1800-tallet.
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Figur 4.4: Systemer med/uden energibevarelse. Det ene system er
komplet mens det andet udveksler energi med omgivelserne.

Dynamik er bare (symplektisk) geometri

Indtil videre har vi leert at Hamiltonianen H og Hamiltons lignigner
beskriver hvordan en konfiguration k& udvikler sig i konfigurations-
rummet X. Men som vi bemeaerkede i forrige afsnit om transformatio-
ner, kan man beskrive det samme system med forskellige koordinater.
Hvordan kan vi forsta dette i et matematisk sprog? Den struktur vi
gerne vil bevare er dynamikken af systemet, dvs. Hamiltons lignin-
ger, som relaterer x,p med %,%. Vi kan veelge at skrive dem pa

folgende form:

or on
ot B < 0 1) ox
op -1 0/ | oH (4.25)
ot dp

ok

Symbolet V (udtalt 'nabla’) er en vektor som differentierer hvad der
star foran den med hensyn til koordinaterne i konfigurationsrummet.
V H forteeller derfor noget om hvor meget H sendrer sig i en bestemt
retning i K. Bevaegelsesligningerne som beskriver relationen mellem
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%—f,% og VH afthaenger derfor af objektet €2. Dette er strukturen som

skal bevares, hvis vi skal sgrge for at dynamikken ikke sendrer sig!
Definition 3.11. Den symplektiske struktur er en 2N x 2N ma-

trix som definerer dynamikken af et system 8§ med N frihedsgrader.
For N =1 frihedsgrad har vi

Q- (_01 3) . (4.26)

For N frihedsgrader,

Q= : (4.27)

De transformationer der bevarer den symplektiske struktur defi-
nerer den symplektiske gruppe.

Definition 3.12. Den symplektiske gruppe Sp(2N) er gruppen
af transformationer som bevarer den symplektiske struktur for et
system med N frihedsgrader.

Sp(2N) == {A = 2N x 2N matrix | A"QA = Q} (4.28)

Eksempel 3.13. Den symplektiske gruppe Sp(2) indeholder bl.a.
folgende tre elementer

(R IR B
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For eksempel kan vi se at

oo (U (0 N1

1-04+1-(=1) 1-1+1-0\ /1 0
0-041-(=1) 0-1+1-0)\1 1

j (1)) G (1)) (4.30)

(0]

Nu nar vi ved hvilke transformationer det er der bevarer den sym-
plektiske struktur, kan vi nu spérge os selv, hvordan vi ma trans-
formere koordinaterne z,p. Det svarer til at vi skal bestemme de
transformationer A, hvor

k— K = Ak
bevarer bevagelsesligningerne.

k=Q-VH +— K =Ak
= AQ-VH (4.31)
= AQAT -V'H

I det sidste trin har vi anvendt fglgende resultat.
F=Ak < ATV =V (4.32)

Hvis dynamikken i koordinaterne k' skal give de samme ligninger,
kreever det at
AQAT £ Q, (4.33)

hvilket bare er definitionen pa en symplektisk matrix!



3. KONFIGURATIONSRUM OG DYNAMIK 247

Definition 3.14. De transformationer som bevarer dynamikken kal-
des kanoniske transformation eller en symplektomorfisme. Det
er en afbildning k£ — Ak hvor A € Sp(2N).

Hvorfor og hvordan kan man taenke pa transformationer som dy-
namik pa et konfigurationsrum? Dét som en kanonisk transformation
gor, er i virkeligheden at afbilde punkter z; — z} og p; — p.. Du kan
veelge at fortolke dette pa to forskellige mader.

Aktiv transformation: Alle punkter k € X flytter sig “aktivt” til
nye punkter k' = Ak € X i et fast koordinatsystem.

Passiv transformation: Alle punkter holdes fast (de er “passive”),
men akserne i koordinatsystemet flytter sig i modsat retning.

: > .
Aktiv Possiv

Figur 4.5: Aktiv og passiv transformation

Dynamik er bare et vektorfelt

Maske er kanoniske transformationer som bevarer den symplektiske
struktur ikke den mest intuitive made at teenke pa dynamik af et
fysisk system... Heldigvis kan vi beskrive dynamik fra et andet per-
spektiv som minder meget om hvad man laver i fysik: Vi taenker pa
dynamik i form af vektorer og vektorfelter, som beskriver retningen
ting bevaeger sig i. Dog er der én forskel! I fysik teenker vi altid pa
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dynamik som vektorer i rummet (z1,...,xy) € X, hvor selve vek-
toren siger noget om hastigheden (eller impulsen) (py,...,px) € P
i ét bestemt punkt. Fordelen ved dette billede er at det er meget
intuitivt; du kan fornemme i hvilken retning punkter vil bevaege sig.
Men det siger intet om, hvordan hastigheder sendrer sig! Derfor skal
vi forsta vektorer pa en anderledes made — nemlig som vektorer i
konfigurationsrummet K. En vektor i et punkt i K spiller i virke-
ligheden spillet “Du giver mig en konfiguration og jeg forteeller dig,
hvilken konfiguration systemet snart kommer til at veere i”. Men det
siger kun noget om, hvordan én bestemt konfiguration kommer til at
endre sig. For at beskrive hele dynamikken skal vi bruge en vektor
i hvert eneste punkt i X... Det er preecis et vektorfelt!

En anden detalje er, at vi gerne vil teenke pa vektorfelter som
en form for operation som maler en @ndring af noget. Betragt en
funktion f: K — R. Vi kan spgrge, hvor meget f(z,p) sendrer sig i
x-retningen. Vi kan beskrive denne retning som en vektor

v_(é).

Men vi ved allerede hvor meget f(x,p) sndrer sig med z. Det er
preecis differentialet %! Hvad nu hvis vi gangede vektoren V med
to? Intuitivt farstar vi det som at “hastigheden” er dobbelt sa stor.
S& med andre ord er @éendringen af f(z,p) bare det dobbelte af, hvad
vi havde for, 2%. Hvad med en vektor som peger bade langs x og p?

~()

Heldigvis er det nemt: Den totale &ndring er bare summen af an-
dringerne i hver af de to retninger x og p, % + %.
Pointen er, at for enhver vektor findes der et differentiale som

maler hvor meget noget endrer sig langs vektoren.

V= (Z) e veal 2 (4.34)
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Definition 3.15. Et vektorfelt er en afbildning V: f — V(f)
som tager funktioner f: KX — R og sender dem til andre funktio-
ner V(f): X — R. De maler essentielt hvor meget f(k) sendrer sig
langs en bestemt retning i XK.

Bemaerkning 3.16. Afbildningen V(f) som maler hvor meget f
eendrer sig langs vektorfeltet V kaldes ogsa for Lie differentialet

Ly(f) = V(). (4.35)

Lad os ggre det mere tydeligt, hvordan vektoren V relaterer sig til
vektorfeltet V beskrevet som et differentiale. Til det skal vi bruge V
som vi beskrev tidligere i afsnittet. Lad f: K — R veere en funktion.
Husk at Vf, ogsa kaldet gradienten af f, giver en vektor i den
retning hvor f stiger allerhurtigst. Betragt nu prikproduktet

of
V.Vf=(a b).(%):angbﬁ. (4.36)
Op

Det er preaecis det samme resultat som hvis man evaluerede vektor-
feltet V svarende til V' pa f!

Ly(e) = V(o) = (17 : v) (o) ] (4.37)

Nu kan ogsa forsta meget bedre, hvorfor V svarer til en sendring
langs vektoren V. Det er fordi V maler endringen af funktionen f,
og prikproduktet V -V derefter maler, hvor stor den aendring er i
retningen af V (det er “projektionen” langs 17)

Med vektorfelter som veerktgjskasse bliver det meget nemt at for-
sta dynamikken af et system. I en fysisk forstand vil vi nemlig gerne
undersgge, hvordan konfigurationer, funktioner pa X osv. sendrer sig
med tid. Det viser sig at der er nogle meget specielle vektorfelter som
beskriver netop dette! Med andre ord, vil vi se pa vektorfelter som
peger i samme retning som hvis man lader uret tikke og betragter,
hvordan konfigurationer bevaeger sig.
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Definition 3.17. Et vektorfelt som kan skrives pa formen
Vx=——— —— (4.38)

hvor X : K — R er en funktion, kaldes et Hamilton vektorfelt.

Proposition 3.18. For alle funktioner pa et konfigurationsrum fin-
des der et tilsvarende Hamilton vektorfelt, X +— V.

Eksempel 3.19. Hamilton vektorfeltet svarende til Hamiltonianen

H.
OH9 OHO dxd 9pd d

V -z =7 _ZZ - = — 4.
= oy or ovop otor  otop  dt (4.39)
Derfra kan vi se at
Vu(f) =Y (4.40)
AN =4 '

Hamiltonianen giver dermed anledning til et Hamilton vektorfelt som
beskriver, hvordan funktioner sendrer sig med tid! o

Eksempel 3.20. I stedet for funktioner, lad os se hvad det samme
vektorfelt gor ved konfigurationer X 5 k = (z,p), som kan skrives

som en vektor (Z) Da er
0H 0 0H 0 T
v = (G5~ 5eap) ()

oH
— Op
(—%—’j) (4.41)
0.
0

Dette er praecis Hamiltons ligninger! o
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Eksempel 3.21. Sidst, men ikke mindst, lad os se hvordan et Ha-
milton vektorfelt opererer pa Hamiltonianen.

_O0f0H 0f0H
#( )—a—p%—%a—p
of op Of Ox
Op Ot Oz Ot
__(8_xa_f+@a_f) (4.42)
ot Oxr Ot Jp
i
S dt

Hamiltonianen sendrer sig langs et Hamilton vektorfelt, hvis funktio-
nen den er defineret fra, er tidsafheengig. Allerede her ser vi tegn pa
et meget vigtigt faktum. Nemlig at hvis f er en konstant funktion af
tid, s& er Hamiltonianen (og dermed energien af systemet), bevaret.
Vi vender tilbage til dette is Afsnit 4. o

Vi har nu beskrevet hvordan systemet sendrer sig ud fra vektor-
felter, men ikke hvordan systemet ser ud efter det har sendret sig.
Til det skal vi undersgge vektorfelter pa konfigurationer k € K. Her
skal vi veere forsigtige, fordi et vektorfelt Vx (k) forteeller kun hvor-
dan k eendrer sig i én instans. Med andre ord, efter der er gaet noget
tid og k — k', er der en ny vektor Vx(k’), som vi skal fglge. Hver
gang konfigurationen opdateres, skal vi derfor i princippet beregne
en ny vektor. Men det lyder rigtig indviklet og ungdvendigt! Er der
en made hvorpa vi kan beregne ‘store spring’ efter der er gaet ‘lang
tid’? Heldigvis er svaret Ja!™

Lemma 3.22. Eksponentialfunktionen kan skrives som en uendelig
sum

. x
e :ZH:1+$+—$2—I—“- (4.43)

For |z| < 1 kan det veere brugbart at approksimere e* ~ 1 + .
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Definition 3.23. Et flow af et vektorfelt V pa et konfigurationsrum
K er en afbildning

(I)VZRXJC%X (444)
<t7k) = qu(t,k’) .
som opfylder folgende egenskaber:
Oy(0,k) =k (4.45)
d
&Q)V(t,k) =V (Dy(t,k)) (4.46)

Hvad er forskellen mellem et flow og et vektorfelt? Et vektorfelt
beskriver retningen som konfigurationer beveaeger sig i. Et flow beslut-
te hvor konfigurationerne ender efter tiden ¢. Ligning 4.45 siger ikke
andet end at konfigurationer ikke har bevaeget sig endnu nar tiden er
t = 0. Ligning 4.46 beskriver ligeledes at banen som konfigurationer
beveeger sig i (“flowet”) folger vektorfeltet. Hvis man saetter ¢ = 0
far man ligeledes, at starthastigheden af k£ netop er V(k).

Bemaerkning 3.24. Et flow kan skrives som en afbildning

VK=K

k — Oy(t,k) (4.47)

kaldet eksponentialafbildningen. Den flytter alle konfigurationer
til nye konfigurationer svarende til efter der er gaet en tid ¢.

Eksponentialafbildningen er vildt brugbar, fordi den kan beskri-
ve bade ‘sma’ og ‘store’ spring! For, da vi kun havde at ggre med
vektorfeltet, kunne vi nemlig kun se hvad der skete med k i meget
sma bidder. Men vi kan nu se eksplicit, hvorfor etV giver et flow:

etV

=k (4.48)

Mizo

i et\?(kﬂ

" [ [1 +tV + t2\72 } (k)

d
T
[V+ tV*+ ](’@\tzo
(k)

t=0 =0

(4.49)

<
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Dynamik er bare Lie Grupper/Algebra

Helt i starten af dette forlgb diskuterede vi hvordan matematiske
grupper kan forstas i form a transformationer. En gruppe virker pa
et konfigurationsrum ved at flytte alle punkter til andre punkter.
Dette er en global effekt fordi gruppeelementet kan pavirke hele kon-
figurationsrummet pa samme tid; G 3 g: K — K. Men det giver os
kun et for/efter billede — ikke selve dynamikken! For at se hvad der
sker lgbende skal vi derfor kigge pa sma transformationer, eller, set
med fysiske briller, “sma tidsintervaller”. Det er praecis dét vores Lie
algebra er til!

For at forsta hvordan en gruppe G pavirker et konfigurationsrum
X, er det indsigtsfuldt at se pa funktioner pa K, f: KX — R. Det
er fordi vi kan tegne forbindelser mellem funktioner og Hamilton
vektorfelter, som vi indsa tidligere.

Eksempel 3.25. Lad f: R — R vaere en funktion givet ved f(z) =
22, En anden made at teenke pa funktionen er som en maengde F' C
RQ

F={(zy) eR*|y=f(x)} .

Lad g € G vaere et gruppeelement som virker pa £ € R ved g - x =
x + 1 (en translation). S& hvis ¢ virker pa meengden F' svarer det til
at flytte alle z — x + 1.

g-F={(z+1y) eR?|y=f(z)}
={(zy) eR?|y=flz—1)}

Men bemeerk at betingelsen y = f(z) er den samme! Hvis man vi-
sualiserer ovenstaende maengde som et koordinatsystem med kurven
f(x) = 2% er det som at vi har flyttet koordinatsystemet. Men vi
kunne ligeledes veelge at beholde koordinatsystemet, men flytte kur-
ven — bare i den modsatte retning. o

Ovenstaende eksempel viser en meget generel egenskab for grup-
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pevirkninger pa funktioner pa K. Lad g € G, f: K - R og k € X.

(g-f)(k)=f (97" k) (4.50)

Definition 3.26. Lad G vaere en (matrix) Lie gruppe. En Lie al-
gebra g bestar af de elementer (matricer) L € g séledes at

ele@, teR.

Med andre ord giver eksponentialafbildningen af Lie algebra elemen-
ter, elementer af Lie gruppen.

En Lie algebra definerer sma transformationer af en Lie gruppe
og giver ligeledes anledning til et vektorfelt pa konfigurationsrum-
met. Betragt en gruppevirkning pa funktion og tag tidsdifferentialet
evalueret ved ¢ = 0 (med andre ord, ‘starthastigheden’ af gruppe-
virkningen)

d

S k)

t=0

t=0

d tL
@(6 - f) (k)
L

=(L-f) (k)
Men ogsé, ved brug af Ligning (4.50),

d d

_ A
dt =g/ @)

==V (f(k)) .

Derfor er der en direkte sammenhaeng mellem Lie algebra elementer

(e f) (k)

t=0 t=0

og vektorfelter
gL <«— Vi(e).

Hvis V;, ogsa er et Hamilton vektorfelt, kan vi danne forbindelser
mellem Lie algebra elementer og funktioner pa XK.

Definition 3.27. Lad g veere en Lie algebra og K et konfigurations-
rum. Et co-moment er en afbildning

p: L— f,



3. KONFIGURATIONSRUM OG DYNAMIK 255

der tager et Lie algebra element L € g og sender det til en funktion
fu: KX — R, hvis
V=V, .

Et moment er den tilsvarende afbildning
w:k— L*.

Her skal “L*” laeses som et objekt der tager et Lie algebra element
og spytter et tal ud. Med andre ord, u(k): g — R. Momentet og
co-momentet opfylder

p(k)(L) = (L) (k) = fu(k).

Eksempel 3.28. Betragt gruppen af translationer G = R som virker
pa K = R? via

g-(zp)=(z+ap), ackR.

Det tilsvarende Lie algebra element og vektorfelt er

a 0 0
L_(O 0) <— VL_a@‘

For at finde momentet og co-momentet skal vi derfor spgrge os selv,
hvilken funktion f,(k) giver anledning til et vektorfelt V; = V.
Det rigtige svar viser sig at veere

fu(k) = fu(map) = ap
fordi
_Of, 0 9of,0 0
= opoxr dwop ‘or

Nu kan vi bestemme momentet og co-momentet. Fgrst, husk at co-
momentet 7 er en funktion som tager et L € g (i dette tilfeelde svarer
det til at veelge et a € R) og giver dig et f,. Vi kan derfor afleese
at (L) = f, = a. Ligeledes er momentet en funktion som tager
et k € K og giver dig et objekt som spiser et L (eller a her). Sa

pu(k) = p. o
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4 Noethers Satning

Nu er vi i stand til at formulere og forsta Noethers ssetning. Den
overordnede idé er at der kan eksistere et flow langs et vektorfelt
hvor Hamiltonianen af et system er konstant. Fra det kan vi vise
at der eksisterer et objekt som er konstant langs systemets historie
(flowet svarende til V). Med andre ord har vi en bevarelseslov! Vi
vil demonstrere i flere eksempler og opgaver hvordan dette fungerer.

' )

Satning 4.1 (Noethers Szetning (Version 1)). Lad § =
(HX = (X,P)) veere et system og G veere en Lie gruppe
med tilsvarende gruppevirkning pa X, som bevarer den sym-
plektiske struktur (ergo er Hamiltons ligninger bevarede). Co-
momentet 1(L): X — R er konstant, hvis og kun hvis, Ha-
miltonianen H er bevaret langs vektorfeltet V, hvor L € g.

Bewvis. Vores strategi er folgende: Vi vil gerne beskrive sma trans-
formationer pa baggrund af gruppen G. Derefter skal vi finde en
funktion som giver anledning til et Hamilton vektorfelt som beva-
rer Hamiltonianen H. Til sidst vil vi vise, at denne funktion kan
relateres til et (co-)moment, ligesom i Definition 3.27.

Betragt en kurve gennem punktet x € X, beskrevet via gruppe-
virkningen af G. S& v: R x X — X og v(t,x) = ¢(t) - x, hvor g(t) € G
og g(0) = e. Den lille transformation gennem z er preecis

533:&6 -xtzozL-x

for et L € g. Kig nu pa funktionen

fur X =R
k—p-dx
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som giver et Hamilton vektorfelt

N 0f 0 0fu D
Ju i1 3pi 8x, 8% 8p2-

Sy L 2 0
N i—1 18@- pi 6@ 8pl

Vi vil gerne undersgge hvordan f, sendrer sig med tid. Forst bemaerk
at det kanoniske momentum ogsa sendrer sig langs vektorfeltet

op; = Vfu (Pz) = —pi% .

Andringen i Hamiltonianen langs vektorfeltet er

Z of,0H 0f,0H
3])1 dr;  Ox; Op;

Vi, (H

n

Z 5o 07+ 5o

:(5H
d

= S H () p(0)

Vi er ude efter situationen hvor 6 H = 0. Betragt nu fglgende co-
moment for L,

t=0

(L) = -
Da er V; = Vy, og ligeledes Vi (H) = dH. For at se hvordan fi(L)
eendrer sig med tid skal vi tage differentialet. Men husk fra Eksempel

3.19 at dette bare er Hamiltonian vektorfeltet svarende til Hamilto-
nianen H.

da(L) -

2 = Vu(a(w)
= VH(fu)
==V, (H)
= -V (H)

= —6H
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Her har vi brugt egenskaberne af co-momentet fra Definition 3.27
samt resultatet fra Opgave 5.24. Sa

hvilket var det der skulle vises. [ ]

Saetning 4.2 (Noethers Szetning (Version 2)). Lad V vee-
re en symmetri af et system 8§ = (H,X). Hvis man lokalt kan
finde en funktion () séledes at V = Vg, sd er Q: X — R kon-
stant langs systemets historie. Ligeledes, hvis () er konstant sa
er Vg en symmetri.

J

Det er ikke et tilfeelde at vi har brugt symbolet @ (hvilket lige
sa godt kunne veere f, fra den tidligere beskrivelse). Inspireret af

elektromagnetisme i fysik, hvor den totale ladning af et system altid
er bevaret, kalder man ligeledes ) for en bevaret ladning eller en
Noether ladning.

Korollar 4.3. Vg er en symmetri hvis og kun hvis
{Q,H} =0.
Se Opgave 5.25 for en definition af Poisson parentesen.
Korollar 4.4. Vj er en symmetri af systemet § = (H,XK) da
{H,H} =0.

Ved brug af resultatet fra Opgave 5.25 betyder det at
dH  OH
at ot
Hvis nu systemet ogsa har en tidssymmetri ¢ — ¢ 4 dt som svarer til

et vektorfelt V; = 2, betyder det at V,(H) =0 <= % = 0. Ergo

er den totale energi af systemet H = E en bevaret ladning!

Tidssymmetri <+—  Energibevarelse
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Lad os se pa et mere avanceret eksempel.

Definition 4.5. Den specielle ortogonale gruppe SO(N) beskriver
gruppen af rotationer i N dimensioner.*

SO(N) = {A =N x N matrix | A"A = Idyxy ,det(4) = 1}

Et eksempel pa et element A € SO(2) er

=500

da

Lemma 4.6. Lie algebraen so(/N) bestar af alle matricer L som
opfylder
L"+L=0.

Bevis. Betragt en kurve 7: R — SO(N) hvor 7(t) = g, som opfylder
at 7(0) = e = Idyxy. Fra definitionen af SO(N) ved vi ogsa at

g ! = g'. Tydeligvis sendrer identiteten sig ikke,

de _dy@®"y0)

0= — —
dt dt
Men nu kan vi kigge pa sma transformationer langs kurver der gar

gennem identiteten ved brug af eksponentialafbildningen ~(¢) = el

4For os er det ikke vigtigt hvad determinanten “det(A)” betyder, s& vi veelger
ikke at ga i detaljerne med det.
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hvor L € so(N).

= 00|

- [(%—?)Tv@) a7 (djl—f))]

= [LTIdeN + IdeNL}
=L"+L

0

t=0

Vi har vist at so(/V) bestar af anti-symmetriske (eller ogsé kaldet
skaev-symmetriske) matricer. Et eksempel pa A € s0(3) er

0 —c b
A=l c 0 —-al. (4.51)
-b a 0

Eksempel 4.7. Betragt gruppen af rotationer i tre dimensioner G =
SO(3) og dets virkning pd X = R3. Den lille transformation er dx =
L-z, hvor L € so(3) er et element af den tilsvarende Lie algebra. Der
geelder at ethvert sadan L kan skrives pa samme form som Ligning
4.51. Vi bemeaerker at hvis vi skriver z = (xl T .’L'g) pa vektorform,
sa giver

0 —c b 1

ox=|c¢c 0 -—a T
—b a O xs3
bxs — cxy

= Cr1 — axs
are — bxy

Det er det praecis det samme som hvis vi beregnede et krydsprodukt
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mellem to vektorer!®

a
ox =10Xxx, (=10

C

Derefter kan vi bestemme co-momentet f, = zi(L),

fu(k) = (L) (k) = p- (£ x x).

Man kan ggre brug af fglgende identitet som involverer krydspro-

duktet mellem vektorer,

p-Uxx)=L0-(xxp) =x-(px{).

Det betyder ogsa at vi kan aflaese hvordan det kanoniske momentum
eendrer sig under gruppevirkningen

op; = Vfu (pz)
_Ofu
3382-

o @ (px 1)
= ({ x p);

Med andre ord er dp = ¢ x p som ligeledes svarer til en rotation
af P. Nu kan vi bestemme den bevarede Noether ladning. Husk at
co-momentet er en afbildning 1i(L): X — R og momentet p: K —
s0(3)*. Sa vi kan identificere

p: L——1-(e)
p(L): (,p) — £ (z X p)

®Maden man intuitivt kan forstd det er at ¢ er aksen man roterer om. Alle
punkter flytter sig derfor i en retning som er vinkelret pa bade x og ¢. Dette er
samme retning som ¢ x z. Det demonstrerer ogsd hvorfor at s0(3) = R3.

6 Arsagen til at det virker er fordi p- (¢ x =) maler volumenet af et parallelepi-
pedum med sideleengder beskrevet af tre vektorer p,¢,z. Hvis man roterer figuren
svarer det bare til at bytte de tre sider p — ¢ — = — p, som selviglgelig ikke

gndrer pa volumenet.
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og ligeledes
p: (w,p) —> T X p
Her skal p(k) forstas som en afbildning som spiser et L € s0(3) (eller

i samme stil et £ € R?) og giver et tal, u(k): x xp+— £-(x X p). Den
bevarede ladning er dermed £ = x X p, som jo er impulsmomentet!

Impulsmomentsbevarelse
dl
dt

Rotationssymmetri

—
r—g-x, g€S0(3) L=2xXp, 0
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5 Opgaver

Opgave 5.1:
Vis, at identitetselementet i en gruppe G er unikt. Det vil sige hvis
e1 0g es begge er identitets elementer, sa har vi e; = e,.

Opgave 5.2:
Vis, at hvis ¢g> = g - g = g for alle elementer af en gruppe G s er
G = {e} den trivielle gruppe.

Opgave 5.3:
Vis, at for gruppen G = (R,+) er A\,(z) = a + x en gruppe virkning
pa R.

Opgave 5.4:
Vis, at formlen for inversen i Eksempel 2.7 er korrekt.

Opgave 5.5:
Vis, at afbildningen

V,: C®(R) — R
fe f(o)

er en tangentvektor i punktet z € R.

Opgave 5.6:

1) Argumenter at G = (R,+) danner en (Lie) gruppe.
2) Hvad er dens Lie algebra?

Opgave 5.7:

Er folgende grupper? Er de Lie grupper? Hvis de er, hvad er deres
Lie algebra?

1) (R,x)

2) (Z,:+)
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3) (R\{0},x)
4) (R"+)

Opgave 5.8:

Hvor mange frihedsgrader har folgende systemer:
1) En partikel i R

2) Tre partikler i R?

3) n partikler i R°

4) En partikel pa overfladen af en klode

5) Et pendul

Opgave 5.9:
Som beskrevet er en historie en kurve i et konfigurationsrum.

1) Ma kurven gerne krydse sig selv? Hvis den ggr, hvad er den fysiske
fortolkning? Forklar.

2) Hvad betyder det hvis kurven er lukket? Forklar.

Opgave 5.10:
Argumenter at det eneste potentiale V(x) i et én-dimensionalt sy-
stem med translationssymmetri er en konstant.

Opgave 5.11:
Betragt systemet som beskriver et massivt legeme spaendt fast til en
veeg med en fjeder (med afstand L). Hamiltonianen er

o1

_p L e
H—2m+2k3(x L).

1) Beregn kraften F' ud fra potentialet V(z) = 1k(z — L)? og vis, at
det stemmer overens med Hookes lov.

2) Vis, at Hamiltons ligninger giver

ax_£ @_

9r _ — k(r—1).
5% m o Fe-ID)
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3) Vis, at folgende funktionsudtryk for z(t) og p(t) er lgsninger til
ligningerne

x(t) =L+ Acos(wt) ,  p(t)= —% sin (wt)

hvor A € R.
4) Ved at differentiere z(t) to gange, vis ved brug af Newtons 2. lov

| k
w=4/—.
m
w

(S0(0) + (ott) — 1)?

Hvad beskriver denne type ligning? Brug dette til at tegne systemets

at
5) Beregn

historie i dets konfigurationsrum.

6) Hvad sker der hvis man ggr A stgrre?

Opgave 5.12:
En bold bliver kastet vertikalt op i luften. Hamiltonianen som be-

skriver systemet er

P2
H="—+mgz,
2m

hvor stgrre x betyder hgjere op i luften.
1) Beregn Hamiltons ligninger.

2) Beregn kraften pa bolden. Stemmer det overens med hvad du ville
forvente?

3) Losningen til Hamiltons ligninger giver

1
x(t) = —§gt2 + %t +xo,  p(t) = —mgt +po.

Brug de to ligninger til at finde positionen som funktion af kun im-
puls, z(p).
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4) Tegn boldens historie i et konfigurationsrum. Forklar hvad der
sker hvis du eendrer g,m,po, 0.

Opgave 5.13:

I denne opgave skal vi undersgge et eksempel hvor H = E er energien
af systemet, men den er ikke bevaret, samt hvor H # E men H er
bevaret. Betragt en fjeder fastspaendt til en vogn som bevaeger sig
med konstant hastighed vy langs fjederens akse (du kan teenke pa
det som en dynamisk hviletilstand L = vyt).

P2 1 2
H(z,p) = o T §k($ — wot)

1) Beregn Hamiltons ligninger.

2) Beregn kraften F. Er den konstant? Stemmer det overens med
hvad du ville forvente?

3) Er den totale energi i systemet bevaret? Hvorfor?

4) Nu skifter vi til nye koordinater
' =x — vt.

Er det en kanonisk transformation? Hvad bliver p'?

5) Det viser sig at den korrekte Hamiltonian i de nye koordinater er

 — 21 1
(p" — muy) +—k;x'2——mv3.

H !/ —

Er H bevaret? Er det den totale energi?

Opgave 5.14:
Vis, at folgende matrix er element af Sp(2).

=G )
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Opgave 5.15:
Vis, at folgende matricer er elementer af Sp(2).

cosh@ sinh6
A=+
(sinh 0 cosh 9)

cosh og sinh er de hyperbolske trigonometriske funktioner. Du kan
bruge egenskaben cosh?§ — sinh?# = 1, som minder meget om den
sakaldte “idiotformel” cos? @ 4 sin? 6 = 1.

Opgave 5.16:
Betragt en lukket kurve (dvs. en periodisk historie) i konfigurations-
rummet K med konstant energi

1
H(x,p):%pQﬂLV(x):EER.

1) Skriv p som funktion af = og E.

2) Argumenter at arealet inden for kurven er

A(F) =2 / pdx.
Du behgver ikke at evaluere integralet! Det kan veaere en hjeelp at
lave en tegning.

3) Substituer nu impulsen med hastigheden p = muv. Hvis dt er
tiden det tager konfigurationen at beveege sig en afstand dx med
hastigheden v, argumenter at

ox

ot =—.

v
Vis derefter at perioden (tiden det tager for systemet at komme
tilbage til konfigurationen den startede i) er

Tmax 1
T(E) = 2/ — dz

(Y

min



268 KAPITEL 4. GAUGE SYMMETRIER

4) Vis, at

Opgave 5.17:
Tjek at resultatet fra del 4) af Opgave 5.16 stemmer overens med
Opgave 5.11.
1) Beregn energien af systemet E = H(z(t),p(t)) hvor z(t) og p(t)
er lgsningerne til Hamiltons ligninger.
2) Beregn arealet af historien og omskriv det som en funktion af
E. Du kan bruge at en ellipse beskrevet pa den geeldende form har
folgende areal

(x —20)® | (y—w0)?

_|_

5 z =1 <=  Areal = 7mab.
a

3) Brug de to forrige resultater til at vise at

T=""
w

Er dette hvad du ville forvente?

Opgave 5.18: Elektrisk kraft
Betragt folgende Hamiltonian pa K = R2,
1

H= (p — qA(2))* — qp(x),

2
hvor g € R og A(x),p(z) er funktioner af position. Den beskriver en
partikel med position x og impuls p i et elektromagnetisk felt (det
elektriske og magnetiske felt er beskrevet af to funktioner E(x) og

1) Udled Hamiltons ligninger.
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0%z

%z og brug Hamiltons lignigner til at vise at kraften

2) Beregn 7 :=

. (c%caA 0A 8g0)
F=mi=q| % ———— =— .

3) Brug kaedereglen og vis, at de to forste led i gverste ligning gar
ud med hinanden.

4) ¢(x) kaldes ogsa det elektriske potentiale, som definerer det elek-

triske felt
9
or

Vis, at Newtons lov ender med at vaere det bekendte

E(z) =

F=qF,

ogsa kaldet Lorentz kraften af et elektrisk felt.

5) (Sveer ekstropgave!) Funktionen A(x) er relateret til det mag-
netiske felt B(z). Men vi sa at A(x) i sidste ende ikke bidragede
noget til den totale kraft. Vi ved at Lorentz kraften for et elektrisk
og magnetisk felt i tre dimensioner (som vi er vant til) er

—

qu(ﬁ—l—ﬁXé)

hvor ¢ er hastigheden af partiklen. Ud fra dette resultat, hvorfor
giver det mening at vi ikke ser en “magnetisk kraft” i én dimension?
Hvad med to dimensioner?

Opgave 5.19:
Udled Hamiltons ligninger for fglgende Hamiltonian pa K = RS,

H=(Zxp) d,

hvor & € R*\{0}. Vis, at systemets historie danner cirkler i X og at
vinkelhastigheden er |dJ).
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Opgave 5.20: Gauge symmetri
Lad = og z* veere to frihedsgrader. Vi vil gerne have at vores Ha-
miltonian har en symmetri

x(t) = ex(t) () = et (t)

hvor i? = —1 og o € R er en konstant.

1) Vis, at
ox . Ox or* , @

(20 1

oa "¢ o ot ¢ ot

2) Vis, at H — H nar

_1oat o
20t Ot

Ergo har systemet en symmetri.

3) Lad os nu opgradere « sa den ikke leengere er konstant, men
ogsa kan veere tidsatheengig, a(t). Vis, at resultatet fra 1) og 2) ikke
laengere er sandt (husk keedereglen nar man differentierer).

4) Vi kan igen ggre H invariant ved at definere en ny type differen-

tiale.
D o 0 Oa D* o 0 N O
Dt ot ot Dt ot o
Vis, at
D.%' s ei()t(t) Da: D*Z’* s e—iOé(t) D*.T*
Dt Dt Dt Dt

5) Vis dermed at
~ 1D*z* Dx
2 Dt Dt
er invariant.

Forklaring: Det vi har beskrevet her er, hvad der sker nar man
forfremmer en global symmetri til en lokal symmetri — ogsa kaldet en
gauge symmetri. I denne opgave har vi arbejdet med en U(1) sym-
metri, som er den der beskriver elektromagnetisme. “Gauge” i dette
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tilfeelde hentyder til at funktionen «(t) har samme fysiske virkning
pa systemet hvis man sender «(t) — «(t) + A, hvor A € R. Det
ligner derfor at der er en ekstra frihedsgrad, A, som man frit kan
veelge. Men den er ikke fysisk. Det nye differentiale bevarer gauge
symmetrien og hedder et covariant differentiale.

Opgave 5.21: Kommutator
Lad k = (x) og definer et nyt objekt
p

[A,B] = AB — BA

kaldet en kommutator.
1) Vis, at k7 - Q- k = [x,p].

2) Vis, at kanoniske transformationer bevarer kommutatoren. Med
andre ord, send k — k' = Ak og vis, at

KT QK =k"-Q-k < AecSp(2).

Opgave 5.22:
Find Hamilton vektorfelterne svarende til fglgende funktioner og vek-
torer.

1) X(z,p) =22+ p*.

2) Y(x,p) = xp.

3) Z(x1,x9,p1,p2) = 2123 + p1ps.
4) Vy=(1,—1) e R

5) Viv = (—p,z) € R2.

6) For H = (2 + p?), beregn Vx(H), Vy(H) og Vy(H) fra de
forrige opgaver.
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Opgave 5.23:
Lad X: X — R veere en funktion.

1) Vis, at vektoren

- 0o 1\ (&
VX:Q-VX:( ) :
-1 0 &

giver anledning til Hamilton vektorfeltet V.

2) Ud fra det, argumenter hvorfor det giver mening at Vy (k) giver
Hamiltons ligninger.

3) For to funktioner XY og Hamilton vektorfelter Vx,Vy, vis, at

Vx(Y) = (VX)) Q- (VY) .

Opgave 5.24:
Lad XY veere to funktioner i et konfigurationsrum med tilsvarende
Hamilton vektorfelter Vx,Vy. Vis, at

Vi(Y) = =Yy (X)

Opgave 5.25: Poisson parentes
Lad X,)Y: X — R veere to funktioner med tilsvarende Hamilton
vektorfelter Vx,Vy. Definer Poisson parentesen {e e}

N
0XJY 0Y 0X
{X’Y} o ; <8Ii Op; B Ox; api) '

1) Vis, at Hamilton vektorfelter ogsa kan skrives som en Poisson

parentes,
Vy(X) ={X,Y}.
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2) Skriv Hamiltons ligninger som Poisson parenteser.
3) For f = f(L,o(t)p(t)), vis, at

df _ of
E_E—i_{f?[—[}?

hvor H er Hamiltonianen.

4) Lad X)Y,Z: X — R veere funktioner og a,b € R. Bevis folgende
egenskaber:

o Anti-kommutativitet
{X,Y} = _{YaX}
o Biliniaritet
{aX +bY,Z} = a{X,Z} + 0{Y,Z}
{X,aY + b7} = a{ XY} +b{X,Z}
o Leibniz reglen

(XY, Z} = {X,Z}Y + X{Y,Z}

« (Valgfri) Jacobi identiteten

{(XAYV. 2} +{Y {2 X}} +{Z{X)Y}} =0

5) Vis, at
Vx,Vy|(Z) = =Vixyy(2)

hvor [e,e] er kommutatoren fra Opgave 5.21.

Opgave 5.26:
Lad f: X — R veere en funktion og ¢1,90 € G veere to gruppeele-
menter. Vis ved brug af Ligning (4.50) at

(91 (g92- 1)) (k) = (g192) - ().
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e Opgave 5.27:
I denne opgave skal vi vise at Lie algebraen for rotationer i to di-

[

mensioner er so(2) = R.

1) Gennemga beviset i Lemma 4.6 og vis, at ethvert element L €
50(2) kan skrives pa formen

0 —a
L= cR.

2) Argumenter derfor at der eksisterer en (kontinuert) bijektiv af-
bildning s0(2) — R.

3) (Valgfri) Tjek at eksponentialafbildningen rent faktisk giver ro-
tationsmatricen.

e Beregn L2 L3,... L™

e Brug nu sumformlem for eksponentialfunktionen til at beregne
gruppeelementet.

Du kan bruge sumformlerne for cosinus og sinus.

S —1)™ 2m
cosf = Z%H

m=0

sin ) = Z ((ie)?m“

= (2m+1)!

ee Opgave 5.28:
Folgende er en opgave som bygger videre pa Opgave 5.27. En anden
made at beskrive rotationer i to dimensioner er ved at oversaette det
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til komplekse tal. Vi kan afbilde

R? 5 (z) —x+iy € C.

1) Ved at rotere vektoren, vis, at man pa konsistent vis kan afbilde
rotationsmatricen som

cosf) —sind

SO(2) > (

) — cosf +isinf = ¢ € C.
sinf cos@

2) Vis, at U(1) :== ({¢" | § € R},x) danner en gruppe med multipli-
kation som kompositionsregel. Det vil sige tjek at

e den er associativ.
e der eksisterer en identitet.
o for hvert element er der en invers.

Denne gruppe kaldes for en unitsere gruppe.
3) Beregn den lille transformation for et g = ¢ € U(1).

4) Argumenter derfra at u(1) = R.

Med andre ord har SO(2) og U(1) samme Lie algebral Altsa ser
de ens ud lokalt i naerheden af identitetselementet. Man siger derfor
at de to grupper er lokalt isomorfiske (det viser sig dog at de ogsa
er globalt isomorfiske).

Opgave 5.29:
I denne opgave skal du bruge eksponentialafbildningen og kommuta-
toren fra Opgave 5.21.

1) Vis, at hvis [A,B] =0, sa er
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2) Antag at A,B € g nu er elementer af en Lie algebra saledes at
e,eP € G er elementer af en tilsvarende gruppe (bemeerk at G ikke
ngdvendigvis er unik!). Er det sa sandt at [A,B] = 0 for alle A,B € g
= [g1,92] = 0 for alle ¢1,92 € G7 Forklar.

Opgave 5.30:

Lad G veere en Lie gruppe der virker pa to konfigurationsrum X; og
K5, som hver giver anledning til momenter p;: Ky — g* og o : Ko —
g*. Vis, at momentet p: Ky x Ky — g* svarende til den simultane
gruppevirkning fra G pa K; x Ky opfylder

plkr,ke) = pa (ki) + po(ka) -
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6 Projekt: Antallet af bosoner i
Standardmodellen

Moderne fysik bestar af to primeere sgjler: Tyngdekraft og partikel-
fysik. Hver af disse af beskrevet af to teorier — den ene er Einsteins
generelle relativitetsteori og den anden er Standardmodellen. Fak-
tisk er det et keempe stort problem at vi har to teorier og ikke kun
én, som kan beskrive alting (en sékaldt “quantum gravity” teori),
men det er en historie til en anden gang. I dette projekt vil vi gerne
fokusere pa Standardmodellen, som beskriver partikler ved brug af
et sprog kaldet kvantefeltteori.

Standard Model of Elementary Particles

three generations of matter interactions / force carriers
(fermions) (bosons)
| I 1
mass  =2.2 MeV/c2 =1.28 GeV/c? =173.1 GeV/c? 0 =125.11 GeV/c?
charge %3 24 24 0 0
spin | %2 U A C A t 1 9 0 H
up charm top gluon higgs
=4.7 MeV/c? =96 MeV/c? =4.18 GeV/c? 0
- - - 0
. d v (8 . b : @
down strange bottom photon
C—
=0.511 MeV/c? ~105.66 MeV/c? ~1.7768 GeV/c? =91.19 GeV/c?
-1 -1 -1 0
« (& « (. s« . &
electron muon tau Z boson
B
<1.0 eV/c? <0.17 MeV/c? <18.2 MeV/c? =80.360 GeV/c?
0 0 0 +1
¥ Ve A Vl—l A V1 1 W
electlfon muon tau W boson
neutrino neutrino neutrino —

Figur 4.6: Standardmodellen.

Mere specifikt, vil vi gerne diskutere gauge bosonerne (ogsa
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kaldet vektor bosoner), som er karakteriseret ved at de alle har
“spin-1"7 Den egenskab som de medfgrer er, at de alle kommuni-
kerer fundamentalkraefter mellem partikler. I vores univers har
vi fire fundamentale kreefter: Elektromagnetisme, svag kernekraft,
steerk kernekraft og tyngdekraft. Men som sagt er tyngdekraft lidt
en sjov feetter, sd den springer vi over. Teenk nu som eksempel pa
elektromagnetisme: Hvordan ved én elektron at den skal frastgde og
ligeledes frastgdes af en anden elektron? Dét der i virkeligheden sker
er, at de to elektroner kommunikerer ved hinanden ved at udveksle
fotoner, som i sidste ende “skubber” til elektronerne (bid dog meerke
at dette er en meget forsimplet forklaring).

I dette projekt vi gerne bruge matematik til at forudsige antallet
af gauge bosoner i vores univers. Det lyder helt sci-fi, men vi kan
rent faktisk ggre det udelukkende ved brug af det vi har leert i lgbet
af dette forlgb. Lad os alligevel veere kedelige og give jer svarende pa
forhand:

e Der er én partikel som kommunikerer elektromagnetisme, kal-
det fotonen, ~. I hverdagstale hedder den ogsa ‘lyspartiklen’
fordi det er en bglge i det elektromagnetiske felt, som vi opfat-
ter som lys (hvor forskellige farver er forskellige bolgeleengder).

e Der findes tre partikler som kommunikerer den svage kerne-
kraft. Disse er W+, W~ og Z° bosonerne. W+ og W~ har
samme masse, men har forskellige elektromagnetisk ladning,
pa hhv. 1. Det betyder ogsa at de interagerer med fotonen!
ZY bosonen er derimod lidt tungere og har ingen elektromag-
netisk ladning.

e Der findes i alt otte partikler som kommunikerer den steer-
ke kernekraft, kaldet gluoner. Men vent, pa Standardmodellen
star der at der kun er én gluon?? Det er fordi gluoner kommer i

"Hvorimod fermionerne (kvarker og leptoner) har spin—% og Higgs bosonen
har spin-0. Hvis tyngdekraft ogsa havde en beskrivelse som en partikel (kaldet
“gravitonen”) ville den vaere spin-2.
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forskellige variationer, beskrevet af noget der hedder farve (ja,
fysikere er opfindsomme med navne). I gluonens verden findes
der tre farver (r¢d, gren, bla) og tre anti-farver (anti-rod, anti-
gron, anti-bla). I stedet for at farve bogstaverne (det kan veere
sveert at se ordentligt), sa skriver vi r for rod, g for gron og b
for bla. Anti-farverne skriver vi med en streg over, sa det bliver
7 for anti-red, g for anti-gren og b for anti-bla. Hver gluon kan
have én farve og én anti-farve. Med lidt kombinatorik kan du
teelle, at der er 9 kombinationer. Sa hvordan far vi 87 Det viser
sig, at gluoner i virkeligheden er kombinationer af forskellige
farvekombinationer:

(rb + br) % (rg + g7)
(g +dD)

Sl-sl- sl

(bF — rb) NG (g7 — r7)

[l

% (b—b5)  —= (7 + bb — 2g7)

Der findes endnu en kombination som ikke kan skrives som en
kombination af de ovenstaende! Det er det sakaldte “farvelgse”
kombination ]

7 (17 + bb + g9) -

Den viser sig slet ikke at interagere med nogle af de andre
gluoner. Derudover, fordi vi ikke har observeret en gluon som
opfgrer sig pa denne made, er der god grund til at tro at den
ikke eksisterer. Derfor er der kun 8 gluoner — og det kan vi
rent faktisk ogsa forudsige, hvis vi startede med at teenke pa
gruppeteori!

Hvordan heenger gauge bosoner sammen med hvad vi har leert om
symmetrier? Fgr du fortsetter med dette projekt kan det veere en
god id¢ at lave eller genlaese Opgave 5.20. Idéen er at vi har et system
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8 hvor der lever nogle kvantefelter, som er afbildninger ¢: X — C
som overholder noget struktur.® Denne struktur er, at der findes en
transformation

p() — M(z)p(z)

som bevarer dynamikken.® Husk at ¢(z) generelt kan beskrives som
en vektor. Derfor er M () en matrix. Fordi vi vil kigge pa transfor-
mationer som bevarer en vis struktur, ma de forskellige M (z) derfor
danne en gruppe — det er en symmetri!

Fra Lie grupper og Lie algebra til kvantefelter

Denne del af projektet giver lidt kontekst til, hvorfor kvantefelter har
noget at gore med Lie grupper og Lie algebraer. Hvis du vil springe
direkte til at vise hvordan man far tallene 1, 3 og 8 som beskrevet
tidligere, kan du springe disse opgaver over eller endda hoppe direkte
til naeste del pa Side 284.

Som opvarmning, lad os undersgge hvilke forskellige slags udtryk
det er som forbliver det samme nar vi laver transformationen. Fra
nu af vil vi forkorte og blot skrive “0p” for at beskrive det partiale
differentiale af ¢ med hensyn til et eller andet (vi antager ogsa at det
her ‘et eller andet’ er reelt). Derudover definerer vi en ny operation,
. som er en kombination af at transponere A — AT og tage den
kompleks konjugerede i —+ —i (hvor i := v/—1) af noget. Med andre
ord AT = (AT)* = (A")T hvor reekkefglgen ikke betyder noget. Nogle

8Fx findes der et Higgsfelt 3 som eksisterer i hele universet. Nar vi taler om
Higgs partiklen mener vi i virkeligheden at der er en lokaliseret bglge i feltet.
Ligesom hvis du kigger under en trampolin kan du se ud fra hvordan den bglger,
hvor der star en person henne.

9Typisk i kvantefeltteori bruger vi ikke Hamiltonianen og Hamiltons lignin-
ger til at beskrive dynamikken. I stedet bruger man et lignende objekt, kaldet
Lagrangianen, £, som kan relateres til Hamiltonianen. Dynamikken deraf kom-
mer via Euler-Lagrange ligningerne, som er tilsvarende Hamiltons ligninger.
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eksempler:
(x+aiy)t =2 — zy, Ty €R
(AB)' = [(AB)"]" = [BTA"]" = BT A'
( At = o(AT)
(1A)T = —i Al

Opgave 6.1: (Valgfri)

1) Argumenter at

B —s (OM)p + M.
Hvad er (9p)!?
2) Vis at (0¢)"(9¢) # (09)'(9).

Ligesom i Opgave 5.20 skal vi introducere et nyt form for diffe-
rentiale “D”, som vi kalder det covariante differentiale saledes at

(D) (Dy) — (Dp)"(Dg) er en symmetri.
Opgave 6.2: (Valgfri)

1) Definer nu det covariante differentiale:

Dy = 0p + icAp

det tidligere.

Vi vil gerne forsta A som at have noget at gore med en par-
tikel /kvantefelt. Men helt hvordan ved vi ikke endnu! Indtil
videre kan du dog forestille dig at produktet “Ap” betyder at
de to partikler taler til hinanden. Tallet ¢ € R\ {0} kan derfor
fysisk forstas som en koblingskonstant. Men matematisk skal
du umiddelbart teenke pa A som en matrix, ligesom vi har set

Vi vil gerne have at

o= Mp, A A = Dy M(Dp).
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Vis at ovenstaende gaelder hvis

icAAM@ =icMA — OM . (4.52)

Alt hvad vi har gjort indtil videre kan i princippet generaliseres
til enhver form for transformation. Men dem som vi er interesserede i
her, i konteksten af partikelfysik, er sakaldte unitaere transforma-
tioner. Vi sa eksemplet pa U(1) i Opgave 5.20 og 5.28, hvor M € C
bare er et komplekst tal (bemeerk at det ogsd betyder at MT = M*).

Definition 6.1. Den unitaere gruppe U(N) bestar af N x N ma-
tricer med indgange i C, hvor M1 = MT, VM € U(N).

U(N) = {M = N x N matrix af komplekse tal | M~ = M'}

Der findes en undergruppe, kaldet den specielle unitsere gruppe,
SU(N), hvor elementer ogsa opfylder det(M) = 1, hvor “det” er
matricens determinant.

Vi kommer ikke til at bruge determinanten til meget her, sa der
er ingen grund til at bruge tid pa at definere det.
Opgave 6.3: (Valgfri)

1) Lad M € U(N). Ved at gange Ligning (4.52) med —2 M fra hgjre
side, vis at

A A= MAM' + - (OM) M?.

1
c
2) Tenk nu pa M € G som veerende et element af en gruppe. Vi
vil gerne se hvad der sker hvis vi laver sma transformationer. Sa vi
kan skrive M = 1+ ¢L, hvor L € g er et element af Lie algebraen.

Bemaerk at vi har en faktor ¢, hvilken er konvention som man ofte
bruger inden for partikelfysik.



6. PROJEKT: ANTALLET AF BOSONER I
STANDARDMODELLEN 283

Vis at

Avs A' = A4i[LA] - 2oL (4.53)
g

hvor [L,A] .= LA — AL kaldes for kommutatoren af L og A, som
vi ogsa brugte i Opgave 5.21. Husk at du kan ignorere termer sasom
“L?” fordi det er sma transformationer!

NU kommer punchlinen! Vi introducerede A som en made at op-
gradere 9 — D. Men indtil videre har vi ikke anet hvad A overhove-

det er. Nu kan vi endelig stille os selv spgrgsmalet:
“Hvad er A? Hwvilken mengde tilhgrer den?”

Kan du huske helt tilbage til Definition 2.11 af vores Lie algebra?
Nemlig, at [-,-]: g X g — @ er en operation der tager to elementer
af en Lie algebra og sender dem til et nye element. Altsa er Ligning
(4.53) fuldkomment konsistent hvis A € g!

Gauge bosonerne, vis interaktioner med andre partikler mani-
festeres gennem det kovariante differentiale, lever i Lie alge-
braen af symmetrigrupper! Standardmodellen er symmetrisk
under SU(3) x SU(2) x U(1). Det kovariante differentiale er
derfor

D =04 1ic1G+icsA+icY

hvor de forskellige gauge bosoner lever i fglgende Lie algebraer:
Gluon: G € su(3)
W/Z: A € su(2)

Foton: Y € u(1)

L

Bemaerkning 6.2. Det faktum at der er tre grupper betyder ogsa
at der er tre fundamentalkreefter. Man kan maske spgrge sig selv,
hvorfor tre og ikke bare én? Det ville jo veere meget nemmere og
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smukkere! Denne idé kaldes for “grand unification”. Idéen om at for-
ene de tre naturlove i én samlet kraft, er derfor et spgrgsmal om at
finde en Lie gruppe der kan husere SU(3) x SU(2) x U(1). To famgse
eksempler er SU(5) og SO(10) som begge har Standardmodellen som
en undergruppe.

SO(10) > SU(5) S SU(3) x SU(2) x U(1)

Grand unified theory var rigtig populeert tilbage i 70’erne, men da
vi endnu ikke har set noget direkte eksperimentel evidens for det
endnu, er det ret dgdt i dag. Lasningen efterlader vi som en opgave
til leeseren.

Generatorer af Lie algebraer og antallet af
bosoner

Vi har etableret at gauge bosoner faktisk bare danner Lie algebraen
af symmetrigrupperne i partikelfysik. Med andre ord er der en én-
til-én korrespondence mellem partikler og symmetrier — wow! Men
vi har endnu ikke fundet ud af hvor mange der er. Sa lad os minde
os selv om, hvad en Lie algebra er: Det er de “sma transformatio-
ner” af en Lie gruppe. Men vigtigere for os i det her tilfeelde er det
faktum, at det er et tangentrum. Nemlig, i Definition 2.10 sagde
vi at g = T.G er tangentrummet gennem identiteten. Idéen med et
tangentrum er, at den forteeller dig alle de retninger man kan bevaege
sig i mangfoldigheden. Hvor mange retninger er der?

Definition 6.3. Lad 7, M vare et tangentrum vis elementer er tan-
gentvektorer V, € T,M. En basis er en meengde {vy,...,¢,}, hvor
v; € T,M, saledes at alle V, € T,M kan skrives pa formen

Vo, =av1+ -+ apry,, a €R.

Hvis M = G er en gruppe og T, M = g er dens Lie algebra, kaldes
basiselementerne ¢; = ¢; for generatorer.
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I gruppeteori kalder vi specifik basiselementerne af Lie algebraen
for generatorer fordi de genererer sma transformationer. Skriv fx

g=1+1icL

for en lille transformation, hvor g € G og L € g. Nu kan vi veelge at
skrive L ud fra vores basis.

g =1+1ica:& +icals + - - - +ican,

Sa vi kan altid skille sma transformationer ad og se dem i flere dele!
Der findes derfor n distinkte “retninger” man kan transformere syste-
met i og alle transformationer kan skrives som en linearkombination
af disse retninger.

Definition 6.4. Dimensionen af et tangentrum, dim(7,M), er det
mindste tal n hvor der findes en basis med n elementer.

En anden made at se dimensionen er ved at stille sig selv spargs-
malet:

“Hvor mange (reelle) tal skal jeg angive for at beskrive
et element?”

Eksempel 6.5. Lad os bestemme dimensionen af s0(2). Vi ved at
elementerne af gruppen SO(2) er rotationsmatricer

(4.54)

sinff cosf

S0(2) > (cos@ —31119) ‘

I Opgave 5.27 fandt vi ud af at alle elementer L € so(2) kan skrives

0 —a
L= cR.

Nu kan vi nemt finde generatorerne. Den bestar nemlig af ét element

=0 )

pa formen
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saledes at alle Lie algebra elementer kan skrives pa formen L = af.
Da det ikke giver mening af en basis er nul elementer og ét er det
mindste tal vi derefter kan have, har vi vist at dim(so(2)) =1. o

Opgave 6.4:
Betragt Lie gruppen G = (R",+). Hvad er dens Lie algebra? Find
en basis. Hvad er dimensionen, dim(g)?

Opgave 6.5:
Det viser sig at Lie algebraen gl(N,C) bestar af alle N x N matricer
med komplekse tal. Argumenter at dim(gl(N,C)) = 2N2,

Opgave 6.6:
I denne opgave skal vi bestemme Lie algebraen af U(N) pa samme
made som vi gjorde i Lemma 4.6.

1) Gennemga beviset i Lemma 4.6 og brug samme metode til at vise
at
L'+L=0, VLecu(N).

2) Hvad er u(1)? Vis at dim(u(1)) = 1.

[ Du har nu vist at der findes 1 foton. ]

3) For N =2, vis at ethvert L € u(2) kan skrives pa formen
ta —c+1id
L = . 4.55
(c +d b ) (4.55)

4) Vis at dim(u(2)) = 4. Hvad er generatorerne?
5) Vis at dim(u(3)) = 9.
6) (Valgfri) Vis at dim(u(N)) = N2.

Hvordan springer vi fra u(NV) til su(N)? S’et i “SU” eller “SO” star for
“speciel” og betyder at elementerne ogsa har determinant det(g) = 1.
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Hvad betyder det for Lie algebra elementerne? Desveerre er determi-
nanten et koncept som vi ikke har brugt tid pa at diskutere. Hvad
der fglger ma I desveerre bare tro pa eller spgrge en af underviserne
om. Det er muligt at vise fglgende formel for matricer:

det(g) = @ .

Her star tr(g) for trace, hvilket er at man tager summen af alle
de diagonale indgange i matricen. For eksempel har matricen i Lig-
ning (4.54) trace cos®# og de andre matricer i samme eksempel har
tr(L) = tr(§) = 0. Sa hvis det(g) = 1 for elementer g € SO(N) eller
g € SU(N), ma det betyde for Lie algebra elementerne at

1 =det(g) ="  —  tr(L)=0.

Ergo har Lie algebra elementerne nul trace! Hvad betyder det for
dimensionen af Lie algebraen? Summen af diagonalen kan skrives
som en ligning

CL1+02+"'+CLN£0.

Men vi kan altid veelge at skrive fx an som funktion af aq,...,an_1.
Det betyder at der altid er ét mindre tal som skal angives! Du kan
maske sammenligne det med nar du skal lgse to ligninger med to
ubekendte. Den ene ligning kan du nemlig bruge til at eliminere ét
af de variable. Hvis du derimod havde én ligning med to ubekendte,
ville du altid skulle angive ét variabel!'® For at opsummere:

dim(su(N)) = dim(u(N)) — 1

Bemerk dog at elementer af o(N) altid har nul trace fordi LT +
L = 0 medfgrer at alle indgange pa diagonalen er nul. Sa faktisk
dim(so(N)) = dim(o(N)).

10En ligning med to ubekendte definerer i virkeligheden bare formlen for en
linje 7. En linje har dimension dim(vy) = 1. Derfra kan du maéske forestille dig
hvordan ubekendte haenger sammen med dimension.
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e Opgave 6.7:
Argumenter at dim(su(2)) = 3 og dim(su(3)) = 8.

Du har nu vist at der findes 3 W/Z bosoner og 8 gluoner.

Generatorerne af su(2) kaldes for Pauli matricerne og for su(3)
er det Gell-Mann matricerne.
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Tillykke! Du har nu brugt dine matematiske superkraefter til at

forudsige antallet af forskellige gauge bosoner i universet, uden over-

hovedet at lave noget som helst fysik! Det viser bare hvor steerkt et
veerktgj symmetri kan veere og hvilke konsekvenser det kan have for

systemer. Lad os opsummere hvad vi har leert i dette projekt:

Hvorfor er der 1 foton, 3 W/Z bosoner og 8 gluoner?

Standardmodellen er symmetrisk under gruppevirknin-
gen af G = SU(3) x SU(2) x U(1).

Vi har set at hvis dynamik skal veere invariant, sa skal
man opgradere alle partielle differentialer til kovariante
differentialer 0 — D = 9 + icA, hvor A kan forstas som
en partikel der interagerer med noget andet og vis styrke
bestemmes af koblingskonstanten c.

Vi har vist at A ngdvendigvis ma veere elementer af Lie
algebraen!

Ethvert Lie algebra element kan skrives som en lineser
kombination af basiselementer, kaldet generatorer. Di-
mensionen er antallet af generatorer.

Vi har vist at dimensionerne af su(3), su(2) og u(1) er 8,
3 og 1.

Derfor ma der findes 8 SU(3)-partikler (gluoner), 3
SU(2)-partikler (W/Z) og 1 U(1)-partikel (fotonen).
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