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Faglig Introduktion

Der er stor forskel mellem maden, hvorpa man leerer mate-
matik i folkeskolen og gymnasiet, og maden, som man laerer
matematik pa universitet og senere. Hvorimod fokus fgr har
veeret at se pa matematik i form af ligninger, som skal lgses,
og talveerdier, der skal bestemmes, sa er den rene matematik
meget mere generel og dybdegaende. Formalet er at definere
og stille spgrgsmal til alt, hvad vi tager for givet, nar vi ar-
bejder med matematik, som vi kender det. Hvad betyder det
at “lgse en ligning”? Hvad vil det sige, at noget er en funk-
tion? Og hvad er et “tal” overhovedet? Fgr vi takler emnerne
i denne bog, giver det derfor god mening at introducere nog-
le grundleeggende begreber og noget af tankegangen, som vi
benytter til at udfere matematiske beviser.

I dette kapitel vil der af og til komme nye matematiske
tegn, som ikke ngdvendigvis er gennemgaet endnu, men bare
rolig, dem vender vi tilbage til.

1 Meangder

En maengde er en samling af elementer eller “ting”. For ek-
sempel kan ingredienserne i rgraeg skrives op som maengden
af bestanddele af rgraeg:

{Eg, Melk}
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Bemeerk, at vi ikke kan udtale os om salt, da der findes
forskellige preeferencer for saltning af rgraeg.

Vi kan tydeligt se, at rgraeg ikke er det samme som spejl-
g, eftersom deres ingredienser er forskellige:

{Eg, Meelk} # {Eg}

Selvom der er &g i begge meaengder, sa er meengderne ikke
ens. Dog kan man sige, at ingredienserne til spejleeg er en
delmengde af ingredienserne til roraeg:

{Eg} C {Hg, Melk}

Udover (meget vigtige) seggeopskrifter kan man ogsa have
maengder af mere “matematiske” elementer, som tal og andre
meengder. Det kunne veere meengder som

{1,8,3}, {1, {6,{2, — 1},5}, eller {1,2,34,...}.

De skrives alle ved at omgive kommaseparerede veerdier med
tuborgklammer, {--- }.

Den fgrste maengde indeholder preecis elementerne 1, 8
og 3. Den anden maengde indeholder ingen elementer og kal-
des den tomme mangde. Den optraeder faktisk i matematik
sa ofte, at den har sit eget tegn, (). Det virker méske lidt un-
derligt, men du er maske fgr blevet udsat for at skulle lgse
en andengradsligning. Den kan enten have 0, 1 eller 2 lgsnin-
ger, og nar man lgser en andengradsligning, kan man sige,
at man finder dens lgsningsmengde. Hvis der er 0 lgsninger,
sa er lgsningsmaengden ().

Den tredje maengde er lidt sjov, fordi den indeholder for-
skellige typer af elementer: 6 og 5 er tal, og {2, — 1} er
en meengde. Derfor er 2 og —1 ikke elementer i den tredje
mangde!

I den sidste maengde har du nok bemeerket de tre prikker.
Pas pa de ikke stikker! De indikerer, at listen af tal (1,2,3,4)
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fortseetter uendeligt. Denne maengde er altsa alle de positive
heltal. Dem kalder vi ogsa de naturlige tal, og denne maengde
har ogsa et symbol, N.

En vigtig konvention (altsa en standard made at ggre tingene
pa) er, at hvert element kun optraeder én gang i maengden.
Det vil altsa sige, at hvis en maengde indeholder 100 1-taller,
er det det samme, som hvis den kun indeholdte ét!:

{1,1,1,1,1,1,1,2,2,2} — {1,2}.

Ligeledes er rackkefplgen af elementer i en maengde ogsa li-

gegyldig:
{1,2,3} = {2,3,1}.

Udover N har du maske ogsa hgrt om andre uendelige tal-
maengder, som ogsa har sine egne symboler. For eksempel

Z = mengden af alle heltal = {..., —2,—-1,0,1,2,...},
Q = meengden af alle brgker,

R = maengden af alle tal.

Da vi matematikere er dovne, sa gider vi ikke hele tiden at
sige “maengden af”. Derfor kalder vi i stedet Z for heltallene,
Q for de rationelle tal og R for de reelle tal.

Hvor vi meget paent kunne skrive de naturlige og hele tal
som henholdsvis

N={1234,...} og
Z=1{.,6-2,-1012...},

sa er det lidt sveerere at forestille sig, hvordan man kunne
gore noget lignende for QQ, og iseer for R. Vi kan dog prgve
at starte med at liste nogle af brgkerne:

1 1 1111
T3 9 171727307
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Men det er stadig uklart, hvordan talmgnstret skal fortsaette
ved “...". Vores maengde kunne for eksempel sagtens fortol-
kes som alle tallene pa formen %, hvor z er et heltal forskelligt
fra 0. Det er ikke seerlig hensigtsmeessigt, at det kan fortolkes
pa flere mader, nar vi meget specifikt mener Q.

Vi kan ggre det meget mere klart, hvad vi praecis mener,
ved brug af mengdebyggernotation':

Q:{E‘nel,meN}. (0.1)
m

Klap lige hesten brormand, det var ret meget ny notation,
det der! Lad os starte med “{...|...}". Det man skriver

pa venstre side af den lodrette streg beskriver generelt ele-
menterne i ens maengde, mens delen pa hgjre side beskriver
hvilke krav, elementerne skal opfylde. Elementerne i udtryk-
ket til venstre skal altsa opfylde de krav, vi seetter til hgjre.
“|” leeses altsa som “hvorom der geelder”.

Symbolet “€” skal laeses som “er et element i”. Altsa har
vi, at Ligning (0.1) kan leeses som “meengden af alle brgker
-, hvorom der geelder, at n er et element i Z, og hvor m er
et element i N”.

Vi veelger specifikt, at m er et naturligt tal, for at undga
at dividere med 0. Dog beskriver Ligning (0.1) stadig hele
maengden Q.

Eksempel 1.1. Her er eksempler pa nogle sande pastande.
1 € {1,3,6},
2
- ,
: Q
{37} € {4.{3,7}.6},

2.4 ¢ {{2.4},2,0},
2 ¢ N.

O

IFaktisk kan Q skrives som én lang liste, men det kraever lidt snilde.
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Eksempel 1.2. Nogle eksempler pa mangdebyggernota-
tion:

{leN|1<1<3}={23}
1.3
2 N}=<-1,-,2,...
tmizmeny= {5152
{n|neRn¢Q}= “mengden af alle irrationelle tal”

o

Mengdebyggernotation kan bruges til at definere abne
og lukkede intervaller af tal. Nar man taler om grafer og
talakser, kunne det for eksempel veere relevant kun at kigge
pa et specifikt interval af veerdier pa den reelle tallinje, for
eksempel alle reelle tal mellem 2 og 7. Det skriver vi normalt
som [2,7], men vi kan faktisk ogsa skrive det som

{reR|2<z < T}

Her indeholder vores maengde bade 2 og 7. Derfor kalder vi
den for et “lukket interval.” Hvis intervallet hverken indehol-
der 2 eller 7, kaldes det et “abent interval”. Hvis intervallet
inkluderer det ene, men ikke det andet endepunkt, sa kaldes
det et “halvabent interval”. Herfra kan vi komme frem til en
generel definition af intervaller.

Definition 1.3. Et interval pa de reelle tal er en maengde
givet ved to graensevaerdier a,b € R. Hvis maengden indehol-
der a og b er intervallet lukket og ellers er det abent.

Eksempel 1.4. Her er nogle eksempler pa generelle inter-
valler skrevet med meengdebyggernotation:

[ab) ={x € R|a <z < b}
Japl={z € R|a <z < b}
[a,00]={zr € R|a <z < o0}
| —00b] ={z €R| —o0 <z <b}
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o

Definition 1.5. Lad A og B veere to maengder. Hvis alle
elementer a € A ogsa er elementer i B, siger vi, at A er en
delmengde af B. Dette skriver vi som A C B.

Eksempel 1.6. Her er nogle eksempler pa delmaengderela-
tioner:

{12} C {1,2,34},
0 C {1,234}
{1,2,34} C {1,2,3.4},

{1,2} € {2,3,4},
2,3] C [1,5].

o

For meengder med endeligt mange elementer er det ret
let at se, om en given meengde er en delmaengde af en anden
meengde. Vi kan bare tage et element af gangen fra den ene
mengde og tjekke, at det ogsa er i den anden maengde. Det
er lidt sveerere at se med uendelige maengder, som N, Z, Q og
R eller intervallet [2,3]. Det giver dog logisk mening, at for
eksempel [2,3] er en delmeengde af [1,5], da alle tal mellem
2 og 3 kan findes mellem 1 og 5.

Saetning 1.7. Enhver maengde A er er en delmaengde af sig
selv. Med andre ord har vi, at for alle meengder A, sa er

AC A

Sxtning 1.8. Den tomme mangde () er en delmaengde af
en hvilken som helst maengde. Med andre ord har vi, at for
alle meengder A, s er ) C A.
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2 Mangdeoperationer

Vi har nu introduceret nogle generelle begreber om maeng-
der, og hvordan vi kan relatere dem til hinanden. Men simple
relationer og sammeligninger mellem maengder bliver hurtigt
kedelige. Til sammenligning er pastanden 1 # 3 ikke noget
man behgver filosofere leenge over, nar vi taler om tal.

Til gengeeld kunne det veere meget mere underholdende
at begynde at manipulere maengderne og lave dem til andre
maengder. For eksempel kunne vi have lyst til at ‘klistre’
meengderne {1,2} og {3} sammen til {1,2,3}, hvilket jo min-
der dejligt meget om addition med tal. Men vi arbejder ikke
med tal, men blot med samlinger af matematiske objekter,
som vi ved et tilfeelde har valgt at give symbolerne 1,2,3.. ..
De kunne lige s godt hedde p,1,&.,0, og sa videre, hvilket
jo er symboler, der ikke har nogen speciel betydning. Derfor
kender vi heller ikke til definitionen af addition i maengde-
verdenen, sa det giver ikke mening at “addere” maengderne.

I stedet definerer vi sikaldte mengdeoperationer, der sen-
drer pa meaengder.

I resten af dette afsnit vil A og B veere to vilkarlige
maengder.

Definition 2.1. Foreningsmangden AU B er maengden af
alle elementer, som findes i enten A eller B.

AUB={x|r € AVz € B}

Definition 2.2. Fellesmangden AN B er maengden af alle
elementer, som findes i bade A og B.

ANB={x|rx € ANz € B}

Definition 2.3. Differensmaengden A\ B er maengden af
alle elementer i A, som ikke er i B.

A\B={z|zx € ANz ¢ B}
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Hvis dette virker lidt abstrakt, sa kommer der her et par
eksempler, hvor de forskellige definitioner er brugt.

Eksempel 2.4. Lad A = {#10,3,5,6,7} og B = {3,0,5,7}.

Da er

AU B = {#10,3,0,5,6,7,7},

AN B = {35},
A\ B = {%10,6,7},
B\ A={6,r}.

(0]

I alle anvendelser af maengdelere vil meengderne veere
betragtet i forhold til resten af anvendelsens “univers”. Nar
vi for eksempel arbejder med reelle tal, kan vi have at gg-
re med en endelig maengde {rg,rq,...,r,} eller en uendelige
mengde {rg,r1,...}, hvor r; € R for alle . Under alle om-
steendigheder vil begge maengder veere en delmaengde af R.
Altsa kan delmaengder godt veere uendelige.

Definition 2.5. Universet (ogsa kaldet universalmengden)
er den meengde, hvorfra vi hapser elementerne til de maeng-
der, som vi arbejder med — se Venn-diagrammerne i Figur 0.1
senere i dette afsnit; her betegner U universalmaengden for
de forskellige meengder i diagrammerne.

Meengden af reelle tal R kan altsa forstas som universet
af tal, vi typisk arbejder i, nar vi arbejder med tal. Univer-
salmengden betegner vi ofte U.

Definition 2.6. Lad A veere en delmaengde af U. Da er
komplementermangden, A°, mengden af elementer i U, som
ikke ligger i A, altsa

A= {relU|x¢A}
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Eksempel 2.7. Lad K, veere maengden af mad, som Kaare
spiser. Sa er K¢ den mad, som Kaare ikke spiser. I denne
sammenhaeng er universet al mad i verden. o

Vi har nu alle forudsasetningerne til at kunne forsta Venn-
diagrammer, der er en grafisk repraesentation af hvordan de
hidtil definerede maengdeoperationer virker.

AUB ANB
Ap U A B

@ v

A\B AC
U

U

A B

«

Figur 0.1: Eksempler med Venn-diagrammer

Nu hvor vi har set pa Venn-diagrammer, skal vi se pa
en sjov stgrrelse — i hvert fald nar det er sma maengder, vi
arbejder med. Nar man snakker om maengder, har man nem-
lig ogsé potensmaengden, der i matematik skrives som P(A).
Potensmeengden er maengden af alle delmeengder. For orden-
ligt at forsta hvad det betyder, tager vi lige et eksempel.

Eksempel 2.8. Lad meengden A = {1,2,3}. Da er potens-
mengden af A

P(A) = {{0r{11.{2}.{3}.{1.2}.{1.3}.{2,3}.{1,2,3}}
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Bemaerk, at der er rimelig mange delmaengder i A. Det
skyldes, at man kan beregne antallet af delmaengder i en
meengde med formlen 2#4, hvor #A er antallet af elementer
i A. Ud fra denne formel ser vi dermed ogsa, at stgrrelsen
pa potensmaengden vokser eksponentielt med stgrrelsen pa
maengden.

Ofte vil vi gerne kunne sa&tte to meengder sammen, sa
vi kan have et element, som indeholder elementer fra flere
forskellige maengder eller bare flere elementer fra den samme
meengde. Til dette bruger vi det kartesiske produkt.

Definition 2.9. Lad A og B vaere maengder. Det kartesiske
produkt, A x B, er maengden af alle de forskellige mulige to-
tupler (en fancy made at sige koordinater) (a,b), hvor a € A

ogbe B. Altsa er A x B = {(ab)|a € A, b€ B}.

Eksempel 2.10. Vi kender alle det gode gamle todimen-
sionelle koordinatsystem med z- og y-aksen. Hvis vi skriver
alle koordinater i dette koordinatsystem som en meaengde,
far vi, at {(a,b) |[a e R,b € R} =R x R. o

Nar vi har et kartesisk produkt mellem en maengde og
sig selv, bruger vi potensnotation ligesom, nar vi ganger et
tal med sig selv.

Eksempel 2.11. Her er nogle eksempler pa brug af notation
med kartesiske produkter:

{(a,b)|a € R,b € R} =R x R = R?

{(a;b) |]a e R,beZ} =R XZ
{(a,b,c)|a€Q,beEQcecQ=QxQxQ=0Q°
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3 Pastande og beviser

Beviser spiller en central rolle i matematikken. Uden beviser
ville vi ikke kunne vide, at de matematiske ssetninger og
formler, som vi bruger, overhovedet fungerer! Derfor er det
enormt vigtigt for os at vide, hvordan man udfgrer et bevis.
For at lave et bevis skal man dog forst have et udsagn,
som man gerne vil bevise; ellers kommer man nok ikke seer-
lig langt — hverken med beviset eller med sin karriere som
matematiker. Men hvad er et udsagn egentlig?

En pastand eller et logisk udsagn er et udtryk, som kan eva-
lueres til at veere enten sandt eller falsk. Et udsagn har altsa
en sandhedsverdi. Nogle eksempler pa udsagn er:

Det regner.

24+2=05.

Barcelona er hovedstaden i Tyskland.
Dgren er last.

Et udsagn er altsa et udsagn, uanset om det er sandt eller
falsk. Her kommer nogle eksempler pa setninger, som ikke
er udsagn.

Har du husket at ofre din daglige chokoladekiks til
matematikguderne i dag?

Giv mig din chokoladekiks.

Chokoladekiks er den mest velsmagende kiks, der ek-
sisterer.

1+6==x
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Bemeerk, at det tredje udtryk ikke er et logisk udsagn, da
det er et holdningsspgrgsmal. Det sidste udtryk er ikke et
logisk udsagn, fordi udtrykkets sandhedsverdi athenger af
hvilken veerdi, man giver x.

Beviser

For at vi kan vide, at noget i matematik er sandt, er vi ngdt
til at bevise det. Det er altsa ikke nok bare at kaste dit
udsagn op i luften og habe, at ingen inden for hgreafstand
brokker sig. Derfor har vi? udviklet forskellige matematiske
metoder til at bevise et udsagn. Vi kommer til at dackke
tre af de gaengse bevistyper i dette afsnit: Direkte bevis,
modstridsbevis og bevis ved induktion. Fgrst bliver vi dog
ngdt til at introducere logiske slutninger.

Definition 3.1 (Slutning). Lad p;,ps,...,p, 0g ¢ veere ud-
sagn. Vi siger, at ¢ kan sluttes fra py,po,...,p,, hvis q er
sand, nar alle udsagnene pi,ps,...,p, er sande. Altsa nar
P1,P2, - - - ,Pn til sammen medfgrer q.

Et matematisk bevis er faktisk bare en slutning af et
udsagn ¢ fra nogle andre udsagn py,ps, ... ,p,, hvor alle ud-
sagnene pi,ps,...,p, er aksiomer (aksiomer er antagelser,
som vi har lavet) eller tidligere beviste udsagn.

Definition 3.2. Et aksiom er et udsagn, som er sa banalt,
at matematikere ikke kan bevise dem, men ma antage det
som sandt. Et eksempel pa et aksiom er “hvisa = cogb = ¢,
saera=>0"

Eksempel 3.3. Lad p, g og r veere tre udsagn. Hvis p medfg-
rer ¢, og ¢ medfgrer r, sa ma p ogsa medfgre r. Mere formelt

’Ikke os faglige paA Matematik Camp, men nogle kloge matemati-
kere i tidernes morgen.
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kan vi skrive, at

(p=>q og(g=71)=(p=r),

hvor implikationspilene betyder “medfgrer”. Man kan ogsa
have en biimplikationspil <, som betyder, at to udsagn er
ensbetydende (< udtales “hvis og kun hvis”).

Hvis det virker lidt abstrakt, kan du erstatte “medfgrer”
med “spiser”: Lad os sige, at en grn spiser en mus, som har
spist et stykke ost. S& har grnen ogsa spist osten. P4 samme
made virker det med at medfgre.

Vi kan udvide det fra at det geelder for 3 udsagn, til
at det geelder for en hvilken som helst meengde af udsagn.
Hvis vi har en masse udsagn py,ps, . . . ,pn, hvor hvert udsagn
medfgrer det naeste, sa medferer p; altsa ogsa p,. o

Definition 3.4. Et direkte bevis udnytter metoden vist i
Eksempel 3.3 til at vise, at p = ¢, ved at vise, at

(- (p=p)=p)==pm=>q
Eksempel 3.5. Vi beviser, at kvadratet af et lige tal er lige.

Bevis. Lad x veere et lige tal. Med andre ord findes et heltal
n € Z, sa x = 2n. Da har vi, at

7 = (2n)? = 2°n? = 2(2n?)

Da 2n? er et heltal, si ma 2(2n?) vaere et lige tal. Altsd er
22 altid lige, hvis z er lige. |

I dette eksempel er p udsagnet “z er lige”, og q udsagnet “x?
er lige”. Resten af beviset kan vi dele op, sa

e pp er udsagnet “a er lige, hvis og kun hvis der findes
beZ,saa=2b",

e po er udsagnet “der findes n € Z, sa x = 2n”,
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« p3 er udsagnet “x? = 2(2n?)”,
e p4 er udsagnet “2n? er et heltal”,

og vi har, at

(((p= (p1 = p2)) = (1 = p3)) = p1) = q.

Du har maske bemseerket, at nogle af parenteserne er sat
anderledes end i Definition 3.4. Egentlig burde (p; = po)
veere et udsagn og (p; = ps) veere et udsagn, men vi har
valgt at skrive det op pa denne made for at udpensle, hvor
vi har brugt antagelser, som ikke er eksplicit nsevnt i beviset.
Faktisk er p; et aksiom, som vi (uden at neevne) bruger til at
konkludere bade p, og p3, hvorfor det ikke have givet mening
at undlade de “ekstra” parenteser. o

Generelt vil vi ikke have modstrid i vores matematik —
vi vil altsa ikke sige, at en pastand er sand, hvis det i sa
fald medfgrer, at en anden pastand er bade sand og falsk pa
samme tid (mere formelt vil vi ikke have, at hvis udsagn p
er sandt, sa er bade udsagnet g og udsagnet “ikke-¢” sande).
Det kan vi udnytte til at lave modstridsbeviser.

Definition 3.6. Lad p veere et udsagn, som vi gerne vil
bevise, og lad “ikke-p” veere “det modsatte” af p. Et mod-
stridsbevis er en raekke slutninger, der medfgrer, at ikke-p =
(q og ikke-q), hvor ¢ er et udsagn. Nar vi har vist, at ikke-p
medfgrer bade ¢ og ikke-q, sa har vi opnaet en modstrid.
Et modstridsbevis afsluttes typisk med %, som vi kalder en
modstridspil.

Ofte vil den modstrid, som vi opnéar, vaere meget tydelig
— for eksempel, at 0 = 1, som jo er i strid med aksiomet

0% 1.

Eksempel 3.7. Vi vil bevise, at /2 er irrationelt.
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Bevis. Antag for modstrid, at /2 er rationelt. Altsa, at V2
kan skrives som en uforkortelig brok %’. Da ma

Dermed ma p? = 2 - ¢?. Da er p? et lige tal, s& ma p ogsd
veere et lige tal (kan du vise det? — Se Opgave 6.4). Da p
er lige, ma det kunne skrives pa formen 2 - m, hvor m er et
heltal, som er strengt mindre end p. Da har vi, at

2.q2:p2:(2.m)2:4.m27

hvorfor 2-m? = ¢%. Da er ¢? et lige tal, og ¢ er dermed ogsé
et lige tal. Derfor kan ¢ skrives pa formen 2 -n, hvor n er et
heltal, som er strengt mindre end g. Men sa deler 2 bade p
0g ¢, sa § er ikke en uforkortelig brgk, hvilket er i modstrid
med vores antagelse om, at %’ var en uforkortelig brok. Altsa
har vi opnaet en modstrid 4. [ |

O

Definition 3.8 (Induktionsbevis). Lad p(n) veere et ud-
sagn, som indeholder variablen n € N (for eksempel kunne
p(n) veere udsagnet n < n?). Et induktionsbevis er et bevis,
hvor vi beviser noget ved at vise, at det geelder for n = 1
og, at hvis det gaclder for et bestemt n, sa geelder det ogsa
for det naeste. Dette deler vi op i en slags “algoritme”:

o Induktionsstarten, n = 1: Bevis, at udsagnet p(1) er
sandt (for at fortseette eksemplet: p(1) er udsagnet 1 <
12).

o Induktionstrinnet: Bevis, at hvis p(m) er sand (dette
kalder vi induktionsantagelsen), sa er p(m + 1) ogsa
sand (for eksempel hvis p(m) er udsagnet m < m?, si
er p(m + 1) udsagnet m + 1 < (m + 1)?).
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Nar bade induktionsstarten og induktionstrinnet er bevist,
sa siger induktionsprincippet, at p(n) er sand for alle n € N.

Altsa, vi starter med et fundament i form af vores induk-
tionsstart. Sa viser vi, at hvis udsagnet geelder for et bestemt
tilfeelde, sa geelder det ogsa for det neeste i reekken. Pa den
made viser vi, at vores starttilfeelde og alle tilfeelde derefter
ma veere sande.

Pa mange mader minder det egentlig lidt om domino-
brikker. Forestil dig en rackke dominobrackker. S& kan man
med induktion vise, at hvis man veelter den forste brik, sa
veelter alle brikkerne.

Induktionsstarten er, at hvis man skubber til den forste
dominobrik, sa veelter den forste dominobrik. Induktions-
skridtet er sa at vise, at hvis en brik veelter, sa veelter den
naeste brik ogsa.

Altsa ma alle brikkerne veelte, fordi vi veelter den forste
(induktionsstarten), og fordi den forste brik er veeltet veelter
den anden brik ogsa (induktionsskridtet), som sa veelter den
naeste (induktionsskridtet) og sa videre.

Eksempel 3.9. Vi vil bevise, at summen af de forste n ulige
tal er lig n2.

Bewvis. Vi fgrer beviset ved induktion.

Induktionsstart (n = 1): Summen af det forste ulige tal
er lig med 12. Det er sandt, da det forste ulige tal er 1, og
1 =12

Induktionsantagelse: Antag, at summen af de fgrste n
ulige tal er lig n?.

Induktionsskridt: Bemeaerk, at det n’te ulige tal er 2n — 1.
Altsd er 1+3+5+---+(2n—1) = n?, s summen af de forste
n+1 ulige tal er n?+(2(n—1)+2) = n*+(2n+1) = (n+1)?,
hvilket var preecis det, vi skulle vise. |

o
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4 Kvantorer og Logisk Notation

Det er ofte hurtigt og nemt at bruge matematiske symboler
til at konstruere seetninger, sa man undgar at beskrive det
med tekst, hvilket en dorligt stavende matematiker er glad
for. Nar man arbejder med lange udtryk, er det derfor ofte
bade nemmere og hurtigere at benytte sig af matematisk
notation.

De fgrste symboler, vi ser pa, er, hvad vi i matematikken
kalder for kvantorer. De bruges til at konstruere objekter
og pastande, som vi vender tilbage til senere. Maden det
sker pa er gennem at angive kvantiteten af de pagaeldende
variabler. Hvad der menes med dette er, om pastanden er
“for alle x” eller der maske bare findes et par tilfaelde.

Her har vi V, som betyder “for alle”. Hvis det derimod
ikke er for alle, men kun nogle af veerdierne, kan man bruge
“der eksisterer”, der betegnes med 4. Disse symboler kom-
mer I til at se meget mere til senere. Dette kunne for ek-
sempel veere brugbart, hvis vi vil argumentere for, at der
eksisterer et tal n med en eller anden serlig egenskab. Her
kunne man blot skrive dn. Det er her vigtigt at bemeerke, at
det er lige meget hvor mange tal, maengder, funktioner og
sa videre, der eksisterer. Pointen med notationen er blot, at
det matematiske objekt eksisterer.

I nogle tilfeelde bliver det dog vigtigt at specificere unik-
heden af sadant et legeme. Det vil sige, der findes preaecist ét
- og ikke nul, to eller flere. Her bruges notationen “3!”, som
skal laeses “der eksisterer netop én”.

Kvantorer tillader os at angive langt mere abstrakte ting
— og det kan bruges til at forkorte notation. Betragt for
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eksempel fglgende pastand.

Der eksisterer en doven matematiker.
Skrevet med kvantorer ville dette veere:

3 en doven matematiker

Dette er tydeligvist sandt ud fra hvor fa eksempler, der er.

Bemeaerkning 4.1. Hvis der er et udtryk, som bruger flere
kvantorer (for eksempel Vo € R\ {0}y e R:z-y =1), sa
skal det laeses fra venstre til hgjre. Altsa skal du forestille
dig, at du er blevet givet et vilkarligt z € R\ {0}, og sa skal
du vise, at der findes et y € R, sa produktet x -y er lig med
1.

5 Funktioner

I dette afsnit vil vi gennemga det basale om funktioner samt
definitionsmeengden og veerdimaengden af disse. Vi vil ogsa
gennemga nogle egenskaber, som funktioner kan have, her-
under injektiv, surjektiv og bijektiv.

Definition 5.1. En funktion (ogsa kaldet en afbildning) f
er en sammenknytning af elementer i to maengder A og B,
sa alle a € A far tildelt ét element f(a) € B. Dette bliver
noteret pa folgende made: f : A — B, som bliver udtalt: f
er en funktion fra A til B.

Det skal her bemaerkes, at hvert a € A skal give et og kun
et b € B. Hvis dette ikke er tilfzeldet, har man en funktion,
hvor en z-veerdi kan give mere end én y veerdi, og hvis dette
er tilfeeldet, er det ikke laengere en funktion, da man sa ikke
ville kunne evaluere funktionen entydigt i et givent punkt.

Hvis ens postulerede funktion ikke opfylder kravene for
en funktion, siger vi, at den ikke er veldefineret (dette er et
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matematisk fagord, der i denne sammenhang betyder, at det
du har beskrevet, ikke er funktion). Et eksempel pé en ikke
veldefineret funktion er f : R — R givet ved f(z) = 1/z,
da der ikke knytter sig nogen veerdi til 0. Et andet eksempel
kunne veere f : A — B, som knytter et element a € A til to
forskellige elementer b; og by i B. Dette er ikke tilladt, da
man kun ma knytte én veerdi til a, s f(a) er entydig.

Definition 5.2. Lad f : A — B veere en funktion. Maeng-
den A kaldes for definitionsmangden for f, og meengden B
kaldes for verdimaengden for f.

Definition 5.3. Lad f : A — B veere en funktion. Hvis
f(a) = b, sa siger vi, at a bliver afbildet i eller sendt over i b,
samt at b bliver ramt af a. Maengden af de elementer b € B,
som bliver ramt af elementer fra A, kaldes for billedet af f.
Dette bliver noteret som:

f(A)={f(a) e Bla € A}
= {b € B|Der findes et a € A saledes at f(a) = b}
={beB|Jac A: f(a) =0b}
Man ville ogsa kunne ga fra veerdimeengden til defini-
tionsmaengden ved hjzlp af dens urbillede.

Definition 5.4. Lad A og B veere maengder, lad S C B, og
lad f: A — B. Da er urbilledet af S under f

f7HS) ={z € Alf() € S}.

Bemeerk, at urbilledet er en maengde — ikke en funktion.
Det er altsa meengden af elementer i definitionsmangden,
som rammer S.

Eksempel 5.5. Lad f : R — R vaere givet ved f(z) =
2. Daer f7'({4}) = {zr € R | 2?2 = 4} = {-2.2}, og
F7H[0;1]) = [-1;1], fordi f([-1;1]) = [0;1] og for alle = ¢
[—1;1], sd er f(z) ¢ [0;1]. °
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Bemaerkning 5.6. Hvis definitions- og veerdimaengden frem-
gar af sammenhaengen, og der ikke er behov for at referere
til funktionen ved navn, vil man ofte benytte notationen
x +— 1. Dette laeses som: funktionen, der sender x over i
y. Her er = et element i definitionsmeengden, og y er det
element i veerdimeengden, der bliver ramt af x.

Definition 5.7. En funktion f : A — B kaldes injektiv
(ogsa kaldet en-til-en), hvis ethvert b € B bliver ramt af
hojst ét a € A.

Bemaerkning 5.8. Med andre ord, hvis f(z) = f(y), sd
skal z = y.

Her skal I bemeaerke, at definitionen af en almen funktion
og en injektiv én ikke er det samme. Forskellen ligger i, at en
funktion gerne ma sende bade a og a’ til samme b, selv hvis
a # a/. Men for at opfylde injektivitet, er det kun enten a
eller a’, der ma blive sendt til b. Nogle gange kalder man en
injektiv funktion for en “en-til-en” funktion, da der er en-
til-en sammenhaeng mellem elementerne i A og elementerne

i f(A).

Eksempel 5.9 (Bevis for injektivitet). Lad f : A — B veere
en funktion. Nar man vil vise, at en afbildning f er injek-
tiv, tager man udgangspunkt i en standard fremgangsmade.
Antag, at der findes a og d’, sa f(a) = f(a’). Hvis man ud
fra antagelsen kan vise, at a = @', sa er funktionen injektiv.
Hvis det ikke er sandt, at a = o/, men derimod, at a # ',
sa er funktionen ikke injektiv. Lad os vise, at funktionen
f:R — R, hvor f(z) = 5x — 6 for alle z € R, er injektiv.
Antag, at f(z) = f(y). Daer 5z — 6 = 5y — 6. Ved at leegge
6 til pa begge sider far vi, at bz = by. Til slut dividerer vi
med 5 pa begge sider og far, at x = y. Dette betyder, at f
er injektiv. o
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Eksempel 5.10. Funktionen f : R — R givet ved f(z) =
x + 1 er injektiv. Du kan ud fra f(z) bestemme x entydigt
ved bare at treekke 1 fra f(z). o

Eksempel 5.11. Et eksempel pa en ikke-injektiv funktion
er f: R — R givet ved f(z) = 2% For eksempel, hvis
f(z) = 4, sd kunne z bade veere 2 og —2. Derfor kan man
ikke ud fra f(z) entydigt bestemme x, sa f er ikke injektiv.

o

Definition 5.12. En funktion f : A — B kaldes surjektiv,
hvis der for alle b € B findes et a € A, s& f(a) = b.

Bemaerkning 5.13. Det vil sige, at en funktion er surjektiv,
hvis f(A) = B.

Eksempel 5.14 (Bevis for surjektivitet). Lad f: A — B.
Nar man vil vise, at f er surjektiv, skal man vise, at der for
ethvert b € B findes et a € A, sa f(a) = b. Lad os vise, at
funktionen f : R — R, hvor f(z) = 5z — 6 for alle z € R, er
surjektiv. Tag derfor et vilkdrligt y € R. Lad 2 = £ + 2. Da
er

:5(%+g> 6=y +6—6=0y.
Her har vi valgt et “smart” z. Denne gode ide er fundet
ved at lgse ligningen y = 5z — 6 for y. Surjektiviteten vises
sa ved at indsaette det “smarte” x og vise, at det rammer
det givne y. Den sidste del af metoden kan bruges uanset,
hvordan man har fundet sit x. o

Eksempel 5.15. Funktionen f : R — R givet ved f(x) =
2? er faktisk ikke surjektiv! Den sender for eksempel ikke
noget tal over i —1. o
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Definition 5.16. En funktion er bijektiv, hvis den bade er
surjektiv og injektiv.

Dette betyder, at nar en funktion fra A til B er bijek-
tiv, sa vil der blive dannet et par mellem elementerne i de
to meaengder, saledes at ethvert element i B er parret med
praecis ét element i A. Per definition af en funktion er hvert
element = i A ogsa i praecis ét par, (x,y). Nar funktionen
er bijektiv, geelder det samme altsa for elementerne y i B.
En bijektion mellem to maengder er en injektiv og surjektiv
korrespondance mellem maengderne.

Eksempel 5.17. Funktionen f(z) = bz — 6 er vist til ba-
de at veere injektiv (Eksempel 5.9) og surjektiv (Eksem-
pel 5.14), hvilket betyder, at den er vist til at veere bijektiv.

e}

Saetning 5.18. En funktion f: A — B er bijektiv, nar der
findes g : B — A, sa f(g(b)) =bforalleb € B,og g(f(a)) =
a for alle a € A. 1 sa fald kaldes ¢ for en dobbeltsidet invers
til f, og vi skriver, at g = f~L.

Som man maske har lagt meerke til, minder notationen
for invers funktion meget om notationen for urbilledet. Ty-
pisk kan man se forskel ved, at inversfunktionen er for et
enkelt element, mens urbilledet er for en meengde. Dog er
det ikke altid tilfseldet, da f~!(B) ogsd kan referere til veer-
dimaengden af £~

Eksempel 5.19. I Eksempel 5.14 bestemte vi faktisk inver-

sfunktionen til f(z) = 5z — 6. Den er f~!(y) = y;’—G. o
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Funktioner af flere variable

Ofte vil man gerne have en funktion, som kan tage flere
variable — for eksempel kunne man have lyst til at lave en
funktion, som tager et 2D-koordinat ind og giver et enkelt
reelt tal tilbage. Det kan vi sagtens! Vi bruger bare det kar-
tesiske produkt, som vi sa tidligere.

Eksempel 5.20. Lad f : R* — R veere givet ved f(z,y) =
22 +y2. Da f er en funktion fra planet (det todimensionelle
koordinatsystem) til de reelle tal. o

Eksempel 5.21. Lad A, B og C' vaere meaengder og f :
Ax B — C veere en funktion. Da tager f(a,b) et element fra
A i fgrste koordinat og et element fra B i andet koordinat og
sender dette par over i et element i C'. For eksempel kunne vi
have maengderne A= B=C={-1,1}.Lad f: AxB— C
veere givet ved f(a,b) = a - b. Altsa har vi en funktion, som
beskriver noget, som vi laerer i skolen — “minus gange minus
giver plus, og plus gange minus giver minus”. o

Eksempel 5.22. En funktion kan ogsa sende elementer fra
ét kartesisk produkt over til elementer i et andet kartesisk
produkt. For eksempel har vi funktionen f : R? — R? givet
ved f(x,y) = (52% + y,3y). o
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6 Opgaver

Opgave 6.1:
Fortael en ven, hvad svaret til fglgende spgrgsmal er:

1) Hvad er en meengde?
2) Hvad er et udsagn?
3) Hvad er et bevis?

4) Hvad er en funktion?

Opgave 6.2:
Bestem hvilke af fglgende meengder er det samme som den
tomme maengde.

1) {ne€Zn<0}NN.

2) {n€Zjn>0}NN.

3) Mengden af Fejl i denne delopgave.
4) [0;1] N [3; 8]

5)0N0

Opgave 6.3:
Forteel en ven 3 logiske udsagn, du selv har fundet pa.

Opgave 6.4:
Vis, at hvis kvadratet af et heltal x er lige, sa er z ogsa lige.

Opgave 6.5:
Oversaet fglgende udsagn til alment sprog — ydermere, er
udsagnene sa sande?

1) ¥neN:2eN

2) Vo € [3,7] : z < 22
3) IreR:a? =2

4) Iz €Q:2? =2

5) InomeN:n-m=7
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6) ViwyeR:z+y=y+=zx

7)3IneZ:VreR:n-2=0
8) IneZ:VxeR:n-x=1
9) IreQ:VyeQ:z-y=1
10)VzeQ:FyeQ:z-y=1

Opgave 6.6:
Bestem hvilke af disse er logiske udsagn:

1) Kan du ikke lige give mig et lift?

2) Alle studerende pa danske universiteter ejer en papeggje.

3) 2y + 5z = 30.
4) Alt, der er gult, er spiseligt.

5) Kgb en havetraktor nu, eller spring en tur over.

Opgave 6.7:
Afggr, om fglgende udsagn er sande:

1) 7eN
2)7€Z
3) 10 € Z\ {10}
4) {10} € P(N)
5)0C0

Opgave 6.8:

Vi konstaterede tidligere, at f : R — R, hvor f(z) = 1/x,
ikke er en veldefineret funktion. Hvilken definitionsmeaengde
kan vi bruge i stedet, sa f bliver veldefineret?

Opgave 6.9:

Bestem for hver funktion om de er injektive, surjektive eller
bijektive.

1) f: R = R givet ved f(z) =23
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2) f:R — [0,00] givet ved f(z) = z?
3) f: N —[0,00] givet ved f(z) ==

4) f:] — 00,0] = [0,00] givet ved f(z) = z?
5) f:7Z — R givet ved f(z) =5z +1

6) f: R — R givet ved f(z) =5z +1

7) f: R — {0} givet ved f(z) =10

Opgave 6.10:
Lad A=7Z, B=Nog D= {0}

1) Hvad er AUBU D?
2) Hvad er ANBUD?
3) Hvad er BN D?

4) Hvad er AN B?

5) DO?

Opgave 6.11:

Afggr om fglgende udsagn er sande:

1) Rasmus og Kaare er mega nice.

2) (a+0)? =a®+ b

3) Der eksisterer naturlige tal = og y siledes at —64 =
3z + Hy.

4) Der eksisterer rationelle tal sdledes at 2 + y* = 0. Hvis
ja hvilke? Hvis nej hvorfor?

5) Et lige tal ganget med et andet tal vil andet Heltal vil
altid give et lige tal

6) = y er ulige hvis og kun hvis enten x eller y er lige

Opgave 6.12:
Lad f(z) = 2*. Bestem en Definitionsmaengde, sa f bliver
henholdsvis injektiv, surjektiv, bijektiv eller ingen af delene.
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Opgave 6.13:

Brug Induktion til at bevise fglgende:
1) 1+2+ - +n="0H
2) 2" < 3" ! for alle n > 3.

3) 2" < n! for alle n > 4

Opgave 6.14:

Hvilke udsagn er sekvivalent med:
Der eksisterer ikke for alle x i Z hvoraf der eksistere y i Z
hvoraf x +y =5

I matematisk sprog:
~(VeeZ:JyeZ:x+y=>5).
1)z €Z:FyeZ z+y=>5.
2Q)VeeZ:YyeZ:x+y#5.
3)dxe€Z:VYyeZ:x+y=>.
) Ve eZ VyeZ:x+y=>.
5)Vx€Z:3yeZ:x+y+#bh.
6) xrcZ:VyeZ:x+y+#bh.
7Y dxe€Z:JyeZ:x+y+#b5.
8YVeeZ:JyeZ:x+y=>5.






Grafteori

1 Hvad er grafteori?

Grundlaeggende begreber

Grafteori er studiet af grafer. Du teenker maske pa grafer af
funktioner i et koordinatsystem, men dette er en helt anden
type graf. En graf i dette forlgb er en samling af knuder og
kanter, der forbinder knuderne med hinanden. Vi lader dette
vaere en definition.

Figur 1.1: Eksempel pa en graf

Definition 1.1. En graf G = (V,E) er en samling af knuder
V' og kanter E, der gar fra en knude til en anden (Helt
formelt er F en delmaengde af {{v,u} | v,u € V'} og at {v,u}
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ligger i E svare til at knuderne v og u er forbundet). Vi lader
n(G) = |V betegne antallet af knuder i grafen.

Knuder tegner vi som cirkler eller firkanter, som kan ha-
ve et navn (her blot bogstaver), mens kanterne er linjerne,
der forbinder knuderne. Man kan teenke pa grafer pa flere
mader. Forestil dig f.eks. et vejkort. Her er knuderne pla-
ceringer og kanterne veje. Man kan i det hele taget taenke
pa grafer som illustrationer af ting, der er relateret til hin-
anden. Grafteori har mange konkrete anvendelser, nok fordi
man kan teenke pa grafer pa flere mader. Dette har nok og-
sd vaeret motivationen for opfindelsen (eller opdagelsen?) af
dette felt af matematikken. Grafteoriens grundlaegger er en
af de storste matematikere nogensinde, Leonhard Euler. Han
undersggte et konkret problem angaende broerne i Konigs-
berg (i dag hedder byen Kaliningrad og ligger i Rusland),
nemlig om det er muligt at ga over hver af de 7 broer over
floden Pregel (nu kaldet Pregolya) preecist én gang. Lidt se-
nere i forlgbet far I lov til at g& i Eulers fodspor og lgse dette
problem.

I dette afsnit skal vi leere de mest grundleeggende begre-
ber i grafteori, sa vi er klar til at lgse rigtige problemer i de
senere afsnit. Der kan veere en del begreber at huske, men
heldigvis er de fleste af navnene ikke mystiske.

Definition 1.2. Vi har fglgende definitioner:

1. En lgkke er en kant, som starter og slutter i samme
knude.

2. To forskellige knuder kaldes naboknuder, hvis der er
en kant, der forbinder dem.

3. Valensen af en knude er lig antal kanter, der har ende-
punkt i knuden (en lgkke leegger 2 til valensen). Den
totale valens for en graf er summen af valensen for alle
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knuder i grafen. En knude med lige valens kaldes for
en lige knude, og tilsvarende kaldes en knude med uli-
ge valens for en ulige knude. Maksimalvalensen for en
graf er den hgjeste valens, der forekommer i grafen, og
minimalvalensen er den mindste valens, der forekom-
mer.

4. En isoleret knude er en knude, hvor ingen kanter har
endepunkt. Med andre ord, en knude med valens 0.

Lad os illustrere disse begreber med et eksempel:

B O

Figur 1.2: Tllustration af begreberne i definition 1.2. A og B
er et eksempel pa to naboknuder. C' har en lgkke. F er en
isoleret knude, idet denne knude ingen kanter har. Valensen
af Aer 1, for B er den 2. Valensen af C' og D er henholdsvis
5 og 2. Bemeerk, at E har valens 0, da det er en isoleret
knude. Altsa er maksimalvalensen 5, og minimalvalensen er

0.

Valens er et vigtigt begreb, som vi kommer til at bruge en
del fremover. Vi har denne szetning om valensen i en graf:

Saetning 1.3. Den totale valens for en graf er lig antallet
af kanter gange 2.
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Bevis. Alle kanter i en graf starter og slutter i en knude
(muligvis den samme knude). Altsa ma alle kanter bidrage
med 2 til grafens totale valens. |

Korollar 1.4. Den totale valens for en graf er et lige tal.

Bevis. Da den totale valens for en graf er lig 2 gange antallet
af kanter, ma 2 ga op i den totale valens. Altsa er den totale
valens lige. [ ]

Nar vi arbejder med grafer, vil vi gerne kunne beskrive,
hvordan forskellige knuder er relateret til hinanden i grafen.
Derfor indfgrer vi nogle flere begreber:

Definition 1.5. Lad G veere en graf med knuder A og B.

1. Der er en rute mellem A og B, hvis vi kan komme fra
A til B ved at bevaege os langs nogle knuder og kanter
i grafen. Fglgen af knuder og kanter, vi bevaeger os
igennem, er selve ruten.

2. En tur fra A til B er en rute fra A til B, hvor man
kun ma ga langs hver kant én gang.

3. En vej fra A til B er en tur fra A til B, hvor man kun
ma passere hver knude én gang.

4. En rute kaldes lukket, hvis fgrste og sidste knude pa
ruten er ens. Samme geelder for en lukket tur og en
lukket vej. Hvis en rute, tur eller vej ikke er lukket,
kaldes den aben.

5. En kreds er en lukket tur, hvor de eneste gentagne
knuder er start- og slutknuden.

For at ggre definitionerne lidt lettere at huske, har vi
folgende tabel:



1. HVAD ER GRAFTEORI? 33

Tabel 1.1: Tabel til begreberne i definition 1.5

Begreb Gentag kant ~ Gentag knude  Start=slut
Rute Tilladt Tilladt Tilladt
Tur Nej Tilladt Tilladt
Vej Nej Nej Nej
Lukket rute Tilladt Tilladt Ja
Lukket tur Nej Tilladt Ja
Kreds Nej Forste og sidste Ja

Ser vi pa figur 1.2, kan vi se, at der er ruter mellem
alle knuder undtagen E. Der findes ogsa nogle lukkede ture.
F.eks. kan vi ga fra D til C' langs én af kanterne og tilbage
til D gennem den anden kant. Denne tur er ogsa en kreds.
Kan du finde andre lukkede ture? Andre kredse? En anden
illustration af begreberne ses i grafen herunder:

Figur 1.3: En graf med mange slags ruter.

I denne graf er der mange ruter! Dog er der ikke ruter mellem
alle knuder, f.eks. findes ingen rute mellem I og A. Vi kan
ligeledes finde mange ture, ogsa lukkede af slagsen. F.eks.
kan vi ga fra B til C' til D og tilbage til B. Dette er ogsa en
kreds. Kan vi finde en lukket tur, som ikke er en kreds? Ja,
lad os starte i F' og ga til G, til H, tilbage til F', til £ og
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tilbage til F' langs den anden kant. Dette er en lukket tur,
da ingen kanter bliver brugt mere end én gang, og vi bade
starter og slutter i F'. Men vi passerer F' undervejs i turen,
sa F optraeder ikke kun som start- og slutknude. Derfor er
denne lukkede tur ikke en kreds.

Se igen pa figur 1.3. Der er noget seerligt ved knuderne 1
og J i forhold til de andre knuder i grafen. I og J kan for-
bindes med en rute, men de kan ikke forbindes med ruter til
nogle andre knuder i grafen. P4 samme made kan knuderne
fra A til H forbindes med ruter indbyrdes. Disse overvejelser
giver os ideen til en ny definition:

Definition 1.6. En graf kaldes sammenhaengende, hvis det
for alle par af knuder i grafen geelder, at disse kan forbindes
med en rute.

Graferne i figur 1.2 og figur 1.3 er ikke sammenhaengende.
Det er grafen pa figur 1.1 til gengeeld. Vi kommer primaert
til at arbejde med sammenhaengende grafer.

Definition 1.7. Hvis A er en knude i en graf G, sa be-
star sammenhaengskomponenten, som indeholder A, af alle
de knuder, som er forbundet til A via en rute, samt alle
kanterne mellem disse knuder.

Graferne i figur 1.2 og figur 1.3 bestar hver iseer af to
sammenhaengskomponenter. Grafen i figur 1.1 har kun én
sammenhaengskomponent.
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Nogle graftyper

Vi vil nu komme ind pa nogle bestemte typer grafer, som er
gode at kende.

Definition 1.8. En simpel graf er en graf uden lgkker, og
hvor ingen naboknuder er forbundet af mere end én kant.

Grafen i figur 1.1 er et eksempel pa en simpel graf, mens
grafen i figur 1.2 ikke er en simpel graf. F.eks. har knude C
en lgkke. Man kan teenke pa simple grafer som grafer uden
"overflpdige kanter", altsa der er netop det antal kanter i gra-
fen, som skal bruges, for at de samme knuder er forbundet.
Vi ser nu pa en speciel type af simple grafer.

Definition 1.9. En komplet graf er en simpel graf, hvori
alle par af forskellige knuder er forbundet med hinanden.
Den komplette graf med n knuder betegner vi som K.

Lad os se pa de to komplette grafer K3 og K, som ek-
sempel:

Figur 1.4: Graferne K3 og Kj.

Den sidste type graf, vi vil kigge pa her, er kredsgrafer. De-
finitionen er meget, som navnet antyder.
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Definition 1.10. En kredsgraf er en simpel graf, hvor alle
knuderne indgar i netop én kreds. Kredsgrafen med n > 3
knuder betegner vi som C,, (C’et star for "cycle", som bety-
der "kreds" pa engelsk).

Hvorfor skal vi have n > 37 Hvis n f.eks. er 2, kan vi slet
ikke lave en kreds uden at skulle tegne flere kanter mellem
de to knuder. Men sa kan grafen ikke veere simpel! Ligeledes
gar det ogsa galt i tilfeeldet n = 1. Definitionen giver altsa
kun mening, hvis n > 3. Lad os se pa et eksempel, nemlig
graferne Cy og Cj:

Figur 1.5: Graferne C} og C5.

Definition 1.11. En vejgraf er en simpel graf, hvor én vej
kan gennemlgbe alle knuder og kanter i grafen. Vejgrafen
med n knuder betegner vi P, (P’et star for “path”, som er
det engelske ord for “vej”).

Nedenfor ser vi to eksempler pa vejgrafer.
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Figur 1.6: Graferne P, og Ps.

Vi kan afslutte med at bemaerke, at komplette grafer, kreds-
grafer og vejgrafer (de tre standardgrafer) altid er sammen-
heengende. Vi er nu parate til at kaste os ud i at lgse nogle
interessante problemer med grafteori.
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Historien om Konigsberg

11736 blev Leonhard Euler bedt om at finde en rute gennem
byen Konigsberg, sa en procession (et optog) kunne ga over
samtlige syv broer i byen preecis én gang (som I maske husker
fra tidligere, er det definitionen af en “tur”). Aret efter udgav
han en artikel, som analyserede, hvorvidt dette var muligt.
Denne artikel betragtes som det forste bidrag til grateorien
[1]. Nedenfor pa figur 1.7 ses et billede af Konigsbergs broer,
og hvordan disse kan repraesenteres ved en graf.

KONINGSBERGA
e/ ERna

Figur 1.7: Overst: Tegning af Kénigsberg med broerne. Ne-
derst: Konigsberg repraesenteret ved en graf. Knuderne er de
fire landomrader, og kanterne er broerne imellem dem. [2]

Efter dette store bidrag til grafteorien har Euler naturligvis
faet opkaldt et begreb efter sig:

Definition 1.12. En Fuler-tur er en tur, som indeholder
alle grafens kanter.

En Euler-tur kan enten veere aben eller lukket. Her genbru-
ger vi blot definition 1.5-(4):
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o En lukket Euler-tur starter og slutter i samme knude.

o En aben Euler-tur starter og slutter i to forskellige
knuder.

Eksempel 1.13. For et helt simpelt eksempel pa en lukket
Euler-tur kan vi se pa kredsgrafen med 5 knuder igen:

For at lave en lukket Euler-tur kan vi veelge en vilkarlig
knude at starte i. For eksempel kan vi starte i A. Vi kan nu
ga turen A - B - C — D — E — A. Da alle kanterne
er med i turen netop én gang og vi har samme start- og
slutknude, har vi altsa lavet en lukket Euler-tur i grafen!

Overvej: Geelder det for alle kredsgrafer? o

Eksempel 1.14. For et tilsvarende eksempel pa en aben
Euler-tur kan vi se pa vejgrafen med 3 knuder Ps:

D—E—)

For at lave en aben Euler-tur skal vi veelge en knude at
starte i med en smule omtanke. Vi skal nemlig starte og
ende i en af endeknuderne for, at vi kan fa alle kanter og
knuder med. For eksempel kan vi starte i A. Vi kan nu ga
turen A — B — C'. Da alle kanterne er med i turen netop én
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gang, og vi har forskellige start- og slutknuder, har vi altsa
lavet en aben Euler-tur i grafen! o

Som I méaske har bemeerket, kan det blive sveert at forud-
sige, om en graf har en Euler-tur, nar den har mange knuder
og kanter. Faktisk er der et relativt simpelt trick, som kan
afggre om en graf har en Euler-tur!

Saetning 1.15. Betragt en graf G uden isolerede knuder.

1. G har en lukket Euler-tur, hvis og kun hvis den er
sammenhaengende og alle knuder har lige valens.

2. G har en aben Euler-tur, hvis og kun hvis den er sam-
menhaengende og har praecist to knuder med ulige va-
lens.

Bevis. For at bevise pastand 1, skal vi vise to ting. Forste
skal vi vise, at hvis G har en lukket Euler-tur, er G sammen-
heengende, og alle knuder har lige valens. Dette overlades
som en gvelse, se opgaverne.

Dernaest skal vi vise, at hvis en graf G er sammenhaen-
gende, og alle knuder har lige valens, vil G have en lukket
Euler-tur. For at finde denne lukket Euler-tur bruger vi fgl-
gende procedure: Veelge en start knude v og gor fglgende
iterativt

o Valg en kant og kryds den, den er nu tilfgjet til vores
Euler-tur.

o Slet den krydsede kant, og hvis det ggr knuden isoleret,
sa slet den ogsa.

e Hver gang det foregaende ggres, kryds ikke en kant
der, hvis den fjernes, ggr at grafen ikke laengere er
sammenhaengende, med mindre der ikke er nogen an-
den mulighed.
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o Gentag forgaende skridt indtil der ikke er nogen kanter
at krydse leengere.

Bemeerk vi aldrig ender med en usammenhaengende graf, pa
grund af det sidste trin. For at se dette, antag at vi er néet til
en knude u hvor uanset hvilken udgaende kant vi sletter vil
grafen blive usammenhaengende og lad da w veere en nabo
til u. Bemeaerk at for vi sletter kanten mellem u og w er der
to knuder med ulige valens, nemlig u og v. Ydermere, efter
vi sletter kanten fra u til w er der ingen vej fra v til w, da
ellers ville grafen stadig veere sammenhaengende. Men vi ved
at enhver graf har et lige antal knuder med ulige valens, sa
der ma veaere mindst en knude med ulige valens udover w i
dens sammenhaengskomponent efter vi sletter kanten fra
til w og det ma den ogsa have haft til at starte med. Det
gaelder, da nar vi passerer gennem den, sendrer vi ikke pa
om dens valens er lige eller ulige. Dette er en modstrid. Sa
ved mindre vi ikke har flere kanter tilbage (og algoritmen
er kort til ende) er der altid mindst en kant vi kan forseette
med thi grafen er altid sammenhaengende.

Antag, at algoritmen resulterer i, at vi slutter i en knude
der ikke er v. Men hver gang vi har passeret igennem denne
knude har vi fjernet 2 kanter, sa det ville betyde den har et
ulige antal kanter. Det kan ikke lade sig ggre. Derimod kan
vi godt slutte i v, for hver gang, vi passerer den, fjerner vi 2
kanter, og vi fjerner en til at starte med og til at slutte med.
Derfor er den tur vi har fundet en Euler-tur.

Beviset for 2 forgar ligeledes, man skal blot sgrge for at
startknuden er med ulige valens. |
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Komplementer, kliker og uathaengige
delmangder

Definition 1.16. Lad G veere en simpel graf. Komplementet
til G er grafen med samme knuder som G, og hvor to knuder
er naboer hvis og kun hvis de ikke er naboer i G. Vi betegner
komplementet af G som G (vi plejer at udtale G som “G
bar”).

Komplementet af en simpel graf er altsa grafen, som in-
deholder alle de “manglende” kanter, der skal til for at fa en
komplet graf.

Eksempel 1.17. Betragt grafen GG herunder:

Komplementet til G bliver
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Leeg meerke til, at hvis man tager disse to grafer og lsegger
dem “oven i hinanden”, sa far man den komplette graf med
fem knuder, K. )

Til slut i forlgbet skal vi se pa farveleegning af grafer.
I den forbindelse er det smart at kende til kliker og uaf-
haengige delmaengder, specielt nar vi skal se pa det sakaldte
kromatiske tal for grafer.

Definition 1.18. Lad G veere en simpel graf. En klike i G er
en maengde af knuder, som er parvist naboer. En uafhengig
delmengde er en maengde af knuder, som parvist ikke er
naboer.

Figur 1.8: B,C,D udggr en klike.

Bemeerk, at en klike og en uatheengig delmaengde i en simpel
graf pa en made er omvendte begreber. Vi kan faktisk sige
dette mere praecist, hvilket vi ggr om et gjeblik. Forst skal
vi have nogle eksempler.

Eksempel 1.19. Lad os igen se pa grafen fra eksempel 1.17:



44 KAPITEL 1. GRAFTEORI

Vi ser, at A og B udger en klike. Det samme geelder om B
og C, C' og D og sa videre. Vi kan faktisk se, at en klike
ikke kan have flere end to knuder i dette eksempel. Vi ser,
at A og C udggr en uathengig delmaengde, ligesom A og
D gor det. Vi bemeaerker ogsa, at en uathsengig delmaengde
maksimalt kan indeholde to knuder. Ser vi pa komplementet

i
OO

kan vi se, at B, C' og C, D bliver uathaengige delmaengder, og
at A, C og A, D bliver kliker. At kliker bliver til uafheengige
delmaengder i komplementet og omvendt, gaelder generelt,
hvilket vi viser herunder. o

Seetning 1.20. En klike i GG bliver til en uafhesengig del-
maengde i komplementet G, og en uafheengig delmaengde i
G bliver til en klike i G.
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Bevis. Lad knuderne vy, ..., v, udggre en klike i G. Da gel-
der, at alle knuderne v, ..., v,, er parvist naboer, altsa at de
hver iseer har en kant til alle andre knuder. Altsa vil disse
knuder parvist ikke have kanter imellem sig i komplemen-
tet, med andre ord vil de udggre en uathengig delmaengde i
komplementet. Den anden pastand vises tilsvarende. [ |

Lad os se pa et andet mere interessant eksempel.

Eksempel 1.21. Vi betrager folgende graf G med syv knu-
der:

Vi ser, at knuderne A,G, F er parvist naboer, og derfor
udggr de en klike. Det samme geelder A, B og C, D, E| F.
Dermed har G en klike med bade 2, 3 og 4 knuder. Vi ser
desuden, at A, C er en uathaengig delmeengde, og at B, D, G
er en uafhengig delmaengde. o

Nar vi skal farvelaegge grafer, bliver det vigtigt at se pa
stgrrelsen af kliker og uathaengige delmaengder.

Definition 1.22. Lad G veere en graf. Kliketallet for G,
betegnet w((G) er det maksimale antal knuder, der kan veere
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i en klike i G. Uafhengighedstallet for G, betegnet a(G), er
det maksimale antal knuder, der kan veere i en uafthasengig
delmeengde af G.

w er et lille omega, hvilket er det sidste bogstav i det
graeske alfabet. o er et lille alfa og er det forste bogstav i det
graeske alfabet. Dette stemmer i en vis forstand overens med,
at kliker og uafheengige delmeengder er modsatte begreber.

Eksempel 1.23. Lad G veere grafen fra eksempel 1.21. Vi
ser, at vi kan finde en klike af stgrrelse 4, nemlig C, D, E| F'.
Man kan ogsa overbevise sig selv om, at der ikke findes en
storre klike i G, og derfor er w(G) = 4. I eksemplet fandt
vi ogsa en uafthaengig delmaengde med tre knuder, nemlig
B, D, G, og denne samling af knuder har maksimal stgrrelse,
sd a(G) = 3. Kan du finde en anden uafheengig delmaengde
med tre knuder? o
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Todelte grafer

Todelte grafer er en type af grafer, som bliver interessant,
nar vi skal tale om farveleegning af grafer. I dette afsnit
kommer vi ogsa til at gennemga nogle interessante resulta-
ter, som er sveerere at bevise i forhold til de seetninger, vi
har vist indtil nu.

Definition 1.24. En graf G kaldes todelt, hvis knuderne
i G kan opdeles i to uathaengige delmaengder, hvor ingen
knuder i den ene uathaengige delmeengde ligger i den anden.
Sadanne to uafhaengige delmaengder kaldes en todeling eller
en bipartition.

Eksempel 1.25. Betragt de to grafer herunder:

(0)—(0) D P (D
(a)—(3) A—(B)—(c

I grafen til venstre har vi A, C' og B, D som uafhaengige del-
meengder, og tilsammen udggr disse fire knuder alle knuder
i grafen, sa den venstre graf er todelt. For grafen til hgjre
kan det ses, at A, E,C og B, D, F udggr en todeling. o

Lad os for god orden skyld ogsa betragte et ikke-eksempel
pa en todelt graf. Med andre ord, et eksempel pa en graf,
der ikke er todelt.

Eksempel 1.26. Lad G vere grafen herunder:
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Vi haevder, at G ikke er todelt. Hvis vi har en todeling af
grafen, skal A ligge i en af de uathaengige delmeengder. Men
A er nabo til alle andre knuder, sa den ene uathaengige del-
meengde skal veere A. Vi kan dog pa samme made sige, at
C' bliver ngdt til at udgere sin egen uatheengige delmaengde,
og dermed mangler vi en uathaengig delmaengde med bade B
og D. Ergo kan en todeling ikke eksistere, sa G er ej todelt.

o

Det er ikke sveert at forestille sig grafer, hvor det kan
blive meget besveerligt at afggre, om den er todelt eller ej.
Hvis vi kun har definitionen til radighed, skal vi tjekke, at
samtlige opdelinger ikke fungerer, og det kan hurtigt komme
til at kreeve meget tid og arbejde. For at lette vores arbejde
med at bestemme, om en graf er todelt eller ej, vil vi bruge
resten af dette afsnit pa at formulere og bevise et kriterium
for, om en graf er todelt. Beviserne er fra [3].

Lemma 1.27. Alle lukkede ruter af ulige leengde indeholder
en kreds af ulige leengde.

Bewvis. Lad [ betegne leengden af vores rute. Vi benytter in-
duktion pa [. Hvis [ = 1, ma ruten selv udggre en kreds af
leengde 1, som er ulige. Dette viser induktionsstarten. Lad
nu [ > 1. Antag forst, at der ingen gentagne knuder er i ru-
ten. Fordi ruten er lukket, vil den udggre en kreds (af ulige
leengde), sa vi er feerdige. Antag nu, at der er en knude, v,
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som besgges to gange i lobet af ruten. Da kan den oprindeli-
ge rute opdeles i to ruter, der starter og slutter i v, og disse
har begge leengde mindre end [. Da [ er ulige, skal den ene
af ruterne have ulige leengde, og induktionsantagelsen giver,
at denne mindre rute har en kreds af ulige leengde. Dette
feerdiggor beviset. |

Vi kan illustrere beviset for lemmaet med folgende teg-
ning:

Man kunne tro, at alle lukkede ruter af lige leengde ma in-
deholde en kreds af lige laengde. Dette er dog ikke rigtigt, se
opgave 4.34.

Lemma 1.28. Lad G veere en todelt graf. En todeling for
G kan findes ved at finde en todeling af alle sammenhaengs-
komponenter.

Mere preecist: Hvis Hy, ..., H; er ssmmenhaengskomponent-
erne i GG, og vi har en todeling X;,Y; af hver H;, da vil en
todeling af G veaere givet ved at laegge alle X;’erne sammen
og alle Y;’erne sammen.

Bevis. Lad X veere knuderne i Xy, ..., Xy og Y knuderne i
Y1, ..., Y. Det er klart, at X og Y tilsammen udger G, og
at de ikke har nogle knuder til feelles. Vi mangler da kun
at vise, at X og Y hver er uathaengige delmaengder. Antag,
at vy og vy er knuder i X, som er naboer. Da bliver v; og
vy ngdt til at ligge i samme sammenhaengskomponent for G.
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Lad os sige, at denne er H;. Eftersom v; og v, er naboer, skal
vi have, at v; og v ligger i hver deres del af todelingen for
H;. Vi kan antage per symmetri, at vy ligger i X, og at v,
ligger i Y;. Men da ligger 15,1 Y, da Y jo indeholder knuderne
i Y;. Men dette er en selvmodsigelse, eftersom vy ligger i X
per antagelse, og X og Y ingen knuder har tilfeelles. Dermed
kan ingen knuder i X veere naboer, sa X er en uafthesengig
delmaengde. Et fuldsteendig analogt argument viser, at Y er
en uafheengig delmaengde. Dette fuldfgrer beviset. |

Nu kan vi vise dette afsnits hovedresultat.

Saetning 1.29 (Koénigs setning). En graf er todelt hvis og
kun hvis den ikke har en kreds af ulige laengde.

Bevis. Antag forst, at G er en todelt graf. Alle ruter i G
hopper skiftevis frem og tilbage mellem de to dele af tode-
lingen. Det fglger, at alle kredse bliver ngdt til at have lige
leengde, eftersom en kreds starter i en af de to dele og skal
vende tilbage til samme del. Altsa har GG ingen kredse af uli-
ge leengde. Antag nu, at G ingen kredse har af ulige laengde.
Per forrige lemma er det tilstraekkeligt at vise, at alle sam-
menhangskomponenter har en todeling, sa lad H veere en
ikke-triviel (dvs. H har mindst én kant) sammenheengskom-
ponent for G (hvis G ikke har sdédan en sammenhaengskom-
ponent, har G ingen kanter, og en todeling findes oplagt).
Lad u veere en knude i H. Hvis v er en anden knude i H,
lad da f(v) betegne den mindste leengde til knuden v fra u.
Da H er sammenhaengende, eksisterer tallet f(v) for alle v
i H. Lad nu X veere de knuder i H, hvor f(v) er lige, og Y
veere de knuder i H, hvor f(v) er ulige. Det er klart, at X
og Y ikke har nogle knuder til feelles (et tal er ikke bade lige
og ulige), og at X og Y tilsammen udggr H. Hvis der var
to knuder v; og vo i X, som var naboer, da ville vi kunne
lave en lukket rute fra w til vy til v, tilbage til u. Bemeerk,
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at denne rute har ulige leengde (1 + lige + lige = ulige). Per
lemma 1.27 vil denne lukkede rute have en kreds af ulige
leengde, hvilket er i modstrid med antagelsen om G. Derfor
er ingen knuder i X naboer, s& X ma veere en uafhsengig
delmeengde. Beviset for, at Y er en uafhesengig delmaengde,
forlgber tilsvarende. Den lukkede rute vil veere ulige, fordi

summen af to ulige tal er lige, s& man opnar den samme
modstrid. [

Seetningen ovenover blev bevist af Dénes Konig og er
derfor opkaldt efter ham. Konig udgav den fgrste bog om
grafteori i 1936 ved navn Theorie der endlichen und unend-
lichen Grafen (pa dansk: Teorien om endelige og uendelige
grafer) [4].
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2 Graffarvelsegningsproblemet

Hvad er en farvelsegning?

Vi antager fra nu af, at alle grafer er sammenhaengende.

I dette kapitel vil vi arbejde med farvelsegning af gra-
fer. I har muligvis hgrt om fire-farvessetningen, der siger, at
givet et (relativt peent) kort med forskellige lande, er det al-
tid muligt med fire farver at farvelsegge landene saledes, at
ingen nabolande har samme farve. Dette inspirerer folgende
definition.

Definition 2.1. En farveleegning af en graf er et valg af
farve til enhver kunde, saledes at ingen naboer har samme
farve.

Folgende er en farvelaegning.

Det er dog en meget kedelig farvelsegning; alle farverne er
nemlig forskellige! Folgende er ikke et eksempel pa en
farvelaegning,
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da B og D har samme farve, men ogsa er naboer. Vi kan helt
klart slippe afsted med feerre end fem farver til den ovensta-
ende graf. Men fem er i hvertfald muligt. Dette motiverer
folgende definition.

Definition 2.2. Hvis vi kan finde en farveleegning af en
graf, der kun kraever k forskellige farver, siger vi, at den kan
k-farves.

Hvis en graf G har n knuder, kan vi altid farvelsegge den
med k = n forskellige farver: én per knude! Dog kan man
ofte slippe afsted med faerre:

Definition 2.3. For en graf G, definerer vi x(G) til at veere
det mindste tal k, si G kan k-farves. x(G) kaldes grafen G’s
kromatiske tal.

Betragt fglgende farvelsegning af en graf

® &

Denne farveleegning viser, at GG har et kromatisk tal pa 2,
for vi kan ikke farve den med 1 farve, men 2 er nok. Betragt
nu fglgende farvelsegning af en graf:
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Dette viser at at det kromatiske tal for denne graf hgjest
kan veere 3, men vi ved ikke om det kunne veere lavere. Det

kan det faktisk:

Dette er ogsa en farvelaegning, sa det kromatiske tal er 2.
En god taktik til at finde kromatiske tal er fglgende

1. Find en farveleegning, der bruger k farver.
2. Vis, at der ikke findes nogen n-farveleegning for n < k.

Dog kan dette blive besveerligt, s& vi har brug for nogle
veerktajer.

Nedre graenser

Hvordan relaterer kliketallet w(G) sig til det kromatiske tal
X(G)? Vi har fglgende resultat:

Saetning 2.4. For en graf G er det kromatiske tal hgjere
end (eller lig med) kliketallet, det vil sige
w(G) < x(G)

Bevis. Lad vy, ... v, vaere en samling knuder, som udggr en
maksimal klike, det vil sige n = w(G). Hvis vi nu farvelsegger
grafen GG, kan vi sige fglgende om farverne:
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e vy er nabo med vy, sa vy har ikke samme farve som v;.
Sa vi har brug for mindst 2 forskellige farver.

e w3 er nabo med v; og v, sa vz har ikke samme farve
som hverken vy eller vo. Sa vi har brug for mindst 3
forskellige farver.

e vy er nabo med vy, vy 0g v3, sa vy har ikke samme farve
som hverken vy, vy eller v3. S& vi har brug for mindst
4 forskellige farver.

o Og sa videre og sa videre, indtil vi efter n — 1 skridt
nar til v, og konkluderer, at vi har brug for mindst n
farver.

Sagt med andre ord har vi, at w(G) =n < x(G) |

Vi kan ligeledes relatere uathaengighedstallet til det kro-
matiske tal.

Saetning 2.5. For en graf G med n knuder har vi

n
—— < x(G
@) = X(G)
Bevis. Farveleg forst G med k = x(G) forskellige farver.
Hvis vi nummerer farverne med 1,2,3,...,k, kan vi samle
alle knuder farvet med farve 1 i en maengde Fi, farve 2 i F;
og sa videre. Alle knuder er i precis én af de her maengder,
sa
n=|V|=I|F|+I|FB]+ -+ |F
hvor |F;| er antallet af knuder i F;. |F;| er altid mindre end
eller lig med a(G), sa
k gj\nge
By + |Fo| 4 - + | Fe| < o(G) + a(G) + - + a(G)
= ka(G) = x(G)a(G)

Altsé har vi, at S < X(G). |
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Den gradige algoritme og en gvre granse

Vi har indtil videre kun set eksempler pa starrelser, der giver
en nedre grezense for det kromatiske tal x(G) for en graf. Men
det kunne vaere rart at have en gvre graense. Vi vil dog forst
gennemga en algoritme til at farveleegge en graf.

Metode 2.6 (Den gradige algoritme). For en graf G, veelg
en nummerering af alle knuderne i grafen vy, ... v, og veelg
ydermere n forskellige farver, og nummerer dem fra 1 til n.
Gor nu felgende:

o Farveleeg v; med farve nr. 1.
o Gor nu fglgende for knude nr. 7, v;:
— Hvis den ikke har nogen nabo med farve nr. 1, sa

giv den farve nr. 1. Ellers forsaet til naeste skridt.

— Hvis den ikke har nogen nabo med farve nr. 2, sa
giv den farve nr. 2. Ellers forsaet til naeste skridt.

— Monsteret forsaettes indtil knuden er farvelagt.

Denne algoritme er atheengig af en nummerering. Hvis
vi skal habe pa at fa en nogenlunde fornuftig farvelsegning
med den, sa har vi brug for en fornuftig made at nummerere
knuderne.

Definition 2.7. Lad v og u veere to knuder i en graf GG. Hvis
de er forbundne, sa lader vi d(v,u) veere antallet af kanter i
den korteste rute fra v til u. Dette er afstanden mellem v og
u.

Satning 2.8. Lad A(G) veere den maksimalvalensen for G.
Da gelder det, at

X(G) <A(G)+1
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Bevis. Lad n = n(G) vaere antallet af knuder i G. Veelg
en knude v,, og sortér nu alle knuder vy, ... v, efter deres
afstand til v, sa d(v;,v,) > d(vj,v,), nar i < j. Med andre
ord kommer knuderne, der er leengst veek fra v,,, forst i listen.
Vi pastar nu, at hvis vi anvender den gradig algoritme pa
denne nummerering, sa benyttes ikke mere end A(G) + 1
farver.

vy er farvelagt med farve 1, sa ingen problemer der. Lad
os nu se, hvad der sker, nar vi skal til at farveleegge knude
nr. ¢, hvor 1 < ¢ < n. v; har mindst én nabo, der endnu ikke
er farvelagt: Veelg blot en knude pa den korteste rute fra
v; til v,. Knuderne pa denne rute er ikke farvelagte endnu,
da de alle har en mindre afstand til v, end v; har. Men
v; har allerhgjest A(G) naboer, hvoraf hgjest A(G) — 1 er
farvelagte. Sa selv i det veerste tilfeelde bruger algoritmen
farve nr. A(G).

Hvad sa med v,,? Den har hgjest A(G) naboer, sa i vaerste
fald bruger den gradige algoritme farve nr. A(G) + 1.

Vi kan altsa konkludere, at x(G) < A(G) + 1. [ ]
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3 Djikstra’s algoritme

Vaegtede grafer

For vi kan beskrive Djikstra’s algoritme, skal vi lige hurtigt
gennemga en variant af graf-konceptet. En vegtet graf er en
graf, hvor alle kanter har en veerdi. Herunder ses et eksempel:

Figur 1.9: En simpel vaegtet graf

Kanternes veerdier kan betyde flere ting. Man kan teenke pa
knuderne som steder og kanterne som afstanden mellem dis-
se. Veegtede grafer dukker op mange steder i virkeligheden.
Teenk f.eks. pa byer med veje, der forbinder dem. Kig pa gra-
fen oven over. Hvis du skal fra by B til by C, hvilken vej er
sa hurtigst? Det er maske nemt at se i dette eksempel, men
hvad hvis du f.eks. skal fra Kgbenhavn til Aalborg, hvilken
rute er sa hurtigst? Hvad hvis du skal kgre gennem Europa,
og du passerer 1000 byer pa vejen? Da er spgrgsmalet straks
sveerere. Vi skal nu udforske, hvordan en GPS kan finde den
hurtigste rute mellem to destinationer.
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Djikstra’s algortime

Med det ude af vejen er vi nu klar til at introducere algo-
ritmen til at finde den korteste vej mellem to knuder i en
veegtet graf. Hvad er en algoritme? Du har maske hgrt en
af datalogerne nzevne ordet. En algoritme er blot en fglge af
instruktioner, der beskriver en proces preecist, hvor et givet
input bliver til et bestemt output.

Algoritmen hedder Djikstra’s algoritme(udtales deigstra).
For at algoritmen kan begynde, skal den have en startknu-
de og en vaegtet graf, hvor alle vaegtene (kanternes veerdier)
er positive. Djikstra’s algoritme findes i flere udgaver. Den
udgave vi tager udgangspunkt i giver den korteste afstand
fra startknuden til alle andre knuder i grafen.

Djikstra’s algoritme
1. Veelg en startknude s, og saet afstanden fra s til alle
andre knuder til uendelig, co. Markér s som besggt (en
bespgt knude bliver aldrig bespgt igen).

2. Find afstanden til alle naboknuder til s. Udvaelg na-
boknuden med kortest afstand og markér den som be-
sogt.

3. Udregn afstanden fra s til alle den nuveerende knudes
naboer. Hvis en af disse afstande er kortere, erstat den
gamle afstand med den nye.

4. Veelg knuden (der ikke ngdvendigvis er en nabo), hvor
afstanden fra s er kortest, og som ikke allerede er be-
sggt. Marker denne knude som besggt.

5. Hop tilbage til trin 3, medmindre alle knuder er besggt.

I sidstneevnte tilfeelde er vi feerdige.

Bemeaerkning 3.1. Djikstra’s algoritme giver ikke selve vej-
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en som output, kun leengden af den korteste vej. Dog er det
ofte let at aflaese selve vejen ud fra ens udregninger.

Det kan vaere noget af en mundfuld, ndr man stgder pa
sadan en algoritme for forste gang. Algoritmen forstas bedst
gennem nogle eksempler. Laes dem grundigt! Forstaelse for
nyt stof kommer kun ved, at man bruger den tid, det tager
at forsta det.

Eksempel 3.2. Betragt den veegtede graf:

Figur 1.10: En veaegtet grad med 6 punkter.

Vi anvender Djikstra’s algoritme til at finde den korteste
vej fra A til alle andre knuder. A er vores startknude, sa
den er implicit markeret som besggt. Dette er fgrste trin
i algoritmen. Vi ser, at A er nabo til knude B og C' med
afstand 3 og 5. Vi skriver afstandene ned i et skema, hvor
afstanden til A star under hver knude:

Nuveerende knude B C D E F

A— 3 5 00 oo 00
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B har kortest afstand til A. Vi markerer derfor B som
besggt. B har veje til D og F' af leengde 7 og 10. Vi kopierer
disse oplysninger ind i skemaet:

Nuveerende knude B C D FE F

A— 3 5 00 00 00
B — v. b 3+7 oo 3-+10

Husk, at tallene under knuderne er afstanden til A med
den vej, vi har fundet! Det ses, at knude C har kortest af-
stand til A, sa den fortsaetter vi med. C' har en vej til D og
E med lengde 2 og 1. Den forrige vej til D havde leengde
3+7 = 10, men vi har fundet en ny vej med leengde 5+2 = 7!
Vi kopierer de nye oplysninger ind i skemaet:

Nuvaerende knude B C D FE F
A— 3 5 00 00 00
B — v. 5 3+7 00 34+ 10
C — v. 5+2 5+1 13

Det ses, at E er knuden med kortest vej til A, som vi
endnu ikke har besggt. F har en vej til F' med leengde 6,
sa vi har fundet en kortere vej til F' end for. Vi skriver
oplysningerne ind:

Nuveerende knude B C D FE F
A— 3 5 00 00 00
B — v. 5 3+7 00 34+ 10
C — v. 5+2 5+1 13

FE— 7 v 6+ 6
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Vi ser, at D er den ikke-besggte knude, der har kortest
afstand til A. D har dog ingen naboer, vi endnu ikke har
besggt. Vi markerer derfor D som besggt og hopper videre:

Nuveerende knude B C D E F
A — 3 5 o0 o0 o0
B — v b 347 oo 3410
C— v . 5+2 5+1 13
E— 7 v 6+ 6
D — v 12

Der er kun F tilbage, som vi markerer som besggt:

Nuveerende knude B C D E F
A— 3 5 o0 o0 o0
B — v b 347 oo 3410
C — v 5+2 5+1 13
E — 7 v 6+ 6
D — v 12
F — v

Da der ikke er flere knuder tilbage at tjekke, er vi feerdige!
Vi afleeser de nederste veerdier i skemaet under hver knude
og far, at den korteste vej fra:

e« Atil Ber3

AtilCerb

Atil Der7

Atil Eer6

Atil Fer 12
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(0]

Lad os tage et andet eksempel, hvor hvert trin ikke gen-
nemgas lige sa grundigt som i forrige. Hvis du taber traden
undervejs, er det helt ok. Laes evt. forrige eksempel igen og
se, hvor forstaelsen glipper. Husk, at du altid kan spgrge os!

Eksempel 3.3. Vi betragter den vaegtede graf:

25

Figur 1.11: Endnu en veegtet graf.

Vi vil finde den korteste vej fra A til alle andre knuder. A
har veje til C' og E, og vi noterer afstandende i skemaet
herunder:

Nuveerende knude B C D F
A— oo 30 oo 25

E har kortest afstand til A, sa den gar vi videre med. E
har veje til bade B, C' og D, hvor vejen til C' er leengere end
den direkte vej fra A til C. Vi far derfor:

Nuveaerende knude B C D E

A— 00 30 %) 25
EF— 25 +60 30 25 +50 V
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C har kortest afstand til A, sa den gar vi videre med. C'
har en vej til B, der er kortere end den, vi fandt for. Vi far:

Nuveaerende knude B C D FE
A— 00 30 00 25
FE— 25 +60 30 25 +50 V
C— 30 +40 vV 75

B har kortest afstand til A, sa den fortsaetter vi med og

far:

Nuvaerende knude B C D FE
A— 00 30 00 25
E - 25 +60 30 25 +50 V
C — 30 +40 V 75
B — v 75

Vi mangler kun at tjekke D, og vi far:

Nuveerende knude B C D E
A— %) 30 00 25
E— 25 +60 30 25+ 50 V
C — 30 +40 V 75
B — v 75
D — v

Vi kan nu se ud fra skemaet, at den korteste vej fra:

o Atil Ber 70, nemlig ABC

o Atil C er 30, nemlig AC

o Atil D er 75, nemlig AED
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o Atil F er 25, nemlig AF

Som afrunding pa afsnittet, vil vi gerne fremhaeve fgl-
gende vigtige resultat:

Saetning 3.4. Djikstra’s algoritme giver den korteste vej.

Bevis. Lad s veere startknuden. Lad os sige, at algoritmen
har besggt et vist antal knuder n. Vi vil nu vise fglgende
induktionshypotese: For alle knuder u har vi, at hvis vi har
bespgt den, er distancen algoritmen giver, kald den d(u), den
korteste distance fra s til u, og hvis vi ikke har besggt den
endnu, er d(u) den korteste distance, hvis man kun gar langs
bespgte knuder (eller oo hvis der ikke er sddan en rute).

Hvis n = 1, er der intet at vise: Vi har nemlig kun besggt
startknuden s.

Antag nu, at ssetningen er sand for et eller andet n. Lad
u veere den naeste knude algoritmen markerer som besggt og
dermed tildeler distancen d(u). Vi vil nu vise, at d(u) er den
korteste distance fra s til u. En rute, der er kortere end d(u)
kan forekomme pa to mader: Enten indholder den en knude
vi ikke har besggt endnu, eller ogsa gor den ikke.

I det fgrste tilfaelde, lad w veere den fgrste knude vi ikke
har besggt endnu pa den korteste vej fra s til u. Per in-
duktionsantagelsen er den korteste vej via besggte knuder
til w og u lig med d(w) og d(u), respektivt. Vi bemaerker,
at d(u) < d(w) (fordi algoritmen valgte u fremfor w) og
ydermere har vi, at distancen fra s til v via w minimum
er distancen d(w) 4 Leengden af den kortest vej fra w til .
Men dette er en modstrid, da leengden af den korteste vej
fra w til v er et positivt tal, og

d(w) + Leengden af den korteste vej fra w til u < d(u)
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I det andet tilfeelde, lad w veere den sidste knude for u pa
den korteste rute fra s til u. Lad D veere afstanden fra w til
u via den kant, der forbinder dem. Da har vi per antagelse
d(w) + D < d(u). Men dette kan aldrig heende: Da vi al-
lerede har besggt w, burde d(u) allerhgjest veere d(w) + D,
da algoritmen altid ville opdatere til den korteste fundne
distance.

For alle besggte knuder holder induktionsantagelsen ty-
deligvis stadigveek. Og efter vi processerer u, har vi stadig,
at for alle ubesggte knuder w er d(w) den korteste rute via
besggte knuder, da hvis den ikke er via u, har vi den alle-
rede via induktionsantagelsen og hvis den er via u har vi
opdateret den.

Efter vi har besggt alle knuder, viser induktionsantagel-
sen, at Djikstra’s algoritme giver den korteste vej. |

Om Djikstra

Edsger Wybe Djikstra blev fgdt i Rotterdam, Nederlandene
i 1930. Han lseste matematik og teoretisk fysik i Leiden,
men skiftede senere til datalogi/computer-videnskab, som
var hans store interesse [5].
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Figur 1.12: Djikstra i 2002. Kilde: [6]

Djikstra arbejdede med mange ting inden for datalogi. Han
arbejdede med grafteoretiske algoritmer, hvor han udvik-
lede Djikstra’s algoritme, som I netop har arbejdet med.
Han forskede ogsa en del i styresystemer og programme-
ringssprog. Han skrev meget om det at strukturere compu-
terprogrammer, hvor han havde meget klare holdninger til,
hvordan programmer skulle skrives effektivt og overskueligt.
Han talte steerkt for, at algoritmer skulle opbygges matema-
tisk, s& korrektheden af programmet kunne bevises ud fra
dets konstruktion. Djikstra’s tanker om programstrukturer
forte til udviklingen af de programmeringssprog, vi bruger i
dag. F.eks. er han delvist ansvarlig for, at lgkker er sa ud-
bredte i stgrstedelen af programmeringssprog. I de sidste ar
af hans liv arbejdede han med matematiske bevisteknikker
og deres anvendelser i datalogi [6].

Djikstra har modtaget mange priser, herunder den pre-
stigefyldte Turing-pris i 1972 og IEEE Computer Science
Pioneer-prisen i 1980. I dag preeger hans ideer stadig data-
logi og softwareudvikling [6].

Djikstra dgde i 2002.
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Orienterede grafer

Det sidste emne i forlgbet er orienterede grafer. Nar fgrst I
har faet styr pa veegtede grafer, er dette emne ikke sa sveert.
En orienteret graf er en graf, hvor kanterne har en retning.
Herunder ses et eksempel:

Figur 1.13: Orienteret og veegtet graf

I mange byer veelger man at ensrette vejene, sa trafikken
glider lettere. Man kan teenke pa knuderne som steder i byen
og kanterne som veje. Hvad ggr vi, hvis vi vil finde den
korteste vej fra knude A til de andre knuder? Vi anvender
selviglgelig Djikstra’s algoritme! Vi skal bare tage hensyn til
vejenes retning. F.eks. kan vi ga direkte fra knude D til A,
men ikke omvendt. Vejenes retning tvinger os til at tage en
omvej. Bemark desuden, at der ikke findes en vej fra A til
F.

Eksempel 3.5. Vi finder den korteste vej fra A til alle andre
knuder i grafen fra figur 1.13. Vi gor fuldsteendig som i de

tidligere eksempler og laver et skema. A har en vej til B og
E:
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Nuveerende knude B C D E F

A— 5 oo oo 3 o0

E har den korteste vej til A, sa den fortsasetter vi med.
E har dog ingen veje til andre knuder, vi ikke allerede har
besggt, sa vi far bare:

Nuveerende knude B C D FE F
A— 5 o0 o0 3 o
E — b5 oo oo Vv o0

B har den korteste vej til A, sa den gar vi videre med.
B har veje til C' og E, men E er allerede besggt, sa vi far:

Nuveaerende knude B C D FE F
A— 5 00 oo 3 oo
FE — 5 00 oo Vv 00
B — v b+3 o 00

C har kortest afstand til A, sa den fortseetter vi med. C
har en vej til D, og vi far:

Nuveerende knude B C D E F
A— 5 00 00 3 o
E— 5) 00 00 v o0
B — v. 54+3 00 00
C — v 8+ 7 00

Nu er vi faktisk feerdige. D har kortest afstand til A af
de ikke-besggte knuder, men D har ingen naboer, vi ikke
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allerede har besggt. Sa er der kun F' tilbage, men A har
ingen vej til F, sa afstanden fra A til F' er co. Vi har altsa:

Nuveerende knude B C D E F
A— 5 o0 3 o
E— 5) 00 00 v 00
B — v 5+3 %) o0
C — v 8+ 7 00
D — v o0
F— v

Og vi kan konkludere, at den korteste vej fra:

o Atil Ber 5, nemlig AB

A til C er 8, nemlig ABC

A til D er 15, nemlig ABC'D

A til E er 3, nemlig AF

A til F er oo, da der ikke findes en vej fra A til F
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4 Opgaver

Opgave 4.1:
Tegn fglgende:

1) En graf med tre knuder med valens 1, 2 og 3.
2) En graf med fire knuder alle med valens 1.
3) En graf med fem knuder med valens 1, 1, 2, 2 og 4.

4) En ikke-sammenhgengende graf med fire knuder, alle med
valens 2.

5) Hvor mange sammenhaengskomponenter er der i hver af
de grafer, som du har tegnet?

Opgave 4.2:

Tegn dit hus/din lejlighed som en graf, hvor et veaerelse er en
knude, og kanterne vejene mellem disse. Hvordan kan man
f.eks. handtere flere etager?

Opgave 4.3:
Tegn en sammenhangende graf uden lgkker, der indeholder
netop 2 kredse. Find maksimal- og minimalvalensen.

Opgave 4.4:

Hvor mange grafer kan du tegne, som er sammenhangende,
simple, og hvor alle knuder har lige valens? Kender du nogle
i forvejen? Hvor mange findes der?

Opgave 4.5:
Tegn graferne:

1) Den komplette graf med 5 knuder, K5. Find maksimal-
og minimalvalensen.
2) Kredsgrafen med 6 knuder, Cs. Find maksimal- og mini-

malvalensen.

3) En sammenhaengende graf med 7 knuder. Knuderne skal
have valens 1, 2, 3, 4, 5, 6 og 7.
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Opgave 4.6:

Tegn en graf med 4 knuder. Knuderne skal have valens 1, 2,
2 og 3. Findes en graf med fire knuder af valens 1, 2, 2 og
47 Hvis ja, tegn den. Hvis nej, hvorfor ikke?

Opgave 4.7:
Se pa K, og C,. For hvilke veerdier af n er disse grafer ens?
Husk, at n > 3. Hvad er maksimal- og minimalvalensen for
disse grafer?

Opgave 4.8:

I disse opgaver skal vi se pa, om det er muligt i en gruppe
af personer, at hver person er ven med et bestemt antal
personer i gruppen. Vi antager, at hvis person x er ven med
person ¥, er person y ogsa ven med person z. Hvis det er
muligt, tegn da en graf, som illustrerer vennerelationerne.

1) Antag, at gruppen er pa 4 personer. Er det muligt for
alle gruppemedlemmer at veere venner med praecist 2 andre
i gruppen?

2) Antag, at gruppen er pa 7 personer. Er det muligt, at alle
gruppemedlemmer er venner med praecist 5 andre i gruppen?

3) Antag, at gruppen er pa 57 personer. Er det muligt, at
alle gruppemedlemmer er venner med praecist 33 andre i
gruppen?

Opgave 4.9:
Vis, at der i alle grafer er et lige antal knuder med ulige
valens.

Opgave 4.10:
Vis, at alle sammenhaengende grafer med n knuder har mindst
n — 1 kanter.
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Opgave 4.11:

1) Vis, at K, har @ kanter [Vink: Tegn K, for f.eks.
n = 5 og teel op for hver kant, brug dette til at give et
argument for det generelle tilfeelde].

2) Vis, at en simpel graf med n knuder hgjst kan have @
kanter.

3) Find en simpel graf, der har dobbelt sa mange kanter,
som den har knuder [Vink: brug forste delopgave].

Opgave 4.12:
I denne opgave indfgrer vi et nyt begreb, nemlig et tre. Et
tree er en sammenhaengende graf uden nogle kredse.

1) Tegn et tree med henholdsvis 3, 5 og 10 knuder.

2) Giv et argument for, at et tree bliver ngdt til at veere
simpelt.

3) Hvor mange traeer findes der med 4 knuder? Hvad med
5 knuder?

4) Findes et tree med 7 knuder og 7 kanter? Hvis ja, tegn
treeet. Hvis nej, hvorfor?

5) Hvor mange kanter er i et tree med n knuder? [Vink: brug
opgave 4.10. Hvad sker der, hvis man tilfgjer flere kanter?]

6) Hvad er den totale valens for et tree med n knuder?

Vi konkluderede i eksempel 1.13, at alle kredsgrafer har
lukkede Euler-ture. I de naeste tre opgaver ser vi pa de to
andre typer af standardgrafer K,, (komplet graf) og P, (vej-
graf) og undersgger, om disse har Euler-ture (dbne eller luk-
kede).

Opgave 4.13:
[Vink: Tegn graferne!]

1) Har P, en Euler-tur? Hvis ja, er den sa aben eller lukket?
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2) Har P5 en Euler-tur? Hvis ja, er den sa aben eller lukket?
3) Har Py en Euler-tur? Hvis ja, er den sa aben eller lukket?

4) Har en vilkarlig vejgraf P, en Euler-tur? Hvis ja, er den
sa aben eller lukket?

Opgave 4.14:
[Vink: Tegn graferne!]

1) Har K, en Euler-tur? Hvis ja, er den sa aben eller lukket?
2) Har K5 en Euler-tur? Hvis ja, er den sa aben eller lukket?
3) Har K¢ en Euler-tur? Hvis ja, er den sa aben eller lukket?

4) Hvilke komplette grafer har en Euler-tur? Hvad skal der
gaelder om n?

Opgave 4.15:
Denne opgave er fra [1]. Afggr om graferne har en lukket
eller aben Euler-tur, og find om muligt en.

1)
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2)

3)

e Opgave 4.16:
Tegn komplementet til grafen herunder:

e Opgave 4.17:
Tegn komplementet til hver af de to grafer herunder:
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® ()
O—w— Cl_® (9

4

® ®)

Opgave 4.18:

Lad G veere en simpel graf med n knuder. Vis, at G = K,,,
hvis og kun hvis G ingen kanter har. [Husk, at "hvis og kun
hvis" betyder "er det samme som".]

Opgave 4.19:

Lad G veere grafen i eksempel 1.21. Tegn komplementet for
G og vis, at de fundne kliker i eksemplet bliver til uatheengige
delmaengder i G.

Opgave 4.20:
Bestem kliketallet og uafheengighedstallet for grafen i opgave
4.16.

Opgave 4.21:
Bestem kliketallet og uathaengighedstallet for graferne i op-
gave 4.17.

Opgave 4.22:
Hvad er kliketallet og uatheengighedstallet for den komplette
graf med n knuder, K,,?
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Opgave 4.23:

Lad G veere en simpel graf. Vis, at a(G) = w(G) og a(G) =
w(G@). Med andre ord: uafhengighedstallet af G er lig kli-
ketallet for G og omvendt.

Opgave 4.24:
Bestem kliketallet og uathaengighedstallet for grafen G teg-
net herunder:

Opgave 4.25:

Hvad er kliketallet og uafheengighedstallet for vejgrafen med
n knuder, P,? [Vink: Kig pa tilfseldende, hvor der er 1, 2, 3,
4 og 5 knuder og se, om du kan gennemskue et mgnster.]

Opgave 4.26:
I denne opgave vil vi bestemme kliketallet og uafheengig-
hedstallet for kredsgraferne.

1) Udfyld tabellen herunder:

11213[4]5]6|7|8

w(Ch)
Cn)

a

2) Baseret pa den tabel, du udfyldte i forrige opgaver, kan
du forklare mgnsteret i kliketallet og uafheengighedstallet?
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Kan du give en eksplicit formel (muligvis for tilpas store n)?

Opgave 4.27:
Brug Konigs setning til at give et nemmere bevis for, at
grafen i eksempel 1.26 ikke er todelt.

Opgave 4.28:
Er grafen i eksempel 1.21 todelt? Hvad med grafen i opgave
4.247

Opgave 4.29:

Forklar, hvorfor at alle treeer er todelte. Kan du give en frem-
gangsmade til at finde en todeling af et tree med n knuder?
Se opgave 4.12. Hvis du ikke har lavet opgaven om treeer,
kan du springe denne opgave over.

Opgave 4.30:
Betragt grafen G herunder:

1) Vis, at grafen er todelt ved at bruge Konigs saetning,.
2) Find en todeling af grafen.
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ee Opgave 4.31:
Betragt grafen G herunder:

G —©

1) Vis, at grafen er todelt ved at bruge Konigs seetning.
2) Find en todeling af grafen.

Grafen G er et eksempel pa en sakaldt Haar-graf, og den
betegnes H (7).

ee Opgave 4.32:
Vi skal i denne opgave undersgge, hvilke komplette grafer,
der er todelte. Som ssedvanligt er Konigs saetning et godt
sted at starte.

1) Er K5 todelt?
2) Er K, todelt, nar n er stgrre end 27

ee Opgave 4.33:
I denne opgave undersgger vi, hvornar kredsgraferne er to-
delte.
1) Er Cy, Cy og Cy todelte?
2) Er C3,C5 og C7 todelte?
3) For hvilke veerdier af n er C), todelt?

ee Opgave 4.34:
Giv et eksempel pa en lukket rute af lige leengde, som ikke
har en cykel af lige leengde. Konkludér, at lemma 1.27 kun
gaelder for lukkede ruter af ulige leengde.



80 KAPITEL 1. GRAFTEORI

Opgave 4.35:
I denne opgave viser vi, at for en todelt graf G geelder det, at
en todeling er unik hvis og kun hvis G er ssammenhangende.

1) Antag, at G ikke er sammenhaengende, dvs. der er mindst
to sammenhangskomponenter. Vis, at der findes mindst to
forskellige mader at lave en todeling pa. [Vink: lemma 1.28,
laes evt. beviset for at f& den rigtige idé].

Den fgrste opgave viser, at hvis G har en unik todeling,
s er G sammenhangende (vi kalder denne bevisstrategi for
kontraposition). Antag, nu at G er sammenhaengende og lad
X,Y vere en todeling af G. I de fglgende delopgaver viser
vi, at todelingen X, Y er unik. Lad v veere en knude i X.

2) Lad X', Y’ veere en todeling af G. Vi kan per symmetri
antage, at v ligger i X'. Vi er da feerdig, idet vi har vist, at
X' = X. Hvorfor?

3) For at vise, at X' = X, skal vi vise, at for en knude v’ i
X' skal v' ogsa ligge i X. Antag for modstrid, at v’ ligger i
Y. Forklar, hvorfor der findes en rute fra v til v'.

4) Hvorfor har ruten fra v til v" ulige leengde? [Vink: lees
forste del af beviset for Konigs seetning.]

5) Brug forrige delopgave til at vise, at v ligger i Y”. Forklar
hvorfor, at dette er en modstrid og konkludér, at v" ligger i
X.

Opgave 4.36:

Denne opgave er fra [1]. Herunder er tegnet en plan over
to huse. Tegn passende grafer over begge huse, sa rummene
er knuder og dgrene kanter (betragt haven U som et rum
i hvert hus). Afger herefter, om det er muligt at ga en tur
gennem huset, sa man gar gennem hver dgr netop én gang.
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Figur 1.14: Plan over de to huse.

Opgave 4.37:
Kan man finde en lukket Euler-tur over broerne i Konigs-
berg?

Opgave 4.38:
Kan man finde en dben Euler-tur over broerne i Kénigsberg?

Opgave 4.39:
Lad G veere en graf med en lukket Eulertur.

1) Bevis, at G er sammenhzngende.

2) Bevis, at alle knuder i G har lige valens.

Opgave 4.40:
Lad G veere en graf med en aben Eulertur.

1) Bevis, at G er sammenhzengende.
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2) Bevis, at netop to knuder i G har ulige valens. [Vink: hvad
skal gaelde om valensen af de knuder, som turen starter og
slutter i?7 Hvad med alle andre knuder?]

e Opgave 4.41:
Kan alle grafer farvelsegges?

e Opgave 4.42:
Find det mindste k, sa fglgende graf kan k-farves, dvs. en
optimal farveleegning med x(G) farver.

e Opgave 4.43:
Find det mindste k£ sa folgende graf kan k-farves, dvs. en
optimal farveleegning med x(G) farver.
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e Opgave 4.44:
Find det mindste k£ sa folgende graf kan k-farves, dvs. en
optimal farveleegning med x(G) farver.

ee Opgave 4.45:
Find det mindste k sa folgende graf kan k-farves, dvs. en
optimal farveleegning med x(G) farver.

ee Opgave 4.46:
I denne opgave undersgger vi greensen w(G) < x(G):

1) Findes der en graf G hvor w(G) = x(G)?
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2) Findes der en graf G hvor w(G) < x(G)?

Opgave 4.47:
I denne opgave undersgger vi graensen n(G)/a(G) < x(G):
1) Findes der en graf G hvor n(G)/a(G) = x

2) Findes der en graf G hvor n(G)/a(G) < x

Opgave 4.48:
I denne opgave undersgger vi graensen y(G) < A(G) + 1:

1) Findes der en graf G hvor x(G) = A(G) + 17
2) Findes der en graf G hvor x(G) < A(G) + 17

Opgave 4.49:
Lad G veere en graf. Antag, at maksimalvalensen er mindre
end eller lig med to.

1) Hvad kan man sige om x(G)? Hvor stor og hvor lille kan
den blive?

2) Findes der grafer, der opnar de graenser du har fundet
for x(G)?

Opgave 4.50:
Lad G vaere en graf. Antag, at maksimalvalensen er mindre
end eller lig med fem.

1) Hvad kan man sige om x(G)? Hvor stor og hvor lille kan
den blive?

2) Findes der grafer, der opnar de greenser du har fundet
for x(G)?

Opgave 4.51:

I definition 2.6 er den gradige algoritme beskrevet. Finder
den altid den optimale farvelszegning? [Vink: Prev at bruge
den gradige algoritme pa nogle grafer.]
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Opgave 4.52:

Finder den gradige algoritme nogensinde en optimal farve-
laegning. [Vink: Prgv at bruge den gradige algoritme pa nogle
grafer.]

Opgave 4.53:

Er der nogen graense for hvor mange farver den gradige al-
goritme bruger udover dem der er kraevet til en optimal far-
velaegning? [Vink: Du kan bruge de forrige opgaver her.|

Opgave 4.54:
Find pa nogle grafer der kan 2-farves.

Opgave 4.55:
Find pa nogen betingelser for at en graf kan 2-farves. [Vink:
Tag udgangspunkt i den forrige opgave.]

Opgave 4.56:

Find nogen betingelser, som er ngdvendige for at kunne 2-
farves. Dvs. betingelser som hvis de ikke er opfyldt garante-
re, at grafen ikke kan 2-farves.

Opgave 4.57:
Find pa en graf, med hgjst 10 kanter, som kraever mange
farver at farve.

Opgave 4.58:

1) Brug Djikstra’s algoritme til at finde leengden af den
korteste vej fra A til D i folgende graf:
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og bestem selve den korteste vej.

2) Bestem selve de korteste veje fra A til alle andre knuder
i grafen fra eksempel 3.2.

Opgave 4.59:

Giv et eksempel pa en veegtet graf, hvor den korteste vej
mellem to knuder ikke er entydig, altsa der er flere forskellige
korteste veje. Veelg din yndlingsknude og anvend Djikstra’s
algoritme pa din graf.

Opgave 4.60:
I denne opgave skal I overveje, hvad vi skal ggre mht. Djiks-
tra’s algoritme, hvis en graf har to eller flere veje mellem to
knuder, f.eks.:
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1) Nar vi skal finde korteste veje, hvorfor kan vi sa bare anta-
ge, at en veegtet graf kun har én vej mellem to naboknuder?

2) Hvad gor vi, hvis en graf har knuder med lgkker?

3) Hvorfor kan vi uden problemer antage i dette afsnit, at
alle grafer er simple?

Opgave 4.61:

1) Kan vi stadig bruge Djikstra’s algoritme pa en ikke—sam-
menheengende graf? Og i sa fald, hvordan?

2) Se grafen herunder:

Med overvejelserne fra 1) i tankerne, hvad er den korteste
afstand fra A til F7?

3) Overvej til slut, hvorfor vi mon seetter afstanden fra start-
knuden til de andre knuder til uendelig co i starten af algo-
ritmen.

Opgave 4.62:
Superman befinder sig i by A og har hgrt, at der er proble-
mer i by G. Godt nok flyver Superman hurtigt, men han vil
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stadig gerne skulle tilbageleegge sa kort en afstand som mu-
ligt. Heldigvis kender Superman alle ruter mellem byerne.
Ud fra fglgende graf, find leengden af den korteste vej fra A
til G’ samt selve vejen:

Opgave 4.63:

Overbevis dig selv om, at fglgende pastande méa geelde for en
veegtet graf, G, hvori A og B er knuder (du ma ikke benytte
Djikstra’s algoritme i dit argument!):

1) Hvis der findes en vej fra A til B, findes ogsa en kortest
mulig vej fra A til B.

2) Antag, at den korteste vej fra A til B gar gennem en
knude C'. Da er den del af vejen fra A til B, som gar mellem
Aog C, den korteste vej fra A til C. Med andre ord: korteste
veje er opbygget af korteste veje.

[Vink: tegn situationerne!]

Opgave 4.64:
Tegn selv en vaegtet graf og find leengden af den korteste vej
mellem din yndlingsknude og alle andre knuder.
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eee Opgave 4.65:
Batman sidder i Batmobilen ved boligblok A, idet han hgrer,
at der er et rgveri i gang ved bolighlok K. Hans GPS giver
ham fglgende graf, der viser de mulige veje dertil:

Bemaerk, at en del af vejene er ensrettede! Hvad er leeng-
den af den korteste vej fra Batmans position til rgverne? Og
hvad er selve den korteste vej?






nvendt Lineser Algebra

1 Vektorer, matricer og

regneoperationer

Velkommen til forlgbet om linezer algebra! Lineser algebra er
en saerdeles vigtig og brugbar gren af matematikken. Lineser
algebra finder anvendelser i datalogi, statistik og dataana-
lyse, fysik, kemi, lgsning af differentialligninger og meget
andet. I det her forlgb vil vi primeert have et anvendt fo-
kus, og der vil derfor ikke veere samme fokus pa beviser. Vi
indfgrer ogsa kun nye begreber, nar vi far brug for det. Vi
arbejder heller ikke i den stgrste generalitet, men holder os
til de reelle tal R hele vejen igennem.

I forste del af forlgbet introducerer vi de mest grundleeg-
gende definitioner og begreber. Vi skal se kort pa vektorer,
som en del af jer nok allerede er bekendte med fra gymnasi-
et. Derefter ser vi pa matricer og pa, hvordan vi regner med
dem. Lad os starte med at fa de vigtigste maengder i forlgbet
pa plads.

Definition 1.1. En n-dimensional (reel) vektor er en ordnet
liste
I

T2
v =

Tn
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hvor z1, zs, ..., z, € R kaldes vektorens indgange. Maengden
af n-dimensionelle vektorer betegnes R™.

Eksempler pa vektorer i R? er

o) () m e ()

Disse vektorer kan nemt illustreres. Den g@gverste koordinat
indikerer, hvor langt ud af fgrste-aksen, man skal ga, mens
andenkoordinaten indikerer, hvor langt ud af andenaksen,
man skal ga. De tre vektorer ser sadan ud i planet:

5 Ay
41
3]
9 1

V9

< I I I I >
< T

-5 —4 -3 -2 —11” 1 2 3 4

Ty

—4 v3

Princippet med vektorer i R? er det samme. I er velkomne
til at teenke pa en vektor

<
I
ST S

i R som et punkt med koordinaterne (z,v,2). Selvom en
vektor er defineret som en sgjle, vil vi ofte bedrive misbrug
af notation og skrive v = (z1,xs,...,x,) for en vektor. Vi
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indfgrer nu to fundamentale regneoperatorer for vektorer,
nemlig addition og skalarmultiplikation. Disse er defineret
som fglger.

Definition 1.2. Lad v; = (21,29, ...,1,) € R™,
ve = (Y1,Y2, -, Yn) € R" 0g a € R. Summen af v; og vy er
defineret som

1 Y1 1+ Y

T Y2 Ty + Y2
vitv=1 |+ . |= :

Tn Yn Tn + Yn

og skalarmultiplikationen af a pa v; er defineret som

T a- T

To a - To
a-vy=a =

T a- Ty

hvor - inde i vektoren er almindelig multiplikation af reelle
tal.

Bemaerkning 1.3. Definitionen ovenover forudsaetter, at
de to vektorer v; og vs har samme dimension. Vi har in-
gen definition af addition for vektorer med forskelligt antal
indgange. F.eks. giver det ikke mening at laegge vektorerne

Saminen.

Bade addition af vektorer og skalarmultiplikation har en
geometrisk fortolkning. Summen af to vektorer giver vek-
toren, som fas ved at leegge de to vektorer i forleengelse af
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hinanden. Lad os se pa vektorerne

=) = e)
(+-0

og i et koordinatsystem ser det hele saledes ud:

Deres sum er

A
6 TY
v
51 vl + V2
4 1
U1
3 1
2 i
1 .
ol L \l.\
—1 1 2 3 4 5 6
Al 1
Y

Skalarmultiplikation skal fortolkes som en skalering. Betragt

vekl oren
v =
1 ’

Skalerer vi vektoren med henholdsvis —1 og 3 fas
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My

31 3w

2,,

Skalarmultiplikation med —1 er et vigtig specialtilfeelde, da
det svarer til at spejle vektoren. Den skalerede vektor har
samme laengde, men peger i den modsatte retning. Inden
vi bevaeger os videre til matricer, vil vi naevne, at R™ er et
eksempel pa en maengde med struktur kaldet et vektorrum.
Den mere teoretiske side af lineser algebra beskeeftiger sig
med generelle (abstrakte) vektorrum samt seerlige afbildnin-
ger mellem disse kaldet lineere atbildninger. Vi er nu klar
til at se pa matricer.

Definition 1.4. En m x n-matriz A er et skema af reelle
tal i m rekker og n sgjler

11 A2 - Aip

Q21 Q22 -+ Qa2p
A= | . R

Am1 Am2 - Amn

hvor a;; € R betegner det reelle tal i raekke 7 og sgjle j. Dis-
se kaldes matricens indgange. Meengden af m x n-matricer
betegnes R™*™.
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Vi bruger som regel store bogstaver A, B, C, ... til at be-
tegne matricer og de tilhgrende sma bogstaver til at betegne
deres indgange. Et eksempel pd matricer i R?*? er

A:123,B:()1_4,
4 5 6 11 -3 -1

mens matricer i R®*3 kunne vaere

100 -3 7 10
C=1010 og D=11/2 0 0
0 01 6 -2 -2

I mange henseender er n x n-matricer (altsd matricer med
samme antal reekker og sgjler) seerligt interessante. De kaldes
kvadratiske matricer. Det skal vi se senere, nar vi arbejder
med inverse matricer. Matricen C' ovenover er vi i gvrigt ikke
helt tilfeeldig med, da den spiller en meget central rolle sene-
re. Faktisk er den sa vigtig, at den har en seerlig betegnelse.
I definitionen nedenunder definerer vi en rackke centrale ma-
tricer og vektorer.

Definition 1.5. 0 € R” defineres til at veere vektoren, hvori
alle indgange er 0:

Denne vektor betegnes nulvektoren. Nulmatricen O € R™™
defineres tilsvarende til at veere den kvadratiske matrix med
n raekker og sdjler, hvori alle indgange er 0:

O:
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I, € R™™ defineres til at veere den kvadratiske matrix, hvor
diagonalen bestar af 1-taller, og alle andre indgange er 0:

0 1 0
In: .
0 0 - 1

I, kaldes identitetsmatricen af dimension n.

Bemaerkning 1.6. Bemeerk, at nulvektoren opfylder 0 +
v=v+0 =wo for alle v € R". Dermed spiller nulvektoren
samme rolle som 0 gor i de reelle tal.

Matricer er brugbare, fordi de indeholder information péa
en form, vi kan regne med. Vi skal dog fgrst have define-
ret, hvordan vi kan regne med matricer. Tilfeeldet med ad-
dition minder meget om addition af vektorer, men nar vi
indfgrer multiplikation af matricer, bliver det straks mere
regnetungt. Lad os dog starte med at fa addition og skalar-
multiplikation af matricer pa plads.

Definition 1.7. Lad A, B € R™*", hvor

aixz - Qip bip - by
A= =~ i fog B =[: "~ |,

Am1 = Amn bml bmn
da er summen A + B defineret pa fglgende made:

ayp +bin aip+big - ap, by

A+ B a21—.i-b21 agy +bag -+ ag, + bay

Am1 + bml Am2 + bm2 o Omn + bmn
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Altsa skal man blot leegge indgangene sammen. Hvis a € R
er skalarmultiplikationen a - A defineret som

a/ . all a . a12 o« o . a/ . a/ln

a . a21 a . a22 PR CL . azn
a-A=

a . a’ml CI/ . am2 « e . a . amn

altsa skal man blot gange a pa alle indgangene i A.

Bemaerkning 1.8. Addition af to matricer er kun defineret,
hvis de har samme dimensioner, dvs. samme antal rackker
og samme antal sgjler. Det giver altsa kun mening at leegge
matricerne A og B sammen, hvis de begge ligger i R™*".

Som eksempel kunne vi tage matricerne

123 0 1 -4
A_(456> o8 B_(u -3 —1)’

fra tidligere. Vi har

1 2 3 0o 1 -4 1 3 -1
+ (4 5 6) + (11 -3 —1) (15 2 5 )
Vi har fglgende resultater for matrix-addition. I skal ikke
taenke for meget over begreberne i parentes. Vi kommer ikke

til at bruge dem i forlgbet, men det er passende, at I har set
dem.

Saetning 1.9. For matricer A, B,C € R"™*" geelder folgen-
de:

1. (A+ B)+C = A+ (B+C) (associativitet).

2. A+0 = A = O+A (O er neutralelement for addition).
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3. A+(—A) = O = (—A)+A (eksistens af additiv invers).
Her betegner —A matricen med de samme indgange i

A, blot med omvendt fortegn.
4. A+ B = B+ A (kommutativitet).

Bevis. Alle egenskaberne folger direkte af definitionen af
matrixaddition, samt de tilsvarende egenskaber for de reelle
tal. [ |

Inden vi definerer multiplikation af to matricer, definerer
vi et specialtilfaelde, nemlig multiplikation af en matrix og
en vektor.

Definition 1.10. Lad A € R™*" og v € R™ med indgange
a;j og x;, hvori =1,...,mog j =1,...,n. Da definerer vi
produktet af A og v til

a11%1 + Q12T + - - - + A1 Ty
A21T1 + G22T2 + - -+ + A2, Ty,

Av = ) e R™.

Q11 + Am2T2 + -+ Amndn

Bemaerkning 1.11. Matrix-vektorproduktet Av er kun de-
fineret, hvis A har samme antal sgjler som indgange i v. Re-
sultatet af at gange en m X m-matrix pa en n-dimensional
vektor er en m-dimensional vektor.

Lad os tage nogle eksempler. Vi farvelaegger indgangene i
vektoren, sa man kan se, hvad der foregar i multiplikationen:

(0= (5 - ()
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Lad os tage et eksempel med en stgrre matrix og vektor:

10 0 -1

3 =2 4 1 (2)
10 0 -1 4 5
8§ 7 -1 0 6
7T -9 =2 11

1-24+0-040-5—-1-6
3:2—-2-0+4-5+1-6
=110-2+0-0-1-54+4-6
8:24+7-0-1-5+0-6
7-2-9-0-2-54+11-6
—4
32
=139
11
70

Der findes en god méde at huske, hvordan man tager matrix-
vektorprodukter pa, safremt man kender til prikproduktet/
skalarproduktet af to vektorer. Definitionen er herunder.

Definition 1.12. Lad v; = (21, 22,...,2,) 0g vy =
(y1,Y2, - - -, Yn) veere vektorer i R"™. Da er prikproduktet / skalar-
produktet af vy og vy defineret som

T U1
X2 Y2

V1t Vg = ] = x1y1 + Toy2 + - + Y € R
T, Yn

Vi bemeaerker, at prikproduktet af to vektorer kun er de-
fineret, hvis de to vektorer har samme antal indgange, og at
prikproduktet giver et reelt tal og ikke en vektor. Nu kan vi
forklare sammenhaengen mellem prikproduktet og matrix-
vektormultiplikation. Antag, at vi har en m x n-matrix A
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og en vektor v i R™. Lad Ay, Ao, ..., A, betegne raekkerne i
A. Daer Ay, Asy, ..., A, vektorer i R", og vi har

A v
Ay — AQ.' v
Am' X
Lad os nu definere matrix-matrixmultiplikation.

Definition 1.13. Lad A € R™*" og B € R"*?. Lad
By, By, ..., B, betegne sgjlerne i B. Da definerer vi produk-
tet AB til at veere m x p-matricen givet ved

AB=(AB, AB, --- AB,).

I ord: AB er matricen, hvis sgjler er produktet af A med
sgjlerne i B.

Bemaerkning 1.14. Bemerk, at matrixproduktet AB er
defineret hvis og kun hvis A har samme antal sgjler som B
har rackker.

Lad os tage en rackke eksempler. Betragt de to matricer

1 0
A:(igz) og B=[0 2
3 —1

Da A har tre sgjler, og B har tre rackker, er AB veldefineret.
Vi beregner

1 0
AB=[A|0] Al 2
3 -1

(1-1+2:043-3 1-0+2-2+3-(-1)
\4-14+5-0+6-3 4-0+5-2+6-(—1)

(10 1
S \22 4)°
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Vi kan ogsa beregne produktet BA fordi antal sgjler i B er
lig antal reekker i A. Da fés

1 2 3
BA=| 8 10 12
-1 1 3

I dette eksempel kunne man tage matrixproduktet fra begge
sider, men dette er ikke altid muligt. Vi kan f.eks. se pa

matricen
1 0
C = .
(i 2)

Da eksisterer matrixproduktet C'A, men AC' giver ikke me-
ning. Et simpelt og vigtigt eksempel pa matrix-produkter er
mellem kvadratiske matricer. Her kan man altid tage pro-
duktet fra begge sider, men det er ikke ngdvendigvis det
samme resultat, man far. Definér

1 2 2 0
A_<—1 7) og B—<1 1).

Da udregner vi

AB:42 men BA:24
5 7 09

sa AB # BA. Dette star i kontrast til, hvad vi normalt ken-
der fra de reelle tal. Hvis a,b € R geelder ab = ba. Lad os til

slut opskrive nogle grundlaeggende resultater for matrixpro-
dukter.

Saetning 1.15. For matricer A, B og C' af passende dimen-
sioner, sa produkterne er veldefinerede, har vi fglgende:

1. (AB)C = A(BC) (associativitet).

2. AL, = A= 1,A (I, er neutralelement for multiplika-
tion).
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3. A(B+ C) = AB + AC (distributiv lov).

Bewvis. Beviserne for punkt 1. og 3. udelades, da de er lange
og involverer adskillige mindre behagelige summer. Vi refe-
rerer til [7]. Punkt 2. overlades til gvelserne. |
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2 Linezere ligningssystemer

I dette kapitel skal vi kigge pa linsere ligningssystemer. Li-
nezre ligningssystemer har meget stor praktisk betydning
og er af stor anvendelse i f.eks. Igsningen af differentiallinger
og i optimering. Derfor vil vi i dette kapitel betragte linesere
ligningssystemer og hvordan disse kan lgses. Vi vil ogsa dis-
kutere, hvornar et system af ligninger er linesert, og hvornar
der findes en (eller flere) lgsninger.

Definition 2.1. Vi siger at en ligning med n ubekendte er
lineser hvis den har formen

a1 + agTy + -+ - 4+ apT, =0,
hvor ay,..a,, og b er konstante.

Vi kalder a; for x;’s koefficient. En linesere ligning kunne
eksempelvis veere
y = ax +b.

Eksempler pa linzere ligninger kan ogsa veere

1
1+ 3T =17, §x1—x2+3x3:—1

og x1—2x9 —3x3+ x4 =0.
Eksempler pa ligninger der ikke er linsere kunne veere
a) 11 + 375 =4, b) 3w + 2wy — 2179 =5,
og ¢) +\/r1+ 215 =0.

a) er ikke lineer, fordi vi har z3, og derfor er a) et an-
dengradspolynomium. I b) ganger vi to ubekendte sammen,
hvilket ikke er linezert. Og (c¢) er ikke lineser, fordi vi tager
kvadratroden af z; og dermed oplgfter z; i %
Ofte i den anvendte matematik, iseer i optimering, kan vi
have situationer, hvor lineaere ligninger er afhaengige af hin-

anden. Dette kalder vi et system af lineere ligninger.
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Definition 2.2. Et system af linezere ligninger bestaende af
m lineere ligninger med n ubekendte x4, ... ,x, tager formen,
Iy anzy + apry + - + a1, = b

lg 1 A91 X1 + Go2%o + - -+ QonT, = bg

lm D Am1T1 F Qp2®2 0 ATy = bm

Et lineaert ligningssystem kan ogsé skrives pa matrixfor-
men Ar = b, hvor

ayjp a2 ...01n Iy by
A=| + b= | b=
m1 Am2 ... Amp Tm bm

Vi kalder A koefficientmatricen. Her er vi interesseret i at
finde vektoren z.
En Igsning til dette system af lineaere ligninger er en ordnet

raekke tal (en vektor), (s1,52,...,8,), som opfylder, at hvis
vi seetter x1 = s1,...,T, = S,, sa vil venstresiden veere lig
hgjresiden.

For eksempel kan vi finde en lgsning til fglgende system af
to ligninger med to ubekendte:

T1+ 29 =5
2x1 4+ 319 = 8.
Nar vi har et system af to ligninger med to ubekendte, kan
vi lgse systemet ved at isolere den ene ubekendte, og sa
indsaette dette udtryk i den anden ligning. Ved at isolere far
vi derfor z; = 5 — 2x,. Ved at indsaette dette i den anden
ligning kan vi regne
8=2-(5—2xy) + 3,
— 8 =10 — 4x9 + 32>
= 2 = 5.
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Nu ved vi at 2o = 2 og vi kan indsatte det i den forste
ligning, saledes vi far

5 =T + 2.2
= r; = 1.
Derved far vi lgsningen (z; = 1,25 = 2). Denne metode

er dog meget ineffektiv, sa snart ligningssystemerne bliver
storre end m = 2 og n = 2. Derfor vil vi i det fglgende in-
troducere Gauss-Jordan eliminiation. Selvom denne metode
er bedre end den fornaevnte (altsa at finde lgsningen ved at
isolere), er den stadig ikke god til at lgse store ligningssy-
stemer. For en bedre metode, se Sauer, 2014. Som vi skal
se senere, kan en matrix sagtens have stgrrelse 1000 x 1000,
hvilket vil veere uoverskueligt for et menneske at lgse i han-
den. Vi skal dog ikke se pa stgrre systemer end 3 ligninger
med 3 ubekendte, og derfor holder vi os til Gauss-Jordan eli-
mination. For at benytte denne metode, skal vi forst kigge
pa elementere rekkeoperationer.

Definition 2.3. De fglgende punkter kaldes de elementacre
regneoperationer.

E1l) Gang en raekke med en ikke-nul konstant, altsé erstat
[; med a - ;.

E2) Byt rundt pa to reekker

E3) tilfsj en konstant gange en raekke til en anden raekke,
altsa erstat [; med [; +a - [;.

Nar vi bruger elementaere rackkeoperationer til at lgse et
lineaert ligningssystem, opstiller vi fgrst totalmatricen. To-
talmatricen er en matrix bestaende af koefficientmatricen
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og en vektor bestdende af elementerne pa hgjre side af lig-
hedstegnene , saledes den tager formen

a1y a2 ... Qip bl
921 A22 ... QA2pn b2
Aml Gm2 - Gmnl| b

For eksempel har ligningssystemet

20 + 5y =3
Ty =2,

()

Vi vil nu bruge reekkeoperationer til at reducere totalma-

folgende totalmatrix:

tricen, sa den er pa reduceret rekkeechelonform. For at en
matrix er pa reduceret rackkeechelonform, skal den have fgl-
gende egenskaber:

1. Hvis en raekke ikke bestar udelukkende af nuller, sa
skal den forste ikke-nul indgang i rackken (dvs. den
leengst til venstre) veere et 1-tal. Dette 1-tal kaldes
det ledende 1.

2. Hvis der er rackker bestaende udelukkende af nuller,
sa skal de samles i bunden.

3. Hvis to efter hinanden fglgende raekker ikke bestar
udelukkende af nuller, skal reekken med det ledende
1-tal leengst til venstre vaere gverst.

4. Hvis en kolonne indeholder et ledende 1-tal, skal alle
andre indgange veere nul.
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Hvis matricen kun overholder de tre forste punkter, er ma-
tricen pa rekkeechelonform. Det vil sige, at alle matricer pa
reduceret raekkeechelonform er ogsa pa rsekkeechelonform.
Det vil sige, at fglgende matrix er et eksempel pa en matrix
pa reduceret rackkeechelonform:

1 0 0]1
0 1 0/2
00 1}3

Denne totalmatrix korresponderer til ligningssystemet

$1+01’2+01’3:1
0$1+$2+0$3:2
0171+01‘2+IL‘3:3

hvorfra vi nemt kan aflaese lgsningen til at veere (1,2,3). Nu
hvor vi har elementeere rackkeoperationer og kender til ma-
tricer pa reduceret raekkeechelonform, er vi klar til at be-
nytte Gauss-Jordan elimination til at lgse vores linesere lig-
ningssystem. Gauss-Jordan elimination er en algoritme, som
giver os en matrix, der opfylder ovenstaende betingelser.

Saetning 2.4 (Gauss-Jordans algoritme).

1. Find den sgjle laengst til venstre, med mindst 1 ikke-
nul-indgang.

2. Hvis den gverste rackke har en nul-indgang i den sgjle,
byt da rundt pa raekker ved at bruge E2) saledes at
den gverste rackke far en ikke-nul-indgang i den sgjle.

3. Hvis denne indgang nu er en konstant a # 1 sa benyt
E1) til at gange hele reekken med 1/a, sa indgangen
bliver 1.

4. Benyt nu E1) og E3) Indtil hele sgjlen far nul-indgange
undtagen den fgrnaevnte indgang.
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5. Ignorer nu den gverste linje og gentag punkt 1 — 5.

Nu er vi feerdige med den fremadrettede fase, og matricen
er pa raekkeechelonform. Vi vil imidlertid gerne have den
pa reduceret raekkeechelonform, og derfor udfgrer vi nu den
bagudrettede fase. Her vil vi ogsa gerne have nuller pa alle
ikke-diagonale indgange, som er over diagonalen. Derfor er
den bagudrettede fase folgende:

1. Start med den sidste raekke som ikke kun bestar af 0-
indgange, Brug nu E3) til at skabe nul-indgange i alle
ikke-nul-indgangene i den sg@jle leengst til hgjre, indtil
at kun diagonalen har ikke-nul-indgange.

Eksempel 2.5. Lad os kigge pa et eksempel og se hvordan
algoritmen anvendes. Betragt systemet

3r+6y—5z=0
r+y—+22=9
2v+4y —3z=1

med fglgende totalmatrix:

3 6 —5|0
11 219
2 4 =31

Skridt 1

Vi skal i dette skridt lokalisere den sgjle laengst til venstre,
som ikke bestar udelukkende af nuller. Dette er sgjlen laengst
til venstre. Eftersom vi ikke har en nul-indgang, kan vi sprin-
ge skridt 2 over.



110 KAPITEL 2. ANVENDT LINEAR ALGEBRA

Skridt 3

Vi kan nu skabe et 1-tal ved at gange den gverste raekke
med 1/3. Vi kan ogsa bytte rundt pa reekke to og et for at
fa et 1-tal.

11 219
3 6 —5|0
2 4 =31

Nu ser vi at ved at addere —2 gange raekke 1 til rackke 2
bliver den fgrste indgang i raekke to til et nul, hvilket er
hvad vi gnsker at fa. Derfor far vi,

11 2|9

0 2 —7-17

3 6 =5 0
Skridt 4
Dernaest adderer vi —3 gange den anden raekke og den tredje
for at fa

11 2] 9

0Ly

00 —30—3

For at fa et 1-tal i tredje indgang i tredje rackke ganger vi
den tredje reekke med —2 og far

11 2] 9

T 17
01 —3—%
00 1] 3

Vi er nu feerdige med den fremadrettede fase.
Skridt 5
Ved at udfgre den bagudrettede fase far vi

1 0 0f1
0 1 0]2
0 0 1}3
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Nu har vi altsa en kolonne med nul pa alle indgange udover
det ledende 1-tal, sa vi nemt kan aflaese lgsningen til at veere
r=1y=2o0gz=23. ©

Nu har vi snakket om, hvordan vi finder en lgsning. Men
hvordan kan vi veere sikker pa at vores lgsning er unik? Eller
kunne vi have fundet en anden lgsning? Kan vi veere sikre pa
at en lgsning overhovedet eksisterer? For at besvare disse vil
vi fgrst betragte et system af to ligninger med to ubekendte,
altsa

ax 4+ by =1

Ao + by = ca.

Tuplen (z,y), som lgser dette ligningssytem, kan betragtes
som skaeringspunktet mellem de to linjer. Derfor er der kun
fglgende tre muligheder for to forskellige linjer:

1. Linjerne kan veere parallelle. Hvis de er parallelle er
der intet skaeringspunkt og derfor ingen lgsning.

2. Linjerne skeerer i et punkt og derfor vil der veere en
lgsning.

3. Linjerne ligger oven pa hinanden. I sa fald vil linjerne
skeere i alle punkter, og derfor vil der vaere uendeligt
mange lgsninger.

Dette giver anledning til fglgende seetning for systemer med
to ligninger med to ubekendte.

Setning 2.6. Et system af to ligninger med to ubekend-
te har nul, en eller uendeligt mange lgsninger. Der er ingen
andre muligheder. Hvis et system har mindst en lgsning, kal-
des det et konsistent system. Hvis der ikke er nogen lgsning,
kaldes det et inkonsistent system.
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Disse tre muligheder er illustreret i nedenstaende figurer.
I nedenstaende figur har vi altsa ingen lgsning til et system
bestaende af den rgde og den grgnne linje, fordi de ikke
skeerer hinanden (de er parallele).

A
4 1Y

I fglgende figur er der en lgsning fordi de skeerer hinanden i

et punkt.
Ay
3,,
2,,
1,,
< x\
-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
1
—2 1
31
\]
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©y&

I ovenstaende figur har systemet bestaende af den rgde og
den grgnne linje uendeligt mange lgsninger, fordi de skeerer
hinanden i alle punkter.

Men hvad med et system af tre ligninger med tre ube-
kendte? Ligesom et system med to ubekendte kan ses om
linjer i planen, kan et system af tre ligninger ses som pla-
ner i rummet. Her vil Igsningerne ligeledes vaere skaeringerne
mellem planerne, som ligningerne angiver.

Saetning 2.7. Et system af tre ligninger med tre ubekendte
har nul, en eller uendeligt mange lgsninger. Der er ingen
andre muligheder.

Bemaerkning 2.8. Det kan vises at ovenstaende saetning
generaliseres til alle systemer af linesere ligninger. Altsa vi
har fglgende seetning

Saetning 2.9. Alle systemer af linesere ligninger har enten
nul, en eller uendeligt mange lgsninger. Der er ingen andre
muligheder.

Vi betragter nu felgende eksempel pa et system uden
lgsninger. Vi viser at der ikke er nogen lgsning ved at bru-
ge de elementeere raekkeoperationer og komme frem til en
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modstrid.

lh:x+y=4
ly : 3z 4 3y = 6.

Ved at bruge elementeere rackkeoperationer kan vi fratraekke
-3 gange [ fra ls,

ll:x+y:4
l2102—6.

Derved far vi en modstrid, da [, ikke gar op. Det ses ogsa
klart fra liningssystemet at [; og ls har samme haeldning men
forskellige skeeringer med y-aksen og altsa dermed parallelle.
Vi skal nu se pa to eksempler af systemer med uendeligt
mange systemer. Betragt systemet

Iy :4x -2y =1
ly : 162 — 8y = 4.

Vi kan forsimple systemet ved at gange I med —4 - [; og
derved fa systemet

ly 4 —2y =1
lp:0-0=0.

Vi skal altsa finde et par (z,y), som opfylder ligningen I,
siden [y forsvinder. En made vi kan beskrive lgsningerne pa,
er ved at beskrive z som funktion af en parameter ¢, og
dermed fa den parametriske ligning

1+1t t
rT=—-4 = =t.
1 9b Y

Eftersom at vi frit kan veelge veerdien ¢, vil vi have uendeligt
mange lgsninger. Eksempler pa lgsninger er (z = %,t =1)
og (=1, — 1)

Vi skal nu betragte en bestemt form for linezere ligningssy-
stemer, nemlig homogene systemer.
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Definition 2.10. Et system af linesere ligninger siges at
veere homogent, hvis det tager formen

ll P ap11r] + ajpxre + -0 -+ ALy = 0

l2 1 A91T1 + G229 + ¢+ QonTy, = 0

lm L Q11 + Q2T 4+ 4 An Ly = 0.

Vi har derfor, at alle homogene systemer er konsistente,
eftersom vi altid har lgsningen z; = 0,2 = 0,...,2, = 0,
der kaldes den trivielle lgsning. Derfor er der kun fglgende
to muligheder for et konsistent system

1. Systemet har én lgsning.
2. Systemet har uendeligt mange lgsninger.

Faktisk forholder det sig saledes, at et homogent system med
flere ubekendte end ligninger, har altid uendeligt mange lgs-
ninger. I det naeste kapitel skal vi se pa inverse matricer, som
kan hjelpe os med at lgse problemer pa formen Az = b.
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3 Inverse matricer

Nar vi lgser et system af linesere ligninger, vil vi som tidligere
nzevnt lgse ligningen Ax = b. Hvis A og b havde veeret reelle
tal, kunne vi lgse ligningen ved at gange med % pa begge
sider og fa lgsningen x = %,A # 0. Vi kan ikke direkte
dividere med en matrix, men vi kan finde den inverse matriz,
og hvis den eksisterer, er lgsningen til systemet givet ved
r = A"th.

Lad os forst definere, hvad en invers matrix er.

Definition 3.1. Hvis A € R"*", og hvis der findes en matrix

B € R™" sadan at AB = BA = I, sa kaldes A for en
invertibel matriz og B er den inverse af A.

Hvis A er en invertibel matrix sa angiver vi A’s inverse
som A~!. Lad os tage et eksempel pa, hvordan man kan
tjekke om, A er den inverse matrix til B. Betragt folgende

. 2 =5 oy B— 3 5 .
-1 3 1 2
Vi skal altsa tjekke om AB = BA = I. Ved at bruge matrix-
regnereglerne

w5902 -6
w0560

Altsa har vi at B = A~!. Vi kan altsd nemt tjekke om en
matrix A er den inverse til B, men hvordan finder vi den

matricer.

0g

inverse matrix? For at besvare det spgrgsmal, vil vi forst
betragte det mest simple tilfaelde, nemlig en 2 x 2 matrix.
Den inverse matrix for en 2 x 2 matrix kan regnes ved at
bruge fglgende seetning.
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Setning 3.2. Matricen

a b
A=
(- )
er invertibel hvis og kun hvis ad — be # 0. Hvis det forholder
sig saledes, da er den inverse givet ved

1 d —b
Al = .
ad — be (—c a )

Vi betegner ad — bc som determinanten og skriver det som
det(A). Lad os forst regne et eksempel.

Lad
6 1
A_<5 2).

Da regner vi forst det(A) = 6-2—5-1 = 7. Altsa er A
invertibel og derfor regner vi A}, sdledes,

. 1/2 -1 z -1
o350 )
7 7

hvorfor vi ville kunne lgse et system Axr = b ved at gange
med den inverse fra venstre side og fa lgsningen z = A~1b.

Det skal bemaerkes, at determinanten ogsa kan defineres for
alle n x n-matricer. Dette udelader vi dog, da det er sveert
for matricer stgrre end 2 x 2. Generelt har vi fglgende meta-
seetning:

Saetning 3.3. For enhver matrix A € R™*" med determi-
nant det(A) # 0 findes der en eksplicit lgsning for at regne
A~! hvis og kun hvis n = 2.

Det vil altsa sige at for matricer A € R"*™ n # 2 har
vi ikke nogen lukket lgsning. Heldigvis har vi fglgende algo-
ritme som giver os den inverse matrix til enhver invertibel
matrix.
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Satning 3.4 (Inversionsalgoritmen). For at finde den in-
verse af en invertibel matrix A € R™*", kan man finde en
sekvens af raeekkeoperationer, som reducerer A til identitets-
maticen. Herefter kan man udfgre samme sekvens af rackkeo-
perationer pa I,,. Resultatet heraf vil veere A=, Hvis A ikke
kan reduceres til identitetsmatricen er A ikke invertibel.

Eksempel 3.5. Lad os kigge pa et eksempel pa denne al-
goritme ved at betragte matricen

1 2 3
A=12 5 3
1 0 8

For at vi kun skal udfgre operationerne en gang tilfgjer vi
identitetsmatricen pa hgjresiden af A siledes vi far [A|I],
givet som

1 2 3|1 00
Al=12 5 3010
108001

Vi vil nu benytte de elementeere rackkeoperationer, sa vi far
identitetsmatricen pa hgjresiden. Vi udfgrer altsa raekkeo-
perationer sa vi far fglgende sekvens af matricer:

12 3[100
All=|2 5 3|0 1 0
108[00 1
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12 0-14 6 3
1 0| 13 -5 -3
001 5 -2 -1

1 0 0]—-40 16 9
13 -5 -3
001} 5 -2 -1

=)
—

Derfor har vi

—40 16 9
At'=113 -5 -3
5 -2 —1

o

Nu har vi set hvordan vi kan bruge inversionsalgoritmen

til at finde den inverse matrix, men vi kan faktisk ogsa bruge

den til at vise, at om inverse eksisterer. For at bruge algo-

ritmen til at vise eksistens, skal vi bruge fglgende saetning,

Saetning 3.6. Hvis A er en n X n matrix, sa er fglgende

udsagn sekvivalente — det vil sige, at alle er sande eller alle
er falske.

1.

2.

A er invertibel.
Az = 0 har kun den trivielle lgsning.

Den reducerede rsekkechelonform er identitetsmatri-
cen I,.

det(A) # 0.

Ax = b har preecis en lgsning for hver n x 1 matrix b,
nemlig z = A~'b.

Lad os se pa et eksempel pa denne sagetning.
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Eksempel 3.7. Lad

A

I
[\]
B

|
—_

Da kan vi opstille totalmatricen ved at tilfgje en identites-
matrix til maticen A séledes vi far [A|l], altsa

1 6 4100
[AIl]=1] 2 4 —-1|0 1 0
-1 2 5|1 01
For at finde den inverse vil vi nu udfgre en rackke rackkeo-
perationer indtil vi har formen [I|A™!], jeevnfor Inversions-
algoritmen.

Forst tilfgjer vi —2 gange reekke 1 til reekke 2 og 1 gange
raekke 1 til rackke 3 og far,

1 6 4] 1 0
0 -8 -9|-21
0 8 911 0

= O O

Nu kan vi tilfgje den anden raekke til den tredje og vi far

1 6 471 0O
0 8 -9/-210
0 0 0 |-111

Vi har nu en raekke med 0 i alle indgange, og derfor er matri-
cen A ikke invertibel, jeevnfer punkt 3 i seetning 3.6. Altsa,
man kan tjekke om en af punkterne i seetning 3.6 holder, for
at tjekke eksistens. o
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En anvendelse: Numeriske lgsninger til
differentialligninger

Som tidligere naevnt kan man anvende lineser algebra til at
lgse differentialligninger. Kort sagt er en differentialligning
en ligning, hvor man beskriver, hvordan funktioner sendrer
sig i forhold til en given parameter. Nogle gange findes der
en formel for at lgse den, andre gange ggr der ikke. Hvis
det ikke er tilfzeldet kan vi tilnserme os en lgsning ved at
bruge numerisk analyse. Her er de mest populaere metoder
Finite Difference og Monte Carlo metoder. Hvis differenti-
allingen har 2 eller feerre parametre, sa er finite difference
bedre (altsa kreever mindre computerkraft), hvorimod Mon-
te Carlo metoder er bedst, hvis der flere end 2 parametre.
Monte Carlo metoder bygger pa tilfeeldighed, hvor fra den
er opkaldt efter det kendte kasino i Monte Carlo. Finite Dif-
ference bygger derimod pa lineser algebra, og derfor vil vi
kigge neermere pa dem i dette afsnit.

Som et eksempel pa hvordan Finite Differences bruges,
vil vi i dette afsnit betragte varmeligningen, og se hvordan
lineaer algebra kan give en approksimativ lgsning. I tilfeelde
hvor der ikke er en lukket lgsning, vil en approksimation
veere vores eneste mulighed for et bud pa en lgsning. Dette
ses f.eks. nar man vil veerdissette Amerikanske optioner eller
sakaldte exchange optioner med ikke-nul strike.

En fordel ved at betragte varmeligningen er at den har
en lukket lgsning, sa vi kan sammenligne, hvor god vores
approksimation er, med den analytiske lgsning.

Varmeligningen repraesenterer hvordan temperaturen i et
givet stykke materiale (nsermere bestemt en stang af et ma-
teriale), spreder sig fra omrader med hgj varme til omrader
med lav varme ved et givent tidspunkt .
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Varmeligningen tager formen

Ou(z,t) D82u(x,t)
ot dx? 7

hvor % kaldes den afledte i forhold til tiden ¢ og beskri-

ver hvordan w eendrer sig nar ¢ @endrer sig. Ligesa kaldes
% den andenafledte i forhold til x og beskriver hvordan
gndringen gendre sig nar x sendre sig. D > 0 kaldes diffu-
sionskoefficienten, og er specifik i forhold til det givne stykke

materiale.

Der er uendeligt mange lgsninger til denne ligning, og
derfor bliver vi ngdt til at specificere nogle graensebetingel-
ser. Graensebetingelserne beskriver hvordan funktionen op-
fgrer sig i hver ende af stangen, og hvor varm den er nu
(t = 0). Vi har derfor fglgende

ulet) — pOUED for all a < < byt >0,

u(z,0) = f(z) for all a < x < b,
u(a,t) =1(t) forall 0 <t < T,
u(bt) =r(t) forall 0 <t <T.

[(t) og r(t) angiver temperaturen i hver ende af stangen til
tidspunktet .

For at Igse ligningen numerisk vil vi diskretisere stangen
med M skridt i rum og N skridt i tid, og dermed far vi en
skridtstgrrelse i henholdsvis rum og tid pa h = (b—a)/Mog
k = T/N. Det diskrete gitter vi lgser ligningen pa er vist i
figur 2.1.
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Figur 2.1: De fyldte punkter er graensebetingelser vi kender,
og de tomme punkter er de steder, hvor vi tilnsermer os en
lpsning. Kilde: Sauer,2014.

Navnet "Finite Difference" kommer af at man udveelger punk-
ter, hvori man regner forskellen af funktionsveerdierne. Ved
at bruge disse metoder far vi folgende approksimation for
den anden-afledte i rum

1
og fglgende for den afledte i tid,
1
u(x,t) ~ z (u(zt+ k) —u(x,t)).

Ved at indseette dette i varmeligningen i punktet (x;,¢;) far

V1

D. % (w(z + hot) — 2u(w,t) + Wiz — ht))

1
= (w(z,t + k) —w(zt)).

I det fglgende vil vi sendre notation for at gge laeseligheden,
sa vi nu har, at

1
D3 (Wit1; — 2w j + w1 ;) = z (Wi jp1 — wiz) -
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Vi kan nu omskrive ovenstaende og isolere w; 1, sddan at
vi far
Dk
Wij1 = Wij + —5 (Wit — 20 + Wiery)

= owjt1,j + (1 = 20)wi; + wi-1,

med o = %. Vi har her isoleret for w;; ;, fordi det er den
eneste ukendte, som vist pa nedenstaende figur.

j+1

i-1 i i+1

Figur 2.2: Her vises visuelt, hvilke veerdier vi approximerer i
naeste skridt (de tomme) pa baggrund af allerede kendte/ap-
proximerede veerdier (de udfyldte).

Ligningen kan omskrives til matrixform, sa det tager for-
men wji; = Aw; + s;, hvor wjiq1,w;, og s; er vektorer, og A
er en (tridiagonal) (M — 1) x (M — 1) matrix, saledes at vi
har systemet

1—-20 o 0 --- 0

Wy j+1 Wy, 5
W2,j+1 o o : W2,
Wm—1,j+1 : e el e o Wm—1,j
Wm,j+1 0 v 0 o 1-20 Wm,j

Wo,j
0
+o 5
0
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Der findes dog mere avancerede metoder, end de her vi-
ste, som vi vil kigge pa nu. En af disse metoder er Crank-
Nicolson metoden, der ligeledes bygger pa en diskretisering
af ligningen, men er en smule mere besveerlig at implemen-
tere. Det er klart besveeret veerd, fordi Crank-Nicolson er
ubetinget stabil og konvergerer hurtigere (det vil sige, at vi
kommer hurtigere teet pa det rigtige resultat) end fornaevnte
metode, og dermed behgver vi mindre computerkraft.
du(,t)

Vi far altsd, at vi kan approximere =~ ved

Ou(x,t)
ot

(wij — wij1),

~
~

| =

2 .
og 2 gg’t) kan approximeres ved

82U($,t) 1 (wiﬂ,j — 2wi,j + wi_l,])

Ox? 2 h?
" 1 Wit1,j — 2W; -1 + Wi j-1
2 h? '
Ved at indseette 0 = % og omskrive ligesom fgr kan vi

opstille ovenstaende ligning pa formen
Aw; = Bwj_1 +0(sj_1 + s;),

med

2420 —o 0 0
-0 2420 -0 :
A=1 o0 —0 2420 . 0 |,
: - - . —0o
0 0 —0 240
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0g
2—20 o 0 0
o 2—20 o
B = 0 o 2-2 . 0
: . - . o
0 0 o 2-—120o.

For at lgse dette system (altsa isolere w; ;) ganger vi med
den inverse af A, altsa vi har lgsningen

wj = AL (Bwj_1 +0(sj_1+5;)),

Under antagelsen af at den inverse matrix eksiterer. Vi vil
ikke g& mere i dybden med hvornar det er tilfeeldet her, se
eventuelt Sauer, 2014. For at illustrere korrektheden af en
numerisk lgsning har vi fglgende eksempel, hvor vi betragter
folgende

oulet) _ 40D forall 0 <2 < 1,0 <t < 1,
u(z,0) = e 2 for all a < x < b,
u(a,t) =e' forall 0 < ¢ < T,

u(bt) =e"Y2 forall 0 <t < T.
I tabellen nedenunder sammenligner vi den analytiske lgs-

ning med den approksimerede lgsning, hvor det tydeligt ses,
at vi nsermer os det korrekte resultat relativt hurtigt.

I bk  u(05,1) w(0.5,1) Fejl

0.1 0.1 211700002 2.11706765 0.00006763
0.05 0.05 2.11700002 2.11701689 0.000001687
0.01 0.01 2.11700002 2.11700069 0.00000067
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4 Diagonalisering

Diagonalisering er en saerdeles praktisk metode i lineaer al-
gebra til udregninger. Rigtig ofte er vi interesserede i at be-
regne potenser af en matrix A. Men som I nok har erfaret,
er det langsommeligt at beregne matrix-produkter. Selv for
en computer er det en langsommelig proces, specielt hvis
man har en forholdsvis stor matrix, og potensen er meget
hgj. Dog er der en type matrix, der ikke er sveer at udregne
potenser af, nemlig diagonalmatricer. Dette er matricer pa

formen
a1 0 0
A 0 929 0
: : . 0
0 0 - apn-

Her er det nemt at beregne A*, idet

a0 0

n 0 a’§2 e 0
[ I

o 0o ... afm

og potenser af tal er hurtige at beregne, i hvert fald for en
computer. Kunne det ikke veere rart, hvis vi kunne tage en
matrix og skrive den pa en form, hvor der indgar en diago-
nalmatrix? Det er dette, diagonalisering handler om. For at
fastlaegge en metode er vi dog ngdt til at tage nogle omveje.
Vi starter med at definere egenveerdier og egenvektorer.

Definition 4.1. X € R kaldes en egenverdi for matricen A
og v # 0 en egenvektor for A, hvis der geelder

Av = .

En egenvektor er en vektor, som matricen A blot skale-
rer. Skaleringsfaktoren er den tilhgrende egenveerdi. Inden
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vi giver eksempler, sa lad os se pa ligningen
Av = .
Vi ved, at v = I,v. Dermed kan vi skrive
0= Av—A,v=(A—-\,)v.

Det er klart, at v = 0 er en lgsning, men i definitionen
ovenover har vi udeladt dette tilfeelde. Dette skyldes, at de-
finitionen er tom/uinteressant, hvis vi tillader 0 at vaere en
egenvektor. Med andre ord antager vi, at v # 0. Vi har nu
et homogent linesert ligningssystem

(A= \,)v =0,

og vi ved, hvordan vi skal lgse sadan et. Bemeerk, at A —
A, ikke kan veere invertibel. Hvis (A — \I,,)™! eksisterer,
kan vi gange begge sider af ovenstaende ligning og fa v =
0, hvilket ikke er tilfeeldet. Fra forrige afsnit ved vi da, at
determinanten af A — A, skal veaere 0. Dette leder os til
folgende definition.

Definition 4.2. For en matrix A € R™*" defineres det ka-
rakteristiske polynomium til at veere

p(t) = det(A —t1,).

Fra definitionen og diskussionen ovenover har vi fglgende
resultat.

Saetning 4.3. \ er en egenveerdi for matricen A hvis og kun

hvis A er en rod i det karakteristiske polynomium p(t) for A
(dvs. hvis p(A) = 0).

Lad os tage et eksempel. Betragt matricen

(20,
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Det karakteristiske polynomium er
2—t 0
t) = det(A —tly) = det
plt) = der(a —er) = et (271 © )
=2-t)1-t)—(-1)-0=(2—-1t)(1 —1).
Rg@dderne ses at vaere \; = 2 og Ay = 1. Lad os nu be-
stemme egenvektorerne. Vi skal finde egenvektorer for de to

egenveerdier for sig, og vi begynder med A\; (— betyder her,
at vi omskriver matricen til reduceret raeekkeechelonform):

LI Gt
(0) =6 o) G)= ()

og vi ser, at x = —y. Veelger vi x = 1, har vi egenvektoren
(1, —1) hgrende til A;. Vi gentager nu proceduren for Ay:

B RS ECHR
T O-0-0

og far x = 0. y kan veere hvad som helst, sa vi veelger y = 1.
Dermed er (0,1) en egenvektor til Ay. For at konkludere, sa
har vi fundet egenveerdierne 2 og 1 med tilhgrende egenvek-
torer (1,—1) og (0,1). Vi kan verificere dette:

(o)) ()2 ()
G 6= 0)-+C)
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En sidste bemerkning, inden vi fortsaetter. I ovenstaende
da vi lgste vores ligningssystemer, traf vi bare et valg. F.eks.
sagde vi, at vi valgte x = 1. Som den vakse laeser nok har op-
daget, sa var der uendelig mange lgsninger i begge tilfaelde.
Disse andre lgsninger svarer blot til skaleringer af vores valg-
te egenvektor. Generelt, hvis v er en egenvektor for matricen
A, da er a - v ogsa en egenvektor for A for alle a € R\ {0}.
Lad os tage endnu et eksempel med en lidt stgrre matrix.
Lad

0 -1 -1
A=11 2 1
1 1 2

Vi beregner det karakteristiske polynomium:

0—-t -1 —1
p(t) =det(A—tl3)=det | 1 2—¢t 1
1 12—t

2 —t 1 -1 -1
——t~det( ] 2_t>—1~det<1 2—t)
-1 -1
+1-det(2_t 1)

=—t((2-1)=1) = ()2 —1t) = 1(-1))
+(=D1—(2-1)(-1)

=2t +t+2-t)—1—-1+(2—1)
=—t2-t)P2+2-t)+2-t)—(2-1)
= —t(2—1)*+(2—1)
=2-t)(-t(2-t)+1)
=Q2-H){t*+1-2t)

= —(t—1)*(t-2)

Vi ser, at rédderne er \y = 1 og Ay = 2. Vi bemaerker desu-
den, at A\; er en dobbeltrod, idet faktoren (t—1) i polynomiet
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er sat i anden potens. Vi bestemmer nu egenvektorerne. Vi
starter med A;:

0—\ -1 1 1 -1 -1
12— 1 =1 1 1
1 12—\ 1 1 1

111
— 100 0
00 0

Vi Igser nu ligningssystemet

0 111 T4yt 2
ol=(0o0o0]|y]= 0 ,
0 000/ \z 0

hvilket giver x+y+2 = 0, sa der er to frie variable. Veelg y =
0, da er z = —z, og vi far en lgsning givet ved vektoren v; =
(1,0,—1). Veelges z = 0 fas en lgsning til v, = (1,—1,0). Her
benytter vi et smart trick. Antal egenvektorer til en given
egenvaerdi A kan maksimalt veere lig potensen af faktoren
(t — A) i det karakteristiske polynomium. Dermed kan vi
ikke finde nye egenvektorer til A;, som ikke kan skrives som
en linearkombination af v; og vy. Vi finder nu egenvektorer

til Ao. Vi har

0—X —1 ~1 2 —1 -1
1 2—X 1 =
1 1 2—X

oo~ o~ O 4 =
—_
|
—_
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og dermed ligningssystemet

0 1 0 1 x rT+z

0]=10 1 -1 yl=1y—=

0 00 O z 0
Vihardaz4+2 = 0ogy—2 =0. Altsd er y = 2 =
—x, og veelger vi x = 1, far vi lgsningen vz = (1, -1, —1).
For at opsummere, vi har fundet egenvaerdierne \; = 1 og
Ay = 2. Til den fgrste egenveerdi har vi de to egenvektorer
v1 = (1,0,—1) og v = (1, —1,0), mens den anden egenveerdi
har egenvektoren v = (1, —1, —1). Lad os opsummere nogle
smarte tricks, vi har benyttet i folgende seetning.

Saetning 4.4. Lad A € R™*". Da gelder:
1. A kan maksimalt have n forskellige egenveerdier.
2. A kan maksimalt have n forskellige egenvektorer.

3. En given egenveerdi A for A kan maksimalt have lige s&
mange tilhgrende egenvektorer som potensen af (t—\)
i det karakteristiske polynomium.

Bevis. Fgrste punkt fglger af algebraens fundamentalsaet-
ning, som siger, at et polynomium af grad n maksimalt kan
have n forskellige rodder. Resten af beviset udelades. Det
andet punkt er saetning 5.1.8 i [7], og punkt tre er seetning
5.3.71 [7]. |

Vi har nu faet en fornemmelse for egenvaerdier og egen-
vektorer, og vi ved, hvordan de udregnes. Vi kan nu vende
tilbage til formalet med denne sektion, nemlig diagonalise-
ring.

Definition 4.5. En matrix A € R™*" kaldes diagonaliser-
bar, hvis der eksisterer en diagonalmatriz D € R™™ og en
invertibel matrix B € R™", s4 A = BDB~!.
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Antag, at A er diagonaliserbar, og at vi gnsker at be-
stemme A* for en potens k € N. Skriv A = BDB™! med
matricer B og D som i definitionen ovenover. Da har vi

A* = (BDB Y (BDB™")---(BDB™)
=BD(B'B)D(B'B)D---(B™'B)DB™*
= BD*B™!,

sa vi har reduceret et problem med at lave k matrixmul-
tiplikationer til et problem, hvor vi skal lave to. Dette er
langt mere effektivt i praksis. Vi mangler blot at redeggre
for fremgangsmaden til at bestemme B. Fglgende saetning
giver svaret:

Saetning 4.6. Antag, at A € R™™" har egenveerdier A, Ao,
., A\ (ikke ngdvendigvis forskellige) med tilhgrende egen-
vektorer vy, v, . .., v, (hvoraf nogle kan tilhgre samme egen-

veerdier). Med

M O - 0
B=(v; vy - v,) og D= O )\:2 0
0 0 An

er A= BDB™L.

Bevis. Lad os beregne AB med B givet som i setningen:

AB:A(Ul Vg v+ vn):(Avl Avy - -- Avn)
:(/\1’01 AQ'UQ )\nvn)
M O - 0
0 X --- O
— (o v o ow) | L .
0 0 - M\,

=BD
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Safremt egenvektorerne vaelges pa passende vis (vi kommer
ikke ind pa detaljerne her i forlgbet), er B invertibel. Ganger
vi med B~! pa hgjre side pa hver side af lighedstegnet, far
vi A= BDB™! som gnsket. |

Vi har nu en komplet procedure til at diagonalisere. Vi
har en matrix A € R™*". Fremgangsmaden er nu:

1. Beregn egenveerdierne \q, Ao, ..., A, for A. Husk, at de
ikke behgver at vaere forskellige.

2. Bestem egenvektorerne for A, vy, va, ..., vp,.

3. Hvis der ikke er n forskellige egenvektorer, kan vi ikke
diagonalisere A, og processen stopper.

4. Lad B = (v1 Vg vv- vn), og lad D veere diagonal-
matricen med egenveerdierne Ay, Ao, ..., A\, som ind-
gange i diagonalen.

5. Diagonaliseringen af A er A= BDB™ .

Lad os tage et eksempel pa denne fremgangsmade. Vi bruger

=40

fra fgr. Vi fandt egenveerdierne A\; = 2 og Ay = 1 med tilhg-

matricen

rende egenvektorer (1, —1) og (0,1). Da har vi

(1) -G

Lad os verificere, at A = BDB™:

mr = (1) 66
(EY-( s
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Bemeerk, at raekkefolgen af egenveerdierne i diagonalen i D
skal stemme overens med raekkefglgen af egenvektorerne i B.
Det skal forstas sadan, at hvis A veelges til at vaere egenveerdi
nummer 1, skal en tilhgrende egenvektor udggre den forste
sojle i B. Lad os for fuldsteendighedens skyld tage det andet
eksempel med matricen

0 -1 -1
A=11 2 1
1 1 2
Da er
1 1 1 1 00 1 1 0
A= 0 -1 -1 010 1 0 1
-1 0 -1 00 2 -1 -1 -1

Det overlades til den ivrige laeser at verificere dette ved at
tage de to matrix-produkter. Inden vi afslutter forlgbet med
en anvendelse, skal vi naevne, at den fulde historie bag egen-
veerdier, egenvektorer og diagonalisering kan findes i [7] og
[8]. Sidstneevnte har en mere paedagogisk gennemgang i for-
hold til det teoretiske aspekt af lineser algebra og kan klart
anbefales til enhver, der gnsker en god forstaelse for feltet.
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En anvendelse: Markovkader og livsforsikring

I dette afsnit giver vi en meget kort og overordnet introduk-
tion til Markovkaeder og deres anvendelse i livsforsikring.
En Markovkaede er formelt set en stokastisk proces, men vi
skal kun teenke pa den intuitivt. En Markovkaede skal for-
stas som en rakke spring pa et tilstandsrum. F.eks. kunne
vi betragte folgende model:

qo1

» 1:Invalid

De tre tilstande hedder henholdsvis 0, 1 og 2. Teksten i
boksen beskriver, hvordan tilstanden skal fortolkes. I livsfor-
sikring starter man med at veere i live og aktiv. Mens man er
aktiv, indbetaler man penge til forsikringsselskabet. I lgbet
af ens liv kan der ske to ting (i hvertfald hvis man tillader
en vis forsimpling af den menneskelige tilvaerelse), nemlig at
man kan blive invalid, eller man kan dg. Man kan dg bade
som aktiv og invalid, men nar forst man er dg¢d, kan man
ikke ga tilbage til at veere aktiv eller invalid. Det er dog ik-
ke oplagt, om man kan ga fra at veaere invalid til aktiv. Vi
venter lidt med at diskutere dette.

Tallene qo1, qo2 0g qi12 kaldes intensiteter og kan veere
konstante eller tidsathaengige (det giver i hvert fald mening,
at risikoen for at dg eller blive invalid vokser med alderen).
Vi antager dog, at de er tidsuafhsengige for simpelhedens
skyld. Fortolkningen af dem er som fglger: Hvis dt betegner
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et meget lille (infinitesimalt) tidsrum, da er g;;dt approksi-
mativt sandsynligheden for, at du gar fra tilstand ¢ til j i
et tidsrum af leengde dt, hvis du er i tilstand 7 til at starte
med. Maler vi tiden i ar, er qgodt f.eks. sandsynligheden for,
at du dgr inden for dt ar, givet at du er aktiv lige nu.

Det er naturligvis i forsikringsselskabets interesse at be-
regne sandsynlighederne for overgang mellem tilstandene. Vi
betegner disse p;;(t). pi;(t) er sandsynligheden for at veere i
tilstand j efter ¢ tidsenheder givet, at man er i tilstand 7 pa
et tidspunkt inden. Lad os tage et eksempel. Hvis man er 20
ar gammel og aktiv, er sandsynligheden for at veere invalid
som 50-arig lig po1(30). Det viser sig, at man kan opskri-
ve lgsninger for overgangssandsynlighederne i vores simp-
le model ovenover. Tillader man en reaktiveringsintensitet
q10 # 0, kan man ikke opskrive en lgsning. Modellen bliver
simpelthen for kompliceret! Ikke desto mindre kan vi bereg-
ne sandsynlighederne med en computer ved at bruge lineser
algebra. Vores model er altsa:

qo1

Vi er interesseret i at beregne matricen af overgangssand-
synligheder:

~
SN—

Poo(t) poi(t) poal
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givet matricen af overgangsintensiteter:

—dqo1 — qo2 qo1 qo2
Q= d10 —qi0 — q12 412
0 0 0

Af tekniske arsager skal summen af hver reekke veere nul,
og derfor ser diagonal-elementerne ud, som de ggr. For at
beregne P(t) har vi brug for endnu et veerktgj. Nogle af
jer kender sikkert til eksponentialfunktionen exp givet ved
exp(x) = e”, hvor e er Eulers tal. Det viser sig, at

v B = g
T _q T T T il
e ettt nzz(]”!

for allez € R. Herern!l=n-(n—1)-(n —2)---2-1 for et
naturligt tal n. Dette giver folgende definition:

Definition 4.7. For en matrix A € R™*" definerer vi eks-
ponentialmatricen til
o
ATL
exp(A) = Z o
n=0
Det viser sig, at ovenstaende definition giver mening, og
at exp(A) er en n X n-matrix uanset matricen A. Fglgende
seetning viser, hvordan eksponentialmatricen relaterer sig til
overgangssandsynligheder.

Saetning 4.8. Antag, at vi har en Markovkaede i kontinuert
tid pa et endeligt tilstandsrum med n tilstande med inten-
sitetsmatrix () uafhengig af t. Da er

P(t) = exp(tQ)

under betingelsen, at P(0) = I,,.
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Vi er naesten parat til at beregne overgangssandsynligheder.
Lad os forst overveje, om betingelsen P(0) = I3 er opfyldt
for vores model. pgo(0) er sandsynligheden for, at man er ak-
tiv, hvis man er aktiv pa et tidligere tidspunkt. Men t = 0 er
det tidligste tidspunkt, og derfor ma pyo(0) = 1. P4 samme
vis ses, at p11(0) = p(0) = 1, og derfor har vi P(0) = .
Nu skal vi beregne P(t), og her kommer diagonalisering ind i
billedet. I princippet kreever udregningen af exp(A), at man
beregner vilkarligt store potenser af A, hvilket er ekstremt
regnetungt, hvis man gnsker en hgj praecision. Fglgende seet-
ning viser, at nar A er diagonaliserbar, er det markant lettere
at beregne eksponentialmatricen.

Saetning 4.9. Antag, at A € R™*" er diagonaliserbar med
A = BDB™!, hvor D er en diagonalmatrix med indgange
di,ds,...,d,. Da er

e 0 0
0 eh 0 .
exp(A) =B , B~
0 0 edn

Bevis. Beviset er en direkte udregning;:

Dk:
exp(A Z —B !
n=0
40
< | &
. Z k! B!
k=0 | ¢ k
0 0 2o
e 0 0
0 eh 0
-~ B . B! |
0 0 efn
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Vi er nu klar til at udregne nogle overgangssandsynligheder.
Lad os tage et forholdsvis simpelt eksempel pa overgangsin-

tensiteter:
4
Vi har da, at
-6 4 2
Q= 1 -9 8§
0 0 0

En masse beregninger viser, at egenveerdierne for @ er —10,
—5 og 0. De tre egenveerdier har egenvektorer henholdsvis
(—1,1,4), (4,1,0) og (1,1, 1). Dermed bliver diagonaliserin-
gen af Qt

-1 41 =10t 0 O -1 41
Qt=111 11 0 =5t 0 1 11
0 11 0 0 O 0 11
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og Seetning 4.8 og 4.9 giver, at

P(t) = exp(Qt)
14 1\ [fe % 0 0\ /=1 4 1\ |
= 1 1 1 0 e 1 1 1
0 1 1 0 0 1 0 1 1
6751015 + 46g5t _467101& + 4675t 1 + 367101& N 86751&
o e—l()t 6—51 46—10t e—5t 1 36—10t 26—5t
— | s 5 5 5 -5 T 5
0 0 1

Denne model viser sig dog at veere meget ringe til dens for-
mal. For t = 30 f.eks. er alle sandsynligheder i sidste sgjle
stort set 1, mens alle andre er 0. I virkeligheden anvendes
nogle intensiteter, der er aldersathsengige. For 50 ar ser ()
saledes ud:

—0.01039 0.00387 0.00653
Q= | 0.00578 —0.01883 0.01305
0 0 0

Indsaetter vi naivt dette @ i exp(Q - 50) fas

0.60940 0.094770 0.29621
P(50) = [ 0.14154 0.40272 0.45578 | ,
0 0 1

som virker mere realistisk.
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En anvendelse: Smittespredning

Vi skal nu se pa et eksempel pa hvordan man kan bruge
lineser algebra til at beskrive smitteudvikling ved at bruge
SIRS-modellen. S;I og R star for Susceptible, Infected og
Removed /recovered. Det sidste S i SIRS betyder at man
kan ga tilbage fra at vaere recovered til at veere modtagelig
igen. Modellen er vist nedenfor. Pilene i modellen indikerer,
fra hvilke stadier man kan bevaege sig i mellem.

S:Susceptiblepi—ﬁ I:Infected }—P#R:Removed

\P:s

Egentlig er STRS-modellen en deterministisk model, hvilket
betyder at vi far det samme resultat hver gang. Vi kan imid-
lertid omskrive modellen til en stokastisk model, hvilket be-
tyder at vi tilfgjer et element af tilfeeldighed. Dvs. det kun
er med en hvis sandsynlighed at naboen bliver smittet.

[ modellen betragter vi en homogen befolkning, hvor alle
mennesker til hvert tidspunkt har samme naboer. En homo-
gen betydning betyder, at alle er lige modtagelige for smitte,
ingen ind- og udvandring osv, hvilket er steerkt forsimplet,
men ggr modellen meget simpel at simulere.

I den stokastiske model benytter vi os af en Markovkaede
hvor hvert led i keeden beskriver smittetilstanden i befolk-
ningen til det tidspunkt. For at beskrive hvor hurtigt syg-
dommen udvikler sig, benytter vi os af overgangssandsynlig-
heder, hvor disse sandsynligheder beskriver, hvad sandsyn-
ligheden er for at et individ gar fra en tilstand (enten S,I
eller R) til en anden efter hvert tidsskridt.
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5 Opgaver

Vektorer, matricer og regneoperationer

Opgave 5.1:
Lad

1) Beregn vy + vg 0g v1 — vs.

2) Tegn vy, vy, 01 + v 0g V1 — vy ind i et plan.

Opgave 5.2:
Lad A € R¥>2 B € R¥,C € R¥> ogv € R%,w € R
Hvilke af fglgende udtryk er veldefinerede?

1) Av
2) Aw
3) Bv
4) Bw
5) Cv
6) Cw

Opgave 5.3:

Lad
A:(5 1)7 B:(O 3>’
2 0 -1 -5
(1 (0
U1 = 1 0g Vg = _7 .

Beregn Avy, Avs, Buy og Bus.
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Opgave 5.4:
Beregn Av for:
1)
1 7 =2 1
A= 0 0 -3 og v=|2
-1 4 6 3
2)
2 0 -3
A= 5 1 1 og v= |1
-1 7 -2
3)
1
3 -1 0 2 0
A:(o 4 5 —2) R
9

Opgave 5.5: Skaleringsmatricer
Lad A € R™" veere givet ved

a 0 -+ 0

0 a 0
A=

00 -+ a

Sadan en matrix kaldes en skaleringsmatriz. Vi ser pa til-
feeldet n = 2 og definerer

30 -2 0
A—(O 3) og B_<0 _2).

Lad v = (1,1).
1) Beregn Av og Bw.
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2) Tegn v, Av og Bwv i et koordinatsystem. Forklar, hvad
matricerne A og B gor.

Opgave 5.6: Rotationsmatricer
Lad R(#) € R**? veere givet ved

R0 = (St ety )

Sadan en matrix kaldes en rotationsmatriz.

1) Lad e; = (1,0) og ex = (0,1). Beregn R(f)e; og R(6)exs.
Tegn ey, €9, R(0)e; og R(A)es i et koordinatsystem.

2) Lad nu v = (2, x2) veere en generel vektor. Forklar, hvad
R(0) gor ved vektoren v. Det er en rigtig god idé at lave en
illustration.

Opgave 5.7:
Lad A € R?*?2, B € R?*® og C € R>*2. Hvilke af folgende
udtryk er veldefinerede?

1) AB

2) BA

3) BC

4) CB

5) BC+ A
6) OB+ A
7) AB+C
8) ABC
9) CAB

Opgave 5.8:
Beregn AB for:

1)
A:(g _01) B:@ 161)



146 KAPITEL 2. ANVENDT LINEAR ALGEBRA

2)
10
aefoo) a7 0
3 5
3)
1
4
A=141 B=(-2 3 -5 -1)
2
4)
1
2
A=(1 1111, B=]3
4
5
Opgave 5.9:
Beregn AB for:
1)
1 0 1 0 41
A=10 -1 3], B=|-1 2 2
3 =25 0 01
2)
-1 2
1 2 3
A= B =
(—1 -2 —3)’ 00
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3)
102 5 7 -8
A=1(0 3 2|, B=[o0 0 1
2 2 5 -3 4 10
4)
1 0 0 -1 0 1
e 002 3| 5 |32
1 -1 0 2 8 0
0 -3 0 0 0 7

Opgave 5.10: Prikproduktet
I denne opgave skal vi undersgge prikproduktet lidt neer-
mere.

1) Udregn prikprodukterne af folgende vektorer med hinan-
den (i alt seks prikprodukter):

o e (2) () e

Vi siger, at to vektorer er ortogonale, hvis deres prikprodukt
er 0.

2) Hvilke af ovenstaende vektorer er ortogonale med hinan-
den?

3) Tegn vy, vq, v3 0g vy 1 et koordinatsystem. Hvad betyder
det geometrisk, at vektorer er ortogonale?

4) Lad nu v = (x1, z5) veere en vilkarlig vektor. Da defineres
tvervektoren v som 0 = (—x, x1) (udtales "v hat"). Hvordan
ser vektoren © ud i forhold til v? Tegn! Vis, at v og © er
ortogonale.

5) Lad nu v = (z1,22,...,2,) € R". Hvad er leengden af
vektoren v? Vink: Brug Pythagoras. I er velkomne til at
ngjes med at vise det for n = 2.
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6) Hvordan er leengden af en vektor og prikproduktet rela-
teret?

Opgave 5.11:
I denne opgave beviser vi punkt 2. af Seetning 1.15. Lad
A e R,

1) Lad v € R". Bevis, at I,v = v.
2) Brug forrige delopgave til at bevise [, A = A.
3) Bevis, at Al, = A.

Opgave 5.12: Kvadratiske former
En funktion f : R” — R kaldes en kvadratisk form, hvis f
kan skrives pa formen

for en matrix A € R™»*".

1) Argumentér for, at en kvadratisk form faktisk er en funk-
tion med veerdier i R.

2) Betragt f: R? — R givet ved

flay) = (z v) (? ;) (;)

Skriv funktionen f ud eksplicit.

3) Betragt funktionen f : R? — R givet ved f(z,y) =
22 + 9% Vis, at f er en kvadratisk form.

Opgave 5.13: Positive semidefinite matricer
En matrix A € R™" kaldes positiv semidefinit, hvis det for
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enhver (x1,Zs,...,z,) € R" gaelder, at
I
x
(xl To xn) A | > 0
Ty,
1) Vis, at

()
(2 3)

er positiv semidefinit. Vink: brug kvadratsaetningerne.

er positiv semidefinit.
2) Vis, at

Opgave 5.14: Fibonacci-tal

()

samt Fibonacci-tallene

Betragt matricen

0,1,1,2,3,5,8,13,21, ...

Helt formelt er Fibonacci-tallene defineret rekursivt ved Fy =

0,Fi=10g F, =F, 1+ F,_5 forn > 2.

1) Udregn matricerne F? F3 F* og F®.

2) Opskriv et udtryk for £, hvor Fibonacci-tallene indgar.
Man kan benytte relationen i den anden delopgave til at

finde en formel for det nte Fibonacci-tal. For at finde formlen

skal man dog have en smart made at udregne store potenser

af matricer. Det vender vi tilbage til senere i forlgbet.
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Linezere ligningssystemer

Opgave 5.15: Introduktion til linesere systemer
For hver ligning, bestem om de er linesere i x1,x5 0og 3.

35[51 —\/§$2+$3 =0
dxq + x%ﬁ + cos(3)xs =8
4cos(zy) + 29+ 11 =9

Opgave 5.16: Homogene Systemer
Afggr ved inspektion om fglgende homogene systemer har
ikke-trivielle lgsninger.

2r+y+4z=0

3xr+y+6x=0

4r +y+92 =0
0g

r1— 2o+ Tx3+24=0

r1+ 229 — 623 — x4 = 0.

Opgave 5.17: Gauss-Jordan elimination
Los nedenstaende ligningssystemer.

1)
J}1+2$2—3ZE3:6
2&31—3)2—|—4$3:1

.Il—ilfg—i-.ilﬁg:?)

2)
3x1 —x9+x3+ Ty = 13
—2x1 + 29 — 23+ 314 = —9
—2x1 4+ a9 — Txy = —8
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3)
T, + 229+ 323 =4
2:L'1 + 5[)32 —|—3ZE3 =5
r1 + 8&33 =9
4)
1’1+2$2+3l’3: 1
21’1 + 51‘2 + 31’3 =6
Ty + 8I3 =—6
Opgave 5.18:

Bestem for hvilke veerdier af a systemet har 0,1 og uendeligt
mange lgsninger.

rT+2y+z=2

2 —y+3z=1
r+2y — (a® — 3)z = a.

Opgave 5.19:

Betragt matricen
a 0 b 2
a a 4 4
0 a 2 0

For hvilke veerdier af a og b har systemet
1) En unik lgsning
2) En en-parameter lgsning

3) En to-parameter lgsning
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4) Ingen lgsning.

Opgave 5.20:
Betragt systemet

$1+I2+2$3:b1
$1+$3:bz

2£B1 + Zo + 3$3 = b3.

Under hvilke betingelser for (by,bs,b3) er systemet konsi-
stent?

ee Opgave 5.21: Netveerk

60

Figuren ovenfor viser et netveerk med 4 knuder,hvor pile-
ne angiver retningen pa strgmmen og kaldes en forbindelse.
Stromningshastigheden er kendt for nogle af forbindelser-
ne. Find strgmningshastigheden i de resterende forbindel-
ser. Antag at der er strgmningsbevarelse, dvs. stgrrelsen pa
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strgmningen ud af hver knude, er lig storrelsen pa strgmnin-
gen ind knuden.

Opgave 5.22: Interpolation
I denne opgave skal vi se pa interpolation af punkter. Inter-
polation betyder, at man finder det polynomium som bedst
beskriver en raekke kendte punkter. For at finde sadanne po-
lynomiumer er linezere ligninger ikke laengere nok. Et n’te-
gradspolynomium tager formen

2 -1
y=ag+a1x+ ax’+ ...+ a, 12" .

For hvert datapunkt (z;,y;),7 = 1,...,n, skal fglgende lig-
ninger holde,
Y1 = ag + a1xy + agaﬁ + ...+ an,lx’f’l

2 -1
Yo = ag + a1%2 + a2x5 + ... + Gp_1Th

2 n—1
Yn—1 = Q0 + A1Tp—1 + Q2T 1 + ... + Q1T

Vi har fglgende punkter,
(173)7 (27 - 2)7 (37 - 5)7 (470)

Find det tredjegradspolynomium som gar gennem de givne
punkter.

Opgave 5.23: Kemiske reaktioner

En kemisk ligning siges at vaere balanceret hvis der er lige
mange af hver atom pa begge sider af reaktionspilen. Balan-
cer folgende reaktioner

1)
CH4 + OQ — COQ + HQO

2)
HCI + NasPO, — H3PO, + NaCl.
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Inverse matricer

Opgave 5.24:
Regn den inverse af folgende matricer.

v (i)
2 (1)
5 (5 5)
(5 1)

Opgave 5.25: Matrixrepraesentation
Opstil fglgende systemer pa formen Ax = b og lgs for x for
folgende to systemer.

1)

dr; —3x9 =7
—6[E1 + 5ZL‘2 = -2

2)

x1—$3:6
$1+£L’2+$3:—3
—$1+ZE2:12

Opgave 5.26: Isolering og simplificering
Antag alle matricer er n x n og invertible. Isoler for D.

ABC'DBA~'C = AB™!
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Opgave 5.27:
Vi har tidligere pastaet at hvis B € R"*" og AB = I,, sa er
B = A~!. Bevis dette.

Opgave 5.28:
Under hvilke betingelser, hvis nogle, er folgende system kon-
sistent?
T+ 2$2 + 3ZL’3 = b1
21‘1 + 533'2 + 3.1'3 = bg
r + 81’3 = bg.
Opgave 5.29:

Lad A veere en n x n invertibel matrix, og lad k veere en

ikke-negativ skalar.
Bevis da, at (kA)™ =k 1AL

Opgave 5.30:
I denne opgave vil vi betragte k systemer givet som

Ar=0b;, Ax=by, ..., Ax =1y,
hvor A € R™"™. Her bemaerker vi at koefficientmatricen er

den samme for alle systemerne. Vi har fgr set at man kan
skrive sin totalmatrix pa formen
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For at lgse flere systemer pa en gang udvider vi nu denne
saledes den for to systemer tager formen

ay @iz ... Qip by bo
a1 Qg2 ... Qg, b1z ba
Am1 Am2 ... Qmp blm b2m

Lgs de sidste to systemer fra opgave 5.17 pa denne made og
verificer det giver samme lgsning.

Diagonalisering

Opgave 5.31:
Betragt matricen A givet ved

-8

1) Beregn egenveerdierne for A.
2) Find egenvektorerne for A.

3) Argumentér for, hvorfor A er diagonaliserbar. Find en in-
vertibel matrix B og en diagonalmatrix D, s4 A = BDB™!.

Opgave 5.32:
Betragt matricen A givet ved

()

1) Beregn egenveerdierne for A.

2) Find egenvektorerne for A.
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3) Argumentér for, hvorfor A er diagonaliserbar. Find en in-
vertibel matrix B og en diagonalmatrix D, s& A = BDB™L.

Opgave 5.33:
Betragt matricen A givet ved

=07

1) Beregn egenveerdierne for A.
2) Find egenvektorerne for A.

3) Argumentér for, hvorfor A er diagonaliserbar. Find en in-
vertibel matrix B og en diagonalmatrix D, s& A = BDB™!L.

Opgave 5.34:
Lad matricen A veere givet ved

10 -1
A=10 4 2

02 0
1) Beregn egenveerdierne for A.

2) Find egenvektorerne for A.

3) Argumentér for, hvorfor A er diagonaliserbar. Find en in-
vertibel matrix B og en diagonalmatrix D, s4 A = BDB~!.

Opgave 5.35:
Bestem egenvaerdier og egenvektorer for:

1) Identitetsmatricen I,,.
2) Nulmatricen O € R™*",
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Opgave 5.36:

Lad A € R™ " veere en matrix med en egenveerdi A og tilhg-
rende egenvektor v. Vis, at \* er en egenveerdi for A¥ med
tilhgrende egenvektor v.

Opgave 5.37:

Lad A € R™" veere en invertibel matrix med egenveerdi
A # 0 og tilhgrende egenvektor v. Vis, at 1/ er en egenveerdi
for A=! med tilhgrende egenvektor v.

Opgave 5.38:
Lad A veere en matrix med en egenveerdi A med tilhgrende
egenvektorer v; og vy. Vis, at

avy + buy
er en egenvektor for A til egenveerdien A for alle a,b € R.

Opgave 5.39:
Antag, at A er en invertibel matrix. Vis, at 0 ikke kan vaere
en egenveerdi for A.

Opgave 5.40:

Antag, at A har nok egenvektorer til at kunne diagonaliseres,
og at 0 ikke er en egenveerdi for A. Bevis, at A er invertibel.
Vink: Brug resultatet af naeste opgave.

Opgave 5.41: Determinanter og egenvardier

Antag, at A har nok egenvektorer til at kunne diagonaliseres.
Bevis, at det A er lig produktet af A’s egenveerdier. Vink:
Husk, at determinanten opfylder det(AB) = det Adet B, og
at det(A™1) = 1/ det A.

Opgave 5.42:
Lad @Q € R™ "™ veaere en intensitetsmatrix for en Markovkae-
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de. Det vil sige, at () er pa formen

—QT di2  *° (in

421 —(E o (op
Q=1 . . .

Gn1 Qn2 cc —qp

hvor ¢ er summen af de andre indgange i samme raekke. Per
konstruktion er summen af indgangene i hver rackke lig 0.

Hvilken egenvaerdi og tilhgrende egenvektor har ) uanset
intensiteterne?






ifferens- og Sumregning

1 Introduktion

Falger

Definition 1.1. Vi definerer en talfolge til at veere en af-
bildning f : Ny — C.

Altsa for hvert tal, x, i meengden {0, 1,2, 3,...}, har vi et
folgeled, f(z), i talmeengden C. I dette forlgb kommer vi dog
mest til at se pa talfolger med folgeled indenfor de reelle tal.

Eksempel 1.2. Talfglger kan se ud pa mange mader. Her
er et par eksempler:

01 23 4 .. flo) ==
1 2 4 8 16 flz)=2°
5 7 % e V2 . f(z) =7

Som man kan se, kan vi notere fglger pa forskellige mader:;
enten ved at skrive fglgeleddene op én efter én eller ved at
give en forskrift for den. Der er fordele og ulemper ved beg-
ge metoder. En talfglge har pr. definition uendeligt mange
folgeled og dem kan vi ikke skrive op allesammen, sa dér ma
vi habe at laeseren fanger systemet efter en handfuld led. Til
gengaeld er det ikke alle folger der har en paen forskrift.
Nar man kigger pa en talfglge - uden at have en forskrift
for hele fglgen - kunne man spgrge sig selv "Hvad er mon
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det neeste tal i fglgen?". Det er ikke altid let, og i bund og
grund en umulig opgave at lgse, da en fglge ikke behgver at
have noget system overhoved. Men i dette forlgb vil vi prgve
alligevel og finde veerktgjer til at komme med kvalificerede
bud. o

Sumnotation

Vi kommer i lgbet af dette forlgb til at se summer der er
leengere end vi gider at skrive ud og til det benytter vi en
serlig notation. Nogle af jer har maske stgdt pa den for.

Hvis vi gerne vil notere summen af alle hele tal fra 1 til
n, skriver vi

D k=1+42+43+-+n
k=1

Mere generelt kan vi kigge pa tallene aq,as, ..., a,. Her
vil vi skrive

Zak:a1+a2+---+an.
k=1

Eksempel 1.3. Vi udregner et par eksempler.

2
}:%:J“+T+a2:1+2+4:7
k=0

10
E:k:1+2+3+4+5+6+7+8+9+&0:55

k=1

s Lol u
ko 2 3 16

k=1
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2 Differenser

Differenstabeller

Nar vi kigger pa en fglge, og gerne vil se pa hvordan den
udvikler sig, kan det give rigtig god mening at se pa diffe-
rensen mellem nabo-led i folgen. For eksempel kan vi kigge
pa fglgen

0 1 5 12 22 35...,

ser vi at mellem fgrste og andet led er der et spring pa 1.
Mellem andet og tredje led er der et spring pa 4 og sa videre.
Pa denne made far vi en ny folge, vi kan skrive op under den
oprindelige. Hvis vi ikke ser et klart system her, kan vi gore
det samme pa vores nye fglge. I dette tilfeelle, far vi noget
der ser saledes ud:

0 1 D 12 22 35
1 4 7 10 13
3 3 3 3

Her ser vi et tydeligt system. nederste folge bestar udeluk-
kende af 3-taller. Hvis vi antager at dette fortsaetter, kan
vi regne bagleens og fa at; naeste led i nederste folge bliver
3, neeste led i midterste fglge bliver 13 + 3 og neeste led i
gverste fglge bliver 35 + 13 + 3, altsa 51.

Den type tabel, vi har skrevet op, kaldes en differensta-
bel. Mere generelt, hvis vi har en talfglge f, vil den have
nedenstaende differenstabel.

f(0) f(1) f2)
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Differensoperatoren A

Definition 2.1. Vi definerer (forlaens) differens som

Af(x) = flz +1) = f(z)

Eksempel 2.2. Vi vil gerne finde differensen af funktionen
f(z) = 3z* + 4z + 5.

Af(z) = flz+1) = f(z)
=B@+1)?+4(x+1)+5) — (32° + 42 +5)
=310 +6r+3+4rx+4+5—-32" —4x -5
=6x+7

o

Seetning 2.3 (Regneregler for differeneser). Lad f og g veere
folger og lad ¢ veere en konstant. Der gaelder at

(i) Alef(z)] = cAf(z) (homogenitet)
(i) A[f(x)+ g(z)] = Af(x)+ Ag(z) (additivitet)
(iii) A[f(z)g(x)] = Af(x)-g(x) + f(z +1) - Ag(x)

f)  Af(@)-g(x) - F()- Agla)
V) A = o(@)g(@+ 1)
(

Bevis. Vi beviser regneregel (iii) og overlader de resterende

som opgaver til leeseren.

A(f(x)g(x)) = flz+1)glx+1) — f(x)g(x)
= flr+1)g(x+1) — f(z)g(x
+ flx+1)g(x) — f(z + 1)g(x)

Her har vi faet den gode idé, at leegge leddet f(z+1)g(z) til
og trukket det fra igen umiddelbart efter. Hvis vi nu rykker
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lidt rundt pa vores udtryk, far vi
A(f(x)g(x)) = f(z+ Dg(z) - f(z)g(x)
x

+f( + gz +1) - f(z +1)g()
= (f(a f(2))g(x)

+fx+1)(gx+1) g:L’))
=Af(z) - g(@)+ f(z+1) - Ag().

Bemezrkning 2.4. Af(x) er i sig selv en folge, sa vi kan
bruge differensoperatoren pa Af(z) igen.

Definition 2.5. Vi definerer den n te differens som

A" (@) = A [A" ()]
Bemaerkning 2.6. Vi bemerker at folgen f(z) = 2% har
den ejendommelige egenskab, at A"2% = 27 ligegyldigt hvil-
ket n vi veelger, eftersom

A" =27 97 =2.2" 2" =(2-1)2° =27

Faldende potenser

Definition 2.7. Lad n > 0 veere et naturligt tal. Vi define-
rer den faldende (faktorielle) potens, som

n faktorer
7\

xﬂ:;-(az—l)---(:p—n—i—ﬁ

Eksempel 2.8.

T+ =z
72 =2(r —1) =2~
2 =2(x —1)(r —2) =2° 327 + 20

vt =x(r—1(z —2)(x —3) =az*—62>+ 112> — 62
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Vi kigger nu pa regneregler for disse faldende potenser.
Hvis vi nu ser pa 22 si vil de forste n faktorer na til
(r—n+1), sa derfor starter de sidste m faktorer ved (z —n).

Vi far derved

ntm _ xﬂ( m

x r—n)

Denne regneregel kan vi nu bruge med m = 0 for at definere

22,
2 = 28 — 29z — 0)* = 2%

Ergo ma 2% = 1.
Da vi nu har veerdien for 22, kan vi begynde at definere
faldende potenser for negative n-veerdier.

1=2%=2="" = o7z — (—n))* = 7%z +n)"*

n

Da vi nu ved at x=(z +n)" = 1, far vi at

B 1
R

Seetning 2.9. Der gaelder, at
Alz"] = na™t,
Beuis.
Az = (x + 1)* — 2™

= (v + 1)L — 2"z —n+1)
=((z+1)— (z—n+1))2>t
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3 Kombinatorik

I dette afsnit kommer vi til at teelle forskellige kombinatio-
ner. Til det kommer vi til at introducere nogle nye tal som
fremkommer sa ofte i matematikken at de har faet deres
egne navne.

Permutationer

Det fgrste vi gerne vil teelle er permutationer eller sagt med
andre ord "pa hvor mange mader kan vi tage n objekter og
placere dem i raekkefglge'. Vi kan udregne det ved at taenke
vi har n mader at veelge det fgrste objekt, derefter har vi
n — 1 mader at veelge andet objekt da vi ikke kan veelge
det fgrste igen, sadan fortseetter vi indtil vi kommer til det
sidste valg hvor der kun er én mulighed tilbage.

Definition 3.1 (Fakultet). Produktet af de n forste tal kal-
der vi "n fakultet", og vi skriver

nl=n-(n—1)-(n—2)---3-2-1.
Derudover definerer vi fakultet for n = 0 til at veere 0! = 1.

Eksempel 3.2. Tysklands flag bestar af tre horisontale stri-
ber i hver sin farve: sort, rgd og gul. Hvor mange permuta-
tioner findes der af disse tre farvede striber?

Vi kan starte med at veaelge hvilken farve der skal placeres
gverst i flaget. Hertil har vi tre muligheder. Nu Har vi to
muligheder tilbage for farven i midten og nar de to forste
farve er valgt, er der kun én mulighed tilbage for farven i
bunden.

Ergo har vi 3! =3 -2 -1 = 6 muligheder. o
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Kombinationer

Det naeste vi gerne vil teelle er kombinationer. Ved kombi-
nationer teeller vi hvor mange mader vi kan vaelge k ud af n
objekter og her er vi ligeglade med raekkefglgen af de objek-
ter vi udtager.

Hvis vi ser pa n! skrevet ud,

nl=n-(n—1)(n—k+1) (n—k)21,

Vv vV
k led n —k led

leegger vi meerke til at vi kan udtage k£ objekter med reekke-

folge pa mader. Her har vi bare talt for meget fordi

n!
(n—k)!
hver udtagning af k objekter har k! forskellige rackkefglger.

Vi gnsker at teelle uden rackkefglge sa vi far at antallet at

udtage k objekter ud fra n bliver m
Definition 3.3 (Binomialkoefficient). Antallet af méader at
veelge k ud af n objekter kalder vi binomialkoefficienten, "n

(+)

Bemaerkning 3.4. Bemaerk hvad der sker hvis vi vil veelge

0 ud af n objekter. Husk at 0! = 1 sa (8) = Wi())! = Z—: =1.

Sa vi siger altsa at vi har én made at vaelge ingenting pa.

over k".

Det kan virke lidt tilfeeldigt, men giver god mening nar man
teenker pa det omvendt: Pa hvor mange mader kan vi veelge
n ud af n objekter (og dermed efterlade nul objekter)? Der
har vi netop én made at ggre det pa, nemlig at veelge alle.

Eksempel 3.5. Givet fire objekter A, B, C og D, pa hvor

mange mader kan vi veelge to objekter ud af de fire?

4!

m =6 méder:

Der er netop (3) =

AB, AC, AD, BC, BD, CD.
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Saetning 3.6 (Binomialkoefficient rekursiv). Vi har en al-
ternativ formel for binomialkoefficienten n over k. Hvis vi
vil udregne den rekursivt bliver

n\ (n-—1 n—1
()= G+ ()

Bewvis. Vi skal vaelge k£ ud af n objekter. Lad os fokusere pa
et enkelt objekt og lad os da se pa de to tilfzelde; at objektet
er med i vores udtagning eller objektet ikke er.

Hvis objektet er med, sa mangler vi at veelge k — 1 ud af de
resterende n — 1 objekter. Dette kan ggres pa (Zj) mader.
Alternativt er vores valgte objekt ikke med i udtagningen og
vi skal veelge alle k objekter af de resterende n — 1. Dette
kan ggres pa (”;1) mader.

Summen af disse to muligheder, giver os (Z) ]

Saetning 3.7 (Binomialformlen).

n__.n n n—1 n n—1 n
(@ty) =a"+ ] Ja" Tyt ey

_ ~ (n n—k_ k
> ()
k=1

Saetning 3.8. Vi kan udtrykke den n’te differens som en
sum ved hjezlp af binomialkoefficienter:

A ) = fla - ()

1)f(x+n—1)+---+(—1)”f(x)

no (1) vtsn =

k=
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Stirlingtal

De neeste ting vi kommer til at teelle er lidt mindre oplagte.
Ud af meengde pa n objekter vil vi gerne vide hvor mange
mader de kan indeles i k disjunkte cykler. En cykel er en
periodisk bane af objekter. For eksempel kan vi lave cyklen
(12 3) som er banen fra 1 til 2 til 3 og som derefter gentager
sig fra 1 igen. Bemaerk at den er identisk med cyklen (2 3 1)
samt (3 1 2), men ikke (1 3 2). I en cykel kan samme element
ikke optraede flere gange.

Eksempel 3.9. Givet fire objekter 1, 2, 3 og 4, pa hvor

mange mader kan de indeles i to disjunkte cykler.
(1)(234), (2)(134), (3)(124), (4(123),
(1)(243), 2)(143), 3)(142), (4(132),
12(B4), 1924, (14)23)

Dette kan vi ggre pa 11 mader. )

Definition 3.10 (Stirlingtal af den forste slags). Antallet af
mader vi kan inddele n objekter i k£ disjunkte cykler, kalder
vi Stirlingtal af den forste slags. Vi definerer tallene rekur-

n n—1 n—1
AR
{n} =1 og {Z} =0 for k<O0eller k> n.

n

sivt.

Saetning 3.11. Polynomiet der fremkommer af faldende po-
tenser af x, kan beskrives ved hjeelp af Stirlingtal af forste

slags.

=3 m (—1)"Fah

k=1
Sidst men ikke mindst, vil gerne teelle antallet af mader
vi kan inddele en maengde af n objekter i £ delmaengder.
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Eksempel 3.12. Givet fire objekter, her kortkulgrer, pa
hvor mange mader kan de indeles i to delmaengder?

{#1U{9Q, 0,8}, {QFU{M O, 8} {OIU{N, O &},
(U, OO {#401U{O. &), {4, 0U{0, &},
{#. &} U{O, O}

Dette kan vi ggre pa syv mader. o

Definition 3.13 (Stirlingtal af den anden slags). Antallet
af mader vi kan inddele n objekter i k£ delmaengder, kalder vi
Stirlingtal af den anden slags. Vi definerer disse tal rekursivt.

n| [n-—1 Lk n—1
Ef k-1 ko J’
{n}zl og {n}:O for £ < 0 eller k£ > n.
n k

Saetning 3.14. Vi kan ved hjalp af Stirlingtal af den an-
den slags skabe denne kobling mellem faldende og normale
potenser af x:
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4 Summer

Det er tid til at vende ting lidt pa hovedet. Indtil videre har
vi gennemgéet, hvordan man finder differenser pa neesten
alt, men hvad nu hvis vi kender differensen, kan vi sa finde
tilbage igen?

Ubestemte summer

Lad os starte med at betragte ligningen

hvor vi kender f(z). Kan vi nu finde en funktion F(z) som
opfylder ligningen.
Vi starter med at bemeerke, at

Vi har nu set at der eksisterer lgsninger til ligningen, og
kunne for eksempel vaelge funktionen, hvor F(0) = 0.

Det naeste man kunne spgrge sig selv om er, hvor "unikke"
disse lgsninger er. Hvis vi betragter funktionerne Fi(x) og
Fy(z), som begge opfylder ligningen, ser vi, at

AR (z) = AFy(2) = f(2) - f(2)
AlF(z) — F>(z)] =0
Fi(z) — Fy(x) =C,
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hvor C' er en konstant. Det eneste, som adskiller lgsningerne
til ligningen, er altsa en konstant. En anden made at fortolke
dette pa er vores valg af F'(0) fra for.

Definition 4.1 (Ubestemt sum). En funktion F'(z) som op-
fylder at AF(x) = f(z) kaldes for en antidifferens til f. Med

den ubestemte sum af f betegner vi meengden af funktioner,
som er antidifferens til f

Zf(x)éx =F(z)+C,
hvor C er en konstant.

Seetning 4.2 (Regneregler for summer). Lad f og g veere
folger og lad ¢ veere en konstant. Der gaelder at

(i) Z cf(x)dx = CZ f(z)ox (homogenitet)
(ii) Z flz)+g(z)ox = Z f(z)ox + Zg (additi-

vitet)

(iii) Y f(x)Ag(x) oz = )= Af(x)glz+1)6

Den sidste regel kommer vi ogsa til at referere til som partiel
summation.

Bestemte summer

Seetning 4.3 (Sumregningens hovedsaetning). Lad f og F
veere fplger sdledes at AF(z) = f(z), da geelder

S fyoe = [F)| = Fo) - Fo)

Saetning 4.4.
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Eksempel 4.5. Vi vil gerne beregne folgende sum:

S S
1-2"72-3 99 - 100

Vi starter med at bemeerke, at

98

99 1 1
;k(k+1)zz(k+1)(l€+2)’

k=0

og eftersom
1 =2

@+ D@+2)

sa kan vi udregne summen pa fglgende made

99 99
E =261 = [—x_—l]
0 0
-1 -1 99

100 1 100

Saetning 4.6 (Indskudsregel).

ZZ f(x)dz = ZZ f(x)dx + Zif(x) ox

Eksempel 4.7. Et simpelt sprog som udelukkende bestar
af bogstaverne a og b, har givet betydning til alle ord pa
hgjst 10 bogstaver.
a ja
b nej
aa goddag
ab farvel
ba undskyld
bb tak

aabbab makrel i tomat

bbbbbbbbbb  chokoladekiks
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Hvor mange bogstaver ville vi skulle bruge pa at skrive alle
ord i sproget netop en gang?

Vi starter med at bemeerke at der eksisterer 2 ord af laengde
1, 4 ord af leengde 2 og generelt 2" ord af leengde n. Vi gnsker
altsa at udregne summen

10
ZQk-k:ZTQ”:-xéx
k=1

Ved hjeelp af reglen om partiel summation hvor f(z) = z og
g(x) = 2% ser vi at

Y ow-2or=2-2"=-> 12 ir=(x-22"+C
Altsa er

11 11
S 2 whr = [(x—Q)Q”’CL —9.21 _ (—1).2! = 18434

Vi skal altsa bruge 18.434 bogstaver for at skrive samtlige
ord i det simple sproget. o
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5 Opgaver

Opgave 5.1:
Lav differenstabeller for disse talfglger:

1)0,1,2 3,4,56,7,8,9,10, ...
2)0,1,1,0, -1, -1,0,1, 1,0, =1, —1, ...
3) 0, 1, 4, 10, 20, 35, 56, 84, 120, 165, 220, ...

Opgave 5.2:
Udregn differensen af f(z) = ax? + bx + c.

Opgave 5.3:
Lad n veere et negativt tal. Vis, at Az” = na®=L,

Opgave 5.4:

Bevis at fglgende regneregler holder:

1) A(ef( ) = cAf(x)

2) A(f(z) +g(x)) = Af(2) + Ag(x)
f(x) Af( ) - 9(x) — f(z) - Ag(z)

V@ T sy

Opgave 5.5:

For n > 0 hvad er 02, 0Y og 0=2.

Opgave 5.6:
Produktreglen for differenser siger, at

A(f(z)g(x)) = Af(x) - g(x) + f(z +1) - Ag(z).

Overvej, hvordan denne formel kan veere rigtig, nar ven-
stresiden er symmetrisk med hensyn til f og g, mens hgjre-
siden ikke er?
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ee Opgave 5.7:

rm T
Vis at — .
R ) e

ee Opgave 5.8:

Vis at Alog (f(x)) = log (1 + Aszg))

e Opgave 5.9:
Farvelaeg flagene pa de seks mader vi kan permutere farverne
i Tysklands flag. Se eksempel 3.2.




178

KAPITEL 3. DIFFERENS- OG SUMREGNING

6 Tabeller

Funktion: f(z) Differens: Sum: ) f(z) dz
Af(z)
c 0 cx
ar? — az + 2bx
ar +b a
2
R
" -1 n—1
2 n # nw o
2% 2 2
a.’.l'
a®, a #+ (a—1)a "
H, x=L rH, —x
Fz Fx—l FZ+1
x x x
n n—1 n+1
log(1 + x) log(1 + z=1) log(z!)
cos(ax — §
sin(az), a # 2nmw ZSin(%)acos(a:U + _2<5T(%)2)
3)
(@), 0 £ onm | —2sin(3)sinfars| T2
cos(ax), a # 2nmw sin 2a)sm ax 25 (2)
2

Tabel 3.1: Elementaere funktioner og deres differenser og

summer.
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n\k| 0O 1 2 3 4 5 6 7 8

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 17 21 3 3 21 7 1

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
Tabel 3.2: Pascals trekant - Binomialkoefficienter (Z)
n\ k 1 2 3 4 5 6 7 8

1 1

2 -1 1

3 2 -3 1

4 —6 11 —6 1

5 24 50 35 —10 1

6 |[-120 274 225 8 15 1

7 720 -1764 1624 -735 175 21 1

8 5040 18068 13132 6769 —1960 322 28 1

Tabel 3.3: Stirlingtal af fgrste slags m
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1 1

2 1 1

3 1 3 1

4 1 7 6 1

5 1 15 25 10 1

6 1 31 90 65 15 1

7 1 63 301 350 140 21 1

8 1 127 966 1701 1050 266 28 1

Tabel 3.4: Stirlingtal af anden slags {}}.



Matematisk Logik

1 Hvad er logik?

Logik er det, der ligger forud for matematikken. Vi antager
sa lidt som muligt, og derfra opbygger vi logikken, som er en
slags veerktgjskasse til at udarbejde beviser og definere, hvad
matematik er. I modsaetning til resten af matematikken er
logik bade konsistent og fuldsteendig (hvis du vil leere mere
om, hvad fuldsteendighed betyder i resten af matematikken,
kan du evt. sla "Godels fuldsteendighedssaetninger" op).

Matematisk logik forsgger grundleeggende at bestemme
hvad, der er sandt i matematikken. Men hvordan definerer vi
sandhed? Det kan man fa en leengere diskussion ud af, og vi
vil forholde os naermere til det, nar vi har nogle definitioner
pa plads.

Et udsagn er noget, som enten er sandt eller falskt. Til
at starte med vil vi ikke bekymre os om, hvorvidt udsagn
er sande, men blot hvorvidt de giver mening som udsagn.
Udsagn kan sagtens give mening uden, at de ngdvendigvis
er sande. Altsa adskiller vi udsagn og sandhed. "MatCamp
er sjovt" er et eksempel pa et udsagn (men vi ved selvfglgelig
allerede, at det er sandt!).

Eksempel 1.1. Her er nogle eksempler pa udsagn:
1. Europa er et land.

2.1+1=2
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3.1+1=3
4. 27 er et primtal.
5. v +2=4

Selvom det kun er nummer 2, der er (definitivt) sandt, sa
er de andre fire stadig udsagn! Det femte udsagn kan vi
ikke umiddelbart afggre om er sandt, da dette kraever mere

information. o
Eksempel 1.2. Her er nogle IKKE-eksempler:

1. Hjalte og Hans

2. 7T+8

3. MatCamp

4. S¢g ind pa universitetet

Selvom vi er glade for vores koordinatorer, sa er "Hjalte og
Hans" ikke et udtryk, som kan veere sandt eller falskt, sa
det er ikke et udsagn. Det samme gaelder for de resterende
ikke-eksempler. o
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2 Introduktion til udsagnslogik

Et logisk udsagn bestar af en sammensaetning af logiske sym-
boler. For at kunne introducere resten bliver vi ngdt til at
starte med logiske variable.

Definition 2.1 (Logisk variabel). En logisk variabel er et
bogstav (typisk bruger vi p, ¢ og r), som er en slags reprae-
sentant for et udsagn.

I Eksempel 1.1 kan p veere repraesentant for et vilkarligt
udsagn. Nar vi bruger logiske variable behgver vi ikke at de-
finere pa forhand, hvad en given logisk variabel repraesente-
rer. Faktisk undlader vi typisk at specificere, hvad de enkelte
variable betyder, nar vi arbejder generelt med udsagnslogik.
Vi kan sammenligne det med, at vi opskriver ligninger med
variable a? + b* = ¢? fremfor med tal 3% + 42 = 52, Ved at
bevise ligningen med variable ved vi, at den ogsa galder,
nar vi indsaetter passende tal.

Vi kan nu definere en rackke konnektivsymboler, som er
en slags funktioner, der tager et antal logiske udsagn og ska-
ber et nyt udsagn.

Definition 2.2 (Konnektivsymboler). Konnektivsymboler-
ne definerer vi pa folgende made:

o Negation: (—p) (udtales "non p") betyder "det modsat-
te af p". Med andre ord, hvis p er sand, sa er —p falsk,
og omvendt.

o Konjunktion (og): (p A q) (udtales "p og ¢") er sand,
nar bade p og ¢ er sande. Ellers er det falskt.

o Disjunktion (eller): (pVq) (udtales "p eller ¢") er sand,
hvis p og/eller ¢ er sand. Det er kun falskt, hvis bade
p og q er falske.
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o Implikation: (p — q) (udtales "p medfgrer ¢") betyder,
at hvis p geelder, sa geelder ¢ ogsa. Udsagnet er falskt,
hvis ¢ er falsk og p er sand, ellers er udsagnet sandt.

o Biimplikation: (p <> ¢) (udtales "p er ensbetydende
med ¢") betyder, at p geelder, hvis og kun hvis g ogsa
gaelder. Udsagnet er sandt, hvis p og ¢ enten begge er
sande eller begge er falske, ellers er udsagnet falskt.

Bemarkning 2.3. Bemaerk, at vi bruger parenteser, nar vi
anvender et konnektivsymbol. Dette ggr vi for at sikre, at
udsagnet ikke bliver tvetydigt, nar vi senere hen anvender
flere konnektivsymboler i samme udsagn.

Bemaerk ogsa, at der findes mange flere konnektivsym-
boler end dem, som vi har introduceret her. Dog vil vi ngjes
med at arbejde med dem, som star i Definition 2.2, da alle
andre konnektivsymboler kan konstrueres ud fra disse.

I denne definition har vi brugt sandhedsverdier til at de-
finere konnektivsymbolerne. Vi arbejder med to sandheds-
veerdier: sand (S) og falsk (F). Nogle gange bruger man ogsa
T eller 1 for sand og 0 for falsk. T og F er engelsk for "True"
og "False", hvor 1 og 0 er bingert (altsd computer-sprog).
Vores variable repracsenterer udsagn, som vi ikke har afgjort
om er sande eller falske, men vi kan alligevel beregne sand-
hedsveerdier for sammensatte udsagn ved at indsaette muli-
ge sandhedsveerdier for de variable, der indgar i udsagnet.
Dette ggr vi ved hjeelp af sandhedstabeller. Nedenstaende
sandhedstabel opsummerer ovenstaende definition.
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plal(=p) | Ag | (Ve |P—a) | (peq)
S| S F S S S S
S|F| F F S F F
FI|S S F S S F
FIF| S F F S S

Tabel 4.1: Sandhedstabel for Definition 2.2.

I folgende eksempel oversaetter vi dagligdagssprog til logiske
udsagn.

Eksempel 2.4. Lad p veere udsagnet "jeg er glad" og g veere
udsagnet "solen skinner'. Da kan vi lave fglgende oversaet-
telser mellem dagligdagssprog og logiske udsagn:

—p): "Jeg er ikke glad."

q — p): "Nar solen skinner er jeg glad."

(

e (pAq): "Jeg er glad og solen skinner."
(
(

p <> q): "Jeg er kun glad, néar solen skinner, og solen
skinner kun, nar jeg er glad."
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3 Grammatik

Bare rolig — dette er ikke en dansklektion!

Definition 3.1 (Udtryk). Et udtryk er en sammensaetning
af logiske variable, konnektiver og parenteser. Et udtryk kan
ogsa kaldes en symbolstreng.

Eksempel 3.2. Fglgende er eksempler pa udtryk:
()
* ((gpr
o« =7
« ((=r) =0

Bemeerk, at udsagn ogsa er udtryk, men at det ikke er alle
udtryk, der er udsagn. For eksempel er ((gpr et udtryk, men
ikke et udsagn. o

Selvom vi har snakket en masse om udsagn, sa har vi
endnu ikke defineret det, vi kalder logiske udsagn. Ferst bli-
ver vi dog ngdt til at definere konnektivfunktioner.

Definition 3.3 (Konnektivfunktioner). For hvert konnek-
tivsymbol kan vi definere en konnektivfunktion. Lad o og 3
veere udtryk. Da definerer vi folgende konnektivfunktioner:

. K_(a):=(-a)

e K 8) = (anpB)
. Koo 8) = (aVp)
o Ko (a8) = (a - )

® K<—>(a76) = (O{ A 6)
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Vi kan nu definere logiske udsagn.

Definition 3.4 (Logisk udsagn). Logiske udsagn er udtryk
med felgende ekstra regler:

o Alle logiske variable er logiske udsagn.
o Hvis a og 3 er logiske udsagn, da er fglgende ogsa:

— K_(a)

Fra nu af vil udsagn veaere mere eller mindre synonyme
med logiske udsagn.

Bemaerkning 3.5. Ovenstaende er, hvad man kalder en re-
kursiv definition. Vi har altsa defineret "udgangspunktet' og
dernzest brugt en raekke funktioner til at beskrive, hvordan
man fra ét "niveau' definerer det neeste.

Eksempel 3.6. Vi vil vise, at ((p — ¢) — (—r)) er et logisk
udsagn.

e Da p, q og r er logiske variable, er de specielt logiske
udsagn.

o Da r er et logisk udsagn, sa er K_(r) = (—r) et logisk
udsagn.

« Da p og q er logiske udsagn, sé er K_,(p,q) = (p — q)
et logisk udsagn.

o Per de to ovenstdende, sa er K, ((p — ¢q),(-r)) =
((p — q) = (—r)) et logisk udsagn.
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Man kan ogsa lave alle skridtene pa en gang:

K (K. (p,q),K~(1) = ((p = @) — (=r)).

Bemaerkning 3.7. Her bliver det tydeligt, hvorfor vi bru-
ger parenteser. Hvis vi ikke havde nogle parenteser, ville
udsagnet veere tvetydigt. Dog kan man godt udelade nogle
parenteser. Fglgende konvention beskriver hvilke konnektiv-
symboler, som man anvender fgrst. Dette gor, at vi kan ude-
lade en del parenteser. Konventionen definerer hvilken rack-
kefglge, som man skal laese et logisk udsagn i. I almindelig
regning anvender man for eksempel multiplikation (gange)
for addition (plus). I logik anvendes konnektivsymbolerne i
folgende rackkefolge:

o Negation, —

Konjunktion, A

Disjunktion, V

Implikation, —

Biimplikation, <>

Veer seerligt opmeerksom, nar du fjerner parenteser i et ud-
sagn, der involverer flere implikationer. Nar vi arbejder mere
med sandhed, bliver det tydeligere, hvorfor dette er vigtigt.

Fra nu af vil vi skrive udsagn, sa de indeholder feerrest
mulige parenteser, selvom dette ikke er helt formelt. Nar vi
fjerner alt overflgdigt fra et udsagn, sa kalder vi det ofte et
reduceret udsagn.

Eksempel 3.8. Lad p og g vere logiske variable. Da er
Ko, (Ka(pa),5-(q)) = ((p A q) = (—q)) et logisk udsagn.
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Men kan vi fjerne nogle af parenteserne? Ifglge konventionen
skal vi anvende negation forst. Vi kan altid fjerne parente-
serne rundt om —, da det er det altid er det fgrste vi bruger.
Sa vi kan blot skrive —q. Ifglge konventionen skal vi dernaest
anvende konjunktion, sa vi kan tilsvarende fjerne parenteser
og blot skrive p A ¢. Til sidst skal vi anvende implikation, og
der er kun én implikation, s& vi kan ogsa fjerne de parente-
ser - faktisk kan man altid fjerne de yderste parenteser. Vi
star altsa tilbage med udsagnet p A ¢ — —q.

Der er i princippet ikke nogle regler om, hvorvidt man skal
fjerne s& mange parenteser, som er muligt. S& man kan ogsa
bevare nogle parenteser, hvis man synes, at det er nemmere
at leese. For eksempel kunne vi have ngjes med at fjerne de
yderste parenteser (p A q) — (—q), sa det er nemt og hurtigt
at se, hvad implikationen er imellem. o

Eksempel 3.9. Vi betragter nu K- (Ky(p,q)) = (—(pVq)),
som ogsa er et logisk udsagn. Vi kan igen starte med at
fjerne de parenteser, der hgrer til — — altsa de yderste. Sa
har vi udsagnet —(p V ¢). Men kan vi fjerne det andet saet
parenteser? Hvis vi fjernede dem, ville udsagnet veere =pVyg,
men nar vi fglger konventionen ville dette laeses som "ikke-p
eller ¢" — altsa ((—p) V ¢), hvilket jo ikke er vores originale
udsagn! Derfor kan vi ikke fjerne det andet szt parenteser,
sé vores reducerede udsagn bliver —=(p V q). o
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4 Sandhed

Vi har allerede snakket lidt om sandhed. I dette afsnit vil vi
definere det mere stringent.

Sandhedstabeller

Tidligere gav vi en smagsprgve pa sandhedstabeller. I forbin-
delse med Definition 2.2 opskrev vi fglgende sandhedstabel.

plag|(w) | Ag | (pVye | (p—4q) | (&)
S[s| F S S S S
S|F| F F S F F
FIS| S F S S F
F|[F| S F F S S

Men man kan ogsa lave sandhedstabeller for sammensat-
te udsagn. For at sammensaette udsagn betragter man hver
konnektivfunktion for sig.

Eksempel 4.1. Vi kan nu opskrive sandhedstabellen for
udsagnet i Eksempel 3.8. Vi har her valgt at bevare nogle
af parenteserne for at tydeligggre hvilket konnektivsymbol,
der er fokus pa i den pagaeldende kolonne.

plalpAhg|—q| (pAqg) — (=q)
SIS S F F
S| F F S S
F|S| F | F S
FIF| F | S S
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Eksempel 4.2. Her er et andet eksempel — nu med « og 3
som logiske udsagn! Dette eksempel viser ogsé, at —aV 3 er

"det samme" udsagn som o — . o
al|lpf|-al—-aVi|la—p
S|S| F S S
S|F| F F F
F|S| S S S
F|IF| S S S

Hvis man har tre logiske variable, sa er der selvfglgelig
flere mulige sammensaetninger af sandshedsveerdier. Ved to
variable er der i alt 22 = 4 mulige kombinationer af sand-
hedsvaerdier, hvor der ved tre variable er hele 23 = 8 mulige
kombinationer.

Eksempel 4.3. [ folgende sandhedstabel er der tre logiske

variable. o
plalr|pAg|(pAhg —r
s|s|s| s S
SIS|F| s F
S|F|[S| F S
S|F|F| F S
F|S|S|] F S
F|S|F| F S
F|F|S| F S
F|F|F| F S
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Sandhedsfunktioner

Sandhedstabeller er gode til at f& overblik — iseer i starten,
nar man skal laere at beregne sandhedsvaerdier. For at gore
det mere formelt vil vi nu introducere sandhedsfunktioner.
Hvor man med en sandhedstabel kan se alle mulige sand-
hedsveerdier pa en gang, sa behandler en sandhedsfunktion
kun én mulig sandhedsveerdi af gangen for hver variabel.

Definition 4.4 (Sandhedsfunktion). En sandhedsfunktion
er en funktion v: {logiske variable} — {1,0}. En sandheds-
funktion tildeler altsa hver variabel en bestemt sandheds-
veerdi. Bemeaerk, at vi for hver variabel har to valgmulighe-
der, sa en konkret sandhedsfunktion vil altsa beskrive et valg
af sandhedsveerdi for hver variabel.

Bemaerkning 4.5. I denne definition har vi brugt 1 og 0 i
stedet for S og F. Det bliver meget snart tydeligt, hvorfor vi
har taget dette valg.

Den sandhedsfunktion, som vi lige har defineret, kan
selviglgelig ikke tildele alle udsagn sandhedsveerdier, men
kun de logiske variable. For at kunne tildele en sandheds-
veerdi til alle udsagn vil vi rekursivt definere den udvidede
sandhedsfunktion.

Definition 4.6 (Udvidet sandhedsfunktion). For en givet
sandhedsfunktion v: {logiske variable} — {1,0} er den ud-
videde sandhedsfunktion v: {logiske udsagn} — {1,0} defi-
neret pa folgende made.

« Lad p vaere en logisk variabel. Da er 7(p) = v(p).
o Lad a og [ veere logiske udsagn. Da er

=0 ((na)) =1-7(a);

— 0 ((aAB)) =min{v(a),v(B)};
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—7((aVB)) =max{v(a),v(p)};
— 7 ((a = B) =7(((~a) V B));
— (e B)=7(((a = B)A (B — ).

Bemaerkning 4.7. Fglgende er veerd at bide meerke i, nar
man leeser definitionen:

o Funktionen min udveelger den mindste veerdi, og funk-
tionen max udveelger den stgrste veerdi.

o I Eksempel 4.2 viser vi, at @« — 5 og —a V 3 er "det
samme" udsagn, hvilket hjeelper, nar vi skal definere

.

o Faktisk er a <+ § det samme som, at bade o — 3 og
b — « geelder! At vise at dette geelder, er formaélet
med Opgave 8.9.

Eksempel 4.8. Vi betragter nu udsagnet

(pAq) =

I Eksempel 4.3 fandt vi udsagnets mulige sandhedsveerdier
ved hjalp af en sandhedstabel. Vi vil nu finde nogle mulige
sandhedsvaerdier ved hjeelp af de udvidede sandhedsfunktio-
ner. Lad v1(p) =1, v1(q) = 0 og v1(r) = 1. Da er

71 ((p A q)) = min {77 (p) ;01 (¢)} = min{1,0} =0,
n((=(pAg) =1-71((pAg)=1-0=1

Altsa er

71 ((=(pAg)) V)
= max{71((=(p A q))), T1(r)}
max{1,1} =1,

7 (((pAgq) — 1))
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hvilket stemmer overens med vores sandhedstabel i det tid-
ligere eksempel. Vi vil nu definere en ny sandhedsfunktion.
Lad va(p) =1, v2(q) = 1 og va(r) = 0. Da er

72 ((p A ) = min {v3 (p) 02 (¢)} = min{1,1} = 1,

B((-(pAg))=1-T((pAg)=1-1=0.

Altsa er

B ((pAg) = 1) =12 ((((pAq) VT))
ax{T2((=(p A q))), 72(r)}

som ogsa er det, vi far fra sandhedstabellen! o

Proposition 4.9. De udvidede sandhedsfunktioner giver
samme sandhedsveerdier, som ved beregning med en sand-
hedstabel. Formelt siger vi, at sandhedsvaerdien er entydigt
bestemt.

Normalt ville vi straks bevise vores seetning, men dette
krezever en bevismetode (logisk induktion), som vi endnu ikke
er naet til. S& I ma vente i spaending!

Som I kan se, bruger vi de udvidede sandhedsfunktioner
til at definere sandhed og at vise gyldigheden af sandhedsta-
beller. Vi kan ogsa bruge dem i beviser, men i mere konkrete
tilfeelde vil man oftest bruge sandhedstabeller, da de giver
et bedre overblik. Den primeere grund til at introducere dem
er altsa at gge formaliteten.

Tautologier

Er det interessant at betragte udsagn, som altid er sande?
Umiddelbart kunne man tro, at svaret var nej. Men denne
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slags udsagn viser sig at veere vigtige for at bekreefte, at
vores bevismetoder er gyldige.

Definition 4.10 (Tautologi). En tautologi er et logisk ud-
sagn, som altid er sandt. Mere formelt er det et udsagn «,
hvor 7(a) = 1 for alle udvidede sandhedsfunktioner .

Eksempel 4.11. Betragt udsagnet —=pVp. Da er der to muli-
ge sandhedsfunktioner vy og vy, hvor vg(p) = 0 og v1(p) = 1.
Da er 7y(—p V p) = max{y(—p),vo(p)} = max{l — 0,0} =1
og Ti(—-p V p) = max{v1(—p),v1(p)} = max{l — 1,1} = 1.
Altsa er 7(—pV p) =1 for alle udvidede sandhedsfunktioner
v, hvorfor —p V p er en tautologi. o

Eksempel 4.12. Betragt udsagnet p — p. Da er der to mu-
lige sandhedsfunktioner vy og vy, hvor vg(p) = 0 og vi(p) =
1. Da er vg(p — p) = Wo(-pVp) = 1o0gvi(p = p) =
v1(—p V p) = 1, ifelge Eksempel 4.11. Sa v(p — p) = 1 for
alle udvidede sandhedsfunktioner v, hvorfor p — p er en
tautologi. o

Nu hvor vi forstar tautologier, kan vi definere logisk
aekvivalens.

Definition 4.13 (Logisk ekvivalens). Lad « og (3 vaere lo-
giske udsagn. Da er a og 3 logisk akvivalente, hvis a <>
er en tautologi. Hvis a og (8 er logisk ackvivalente, sa skriver
via = 0.

Eksempel 4.14. Fglgende er en samling af logiske sekviva-
lenser, hvilket bevises i Opgave 8.13.

1. Associative love:

(pAg)AT)=(pA(gAT)).
(pvgVvr)=(pVigVvr)).
(P g er)=@o(@on).
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2. Distributive love:
(pA(gvr)=(pAgV(pAT)).

(pVignr)=((pVa ApVr)).

3. Negationer:

(ﬂgp ©q))
4. De Morgans lov:
(=(pAg)) = ((=p) V (—9)).
(=(pV ) = ((=p) A (—q))-
5. Andre:
« Kontraposition:
(p = q) = (=) = (=p)).
« Erstatning:

(pAg)—=r)={@—=(q—7)).
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5 Beviser - hvorfor virker de?

I har set en rackke forskellige bevismetoder, men hvorfor
virker disse metoder rent faktisk? For at kunne ga i gang med
at vise bevismetodernes gyldighed skal vi forst formalisere
konceptet deduktion. Vi starter med fglgende definition.

Definition 5.1 (Tautologisk konsekvens). Lad 7, ... v,
veere logiske udsagn, hvor n € Ny. Hvis a er sand, nar alle
Y1, - -, Yn €r sande, sa siger vi, at « er en tautologisk konse-
kvens af {v1, ..., }. Dette skrives

{’yla s 7771} Fa.

Man kan nu passende spgrge, hvad dette dog har med
tautologier at ggre. Heldigvis skal vi allerede bruge tautolo-
gier!

Saetning 5.2. Hvisn > 1, da er a en tautologisk konsekvens
af {71,..., 7}, hvis og kun hvis

(A Ag) = a

er en tautologi. Hvis n = 0, da er a en tautologisk konse-
kvens af {71, ...,7.} = 0, hvis og kun hvis « er en tautologi.

Bewvis. Vi vil fgrst vise resultatet for n > 1.
=: Antag, at {71,..., 7.} F a. Da er der to muligheder:

o Der findes et i, hvor ; er falsk. Da er vy A - A7y, ogsa
falskt, sa (1 A -+ Avn) — a er sandt.

o For alle i er 7; sand. Da er v; A --- A 7, ogsa sandt,
og «a er sand per antagelsen, sa (v A---A7,) — aer
sandt.

Altsa er (73 A -+ Avy,) — « en tautologi.
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<: Antag, at (71 A--- A,) — « er en tautologi. Da er
« sand, nar +; er sand for alle 7. Altsa er {y1,..., 7.} F a.

Vi vil nu vise, at resultatet ogsa geaelder for n = 0. Da
er {71,...,7.} = 0. Antag, at {71,...,7%} F «a. Dette er
ensbetydende med () F «, hvilket er sandt, hvis og kun hvis
a i sig selv en tautologi. |

Eksempel 5.3. Lad p, q og r veere logiske variable, og lad
~1 veere udsagnet p — ¢, 72 veere udsagnet ¢ — r og « veere
udsagnet p — r. Vi vil vise, at {71,72} F . Vi starter med
at lave en sandhedstabel.

Plag|T | M|l AR—a
S|{S|S|S|S|S S
S|S|F|S|F|F S
S|F|S|F|S|S S
S|F|F|F|S|F S
F|S|S|S|S|S S
FI|S|F|S|F|S S
FIF|S|S|S|S S
FIFIF|S|S]|S S

Fra sandhedstabellen kan vi se, at 77 A 79 — « er en tauto-
logi. Da har vi, at {v1,72} F «, jeevnfor Szetning 5.2. o

Vi startede med at sige, at vi ville formalisere deduktion,
hvilket vi nu ogsa er naet til. En deduktion er en liste af
logiske udsagn, hvor hver ny linje enten er en tautologi eller
folger fra de tidligere linjer ved hjeelp af Modus Ponens, som
vi nu vil definere og vise ikke er noget vrgvl.

Definition 5.4 (Modus Ponens). Lad a og  veere udsagn.
Hvis a og a — B begge er sande, da siger Modus Ponens,



5. BEVISER - HVORFOR VIRKER DE? 199

at (8 er sand. Dette skrives pa folgende made:

(e}
a—p

s

Bemaerkning 5.5. Modus Ponens "giver mening" (og kan
dermed anvendes i en deduktion), da {«a,a — S} E 5. Alt-
sa stemmer deduktioner og tautologiske konsekvenser fint
overens.

I de folgende afsnit vil vi gerne vise, at nogle bestemte
bevismetoder er gyldige. Med hvad vi nu ved om deduktion
og Modus Ponens, kan vi konkludere, at en bevismetode er
gyldig, hvis den kan skrives som en tautologisk konsekvens
eller i sig selv er en tautologi.

Direkte bevis

Et direkte bevis er et bevis, hvor vi antager « og viser  ved
hjeelp af en reekke deduktioner. Med logiske symboler kan vi
skrive dette som a — f3.

Saetning 5.6. Lad vy,...,7,,0 og B veere udsagn. Hvis
{7,y m,a} BB, davil {y,... v} EFa— 5.

Bevis. Lad 71, ...,V og B veere udsagn. Antag, at

{7, e} E B Daer (yyA--- Ay, Aa) — 3 er en tauto-
logi, jeevnfer Seetning 5.2. Ligeledes har vi, at {v1,..., 7.} F
a — [ er ensbetydende med, at (1 A---Av,) = (a0 = ) er
en tautologi. Altsa kan vi lave fglgende deduktion ved hjaelp
af Modus Ponens.

(MA-AyAa)—= B
(A AmAa) = B) = (mAAyw) = (= B))
(MAA) = (= B)
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Altsa er (1 A+ Ay,) — (o — ) sandt, hvilket er ens-
betydende med, at {vi,..., 7.} F a — [, som var det, vi
gnskede at vise. [ |

Kontraposition

En anden bevismetode er bevis ved kontraposition. Hvis vi
gerne vil vise, at a — [, sa er det tilstraekkeligt at vise, at
-8 — —a. Vi vil nu gennemga et eksempel pa et simpelt
kontrapositionsbevis.

Proposition 5.7. Hvis 22 er ulige, sa er x ulige.

Bewvis. Vi vil gerne bruge kontraposition. Det kontraponere-
de udsagn er: Hvis z er lige, s& er z? lige.

Hvis z er lige, da findes n € Z, s& x = 2n. Da vil 2% =
(2n)? = 2(2n?). Altsé er 2% ogsa lige. Per kontraposition har

2

vi nu vist, at hvis x* er ulige, sa er x ulige. |

Bevismetoden kontraposition kan omskrives til udsagnet
((A— B) < ((-B) = (—A))), som vi nu viser er en tauto-
logi, sa bevismetoden er gyldig.

Satning 5.8 (Kontraposition). (A — B) < ((-B) —
(mA))) er en tautologi.

Bevis. Se Opgave 8.15. |

Modstrid

I har allerede tidligere set modstridsbeviser. Hvis man gerne
vil bevise v ved hjeelp af et modstridsbevis, sa antager man
-« og viser dernaest, at bade 5 og = er sande, hvor 5 faktisk
kan veere et vilkarligt udsagn!

Saetning 5.9 (Modstrid). (ma — (8 A =) — « er en
tautologi.
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Bevis. Se Opgave 8.17. ]

Eksempel 5.10. I introduktionsforlgbet sa vi et modstrid-
bevis i Eksempel 3.7. Vi vil nu vise, at dette bevis faktisk er
gyldigt.

Lad udsagnet a veere "v/2 kan ikke skrives som en ufor-
kortelig brok". I beviset antager vi, at v/2 kan skrives som
en uforkortelig brgk §’ altsa at —a er sand. Derefter laves
folgende deduktioner:

NG

9 —

3

Frre il

P
7
2% = p?
p er lige
p=2-mforetmeZ
(2-m)

e
q2:2m2

9 —

q er lige
g=2-nforetneZ

2
Vo=
2n

b er ikke en uforkotelig brgk.
4q

!

Vi har i denne deduktion vist, at ma — «, men vi ved ogsa,
at det altid er tilfeeldet, at —a — —a. Det vil altsa sige at
- — (a A —a), hvilket per Seetning 5.9 medforer at « er
sand, altsa at /2 ikke kan skrives som en uforkortelig brok.

o

Eksempel 5.11. Vi vil nu bevise en anden satning med et
modstridsbevis. Vi minder os selv om, at et primtal p € N
er et tal stgrre end 1, som kun kan deles med 1 og p.
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Vi vil bevise at alle naturlige tal stgrre end 1 kan skrives
som et unikt produkt af primtal op til permutation. Denne
saetning kaldes Aritmetikkens fundemantalsaetning.

Bewvis. Vi vil undlade at vise at alle tal kan skrives som
et produkt af primtal, og ngjes med at vise unikhed.

Lad udsagnet « veere "Alle tal kan skrives som et unikt
produkt af primtal". Dermed vil =« veere "Der findes ét tal,
som kan skrives som to forskellige produkter af primtal".

Lad nu S veere udsagnet "Der findes ét mindste tal s € N,
som kan skrives som to forskellige produkter af primtal". Det
er klart at ~a medforer 3, altsa at

Prepac e Pmn=5=q G Gn

Vi ved at for alle 7,5 at p; # ¢;, da s ellers ikke ville veere
det mindste tal med to forskellige primtalsfaktoriseringer.
Vi ved nu at p; < ¢ eller ¢ < p;. Lad os antage at p; <
guoglad P =py-----pnog Q = qs- - qy Siden at
s = ;P = ¢1Q samt at p; < ¢¢ ma P > (. Derfor ma
s—pQ = (g1 —p1)Q = p1(P — Q) < s. Eftersom s er det
mindste tal uden unik primtalsfaktorisering, ma (q; — p1)@
have unik primtalsfaktorisering. Da p; er en faktor i p;(P —
Q) = (1 — p1)Q ma p; veere en faktor i enten ¢; — py eller
i Q. Vi ved at p; ikke deler ¢;, og dermed kan p; ikke dele
¢1 —p1- Dermed ma p dele Q. Men Q) = g2+ - - @, 0g D1 # ¢;
for alle j. Dermed kan @) ikke unikt primtalsfaktoriseres, og
eftersom () < s medfgrer dette = B.

Vi har dermed at —a — (6 A =), hvilket betyder at «
er sand. o
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6 Logisk induktion

Saetning 6.1 (Princippet om logisk induktion). Lad B =
{p1, p2, ...} veere meengden af logiske variable,

F={K., K\, Ky, K, K.} veere meengden af konnektiv-
funktioner og S = {a1, ag,...} vere maengden af udsagn.
Lad C' C S. Da siger induktionsprincippet, at hvis

e« BCC(C,og
o (' er lukket under funktionerne i F',
daer C=S9.

Bevis. Vi har antaget, at C' C S, sa vi skal kun vise den
anden inklusion. Lad a € S. Da indgar der et endeligt antal
logiske variable, py,....p,, i a. Ifglge Definition 3.4 er a da
resultatet af et endeligt antal konnektivfunktioner, anvendt
et endeligt antal gange med udgangspunkt i py,...,p.. Da
P1,--.,pr € Cog C er lukket under alle konnektivfunktioner,
dama aeC. Altsaer C' = 5. ]

Det normale induktionsprincip har bade en induktions-
start og et induktionsskridt. I logisk induktion er vores in-
duktionsstart at vise, at B C (', og vores induktionsskridt
er at vise, at C er lukket under funktionerne i F'.

Vi vil nu give et eksempel, hvor man bruger logisk in-
duktion.

Eksempel 6.2. Lad
C = {a es ’ a har lige mange l|(u og ,,),,}.

Induktionsstart: Vi skal vise, at B C C'. Da B udelukkende
bestar af logiske variable p, som ikke har nogen parenteser,

er der specielt lige mange hgjre- og venstreparenteser. Sa
B CC.
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Induktionsskridt: Lad «,8 € C. Lad H, og V, vere an-
tallet af henholdsvis hgjre- og venstreparenteser i . Tilsva-
rende defineres Hg og Vj3 for 5. Da o, € C, sa er H, =V,
og Hg = Vj.

Ved anvendelse af K_ pa a bliver antallet af hgjreparenteser

i det nye udtryk H, + 1, og antallet af venstreparenteser
bliver V,+1. Da H,+1 =V, +1, sa er C' lukket under K_.
Ved anvendelse af K, hvor [ er et binaert konnektivsymbol,
pa « og [ bliver antallet af hgjreparenteser i det nye udtryk
H,+Hg+1, og antallet af venstreparenteser bliver V,+V3+1.
Da H,+ Hz+1=V,+ Vz+1, sd er C lukket under Kp.
Altsa er C' lukket under funktionerne i F', hvilket viser in-
duktionsskridtet.

Da har vi per princippet om logisk induktion, at C'= §.
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7 Matematikkens problemer

Som matematiker bgr man speérge sig selv om, hvad mate-
matik er for noget. Det er ikke et let sporgsmal at besvare,
og matematikere har diskuteret dette sporgsmal siden det
gamle Graekenland. Maengdelaeren, som kom til i 1870’erne,
har gjort os i stand til at konstruere matematikken stringent.
Der opstar dog nogle serigse problemer, nar vi konstruerer
matematikken - ligemeget om man bruger maengdelzere eller
noget andet til dette. Disse problemer er sa fundamentale,
at de altid vil opsta i vores matematik. I et logikforlgb som
dette er det derfor naturligt at adressere disse problemer.
Forst skal vi dog danne os en (overfladisk) ide om, hvordan
matematikken er konstrueret.
Vi vil konstruere matematikken i tre trin:

1. Propositionel logik
2. Praedikatlogik
3. Aksiomer

Definition 7.1 (Propositionel logik). Propositionel logik
(ogsa kaldet 0.-ordens logik) er alt logik defineret i dette
kapitel. Det vil sige omradet af matematik, der arbejder med
logiske udsagn bygget op af logiske variable p, ¢, r,... og
konnektiver -, A, V, — og <.

I det neeste trin vil vi udvide propositionel logik, hvilket
vi ggr ved at definere praedikatlogik. Det er ikke vigtigt at
kunne forsta praedikatlogik for at kunne forsta resten af af-
snittet, men hvis man vil kunne forsta det, bgr man lave
projektet om konstruktionen af Z.

Det vigtigste at tage med fra fglgende definition er, at
praedikatslogik er en form for udvidelse af den logik, som vi
har arbejdet med indtil videre.
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Definition 7.2. Praedikatlogik Predikatslogik (ogsa kaldet
1.-ordens logik) udvider propositionel logik ved fgrst og frem-
mest at bygge et sprog op, der erstatter de logiske variable.
Dernaest tilfgjer preedikatslogikken brugen af kvantorer V og
3, som I ogsa stgdte pa i introduktionsforlgbet.

Husk fra Afsnit 5, at man viser, at udsagnet ¢ er sandt,
ved at vise, at udsagnene p og (p — ¢) er sande. Vi kan nu
sporge, hvordan vi ved, at p er sandt. Vi kan vise, at p er
sandt, ved at vise, at udsagnene r og (r — p) er sande. Vi
kan nu sperge, hvordan vi ved, at r er sandt, og sadan kan
vi fortseette for evigt.

I matematikken har vi derfor brug for nogle grundan-
tagelser - nogle antagelser, der er sa abenlyse, at vi ikke
kan bevise dem. Disse antagelser kalder vi for aksiomer, og
der er kun ti aksiomer for meengdelseren og dermed for he-
le matematikken. Disse aksiomer er defineret ved brugen af
praedikatlogik, hvilket er grunden til, at vi interesserer os for
matematisk logik.

Definition 7.3 (Matematik). Matematik er alt det, der kan
bevises, nar vi antager de ti aksiomer for meengdelaeren.

Bemaerkning 7.4. De forste ni aksiomer kaldes Zermelo-
Fraenkels aksiomssystem (forkortes ZF). De er opkaldt ef-
ter Ernst Zermelo og Abraham Fraenkel. Det tiende aksiom
er udvalgsaksiomet (pa engelsk "axiom of choice"), som er
meget kontroversielt. Det er derfor forst langt senere i hi-
storien, at vi accepterede udvalgsaksiomet og opdaterede
vores aksiomssystem til Zermelo-Fraenkel-Choice aksioms-
systemet (forkortes ZFC).



7. MATEMATIKKENS PROBLEMER 207

Eksempel 7.5. Vi har ikke mulighed for at definere alle ti
aksiomer her, men vi kan godt definere de fgrste to.

0.

Eksistensaksiomet: A [A = A]

Dette betyder, at der eksisterer en maengde A séledes,
at A = A. Da alle maengder er lig med sig selv, betyder
aksiomet reelt, at der eksisterer mindst én maengde.

. Udvidelsesaksiomet:

VAVB (VC (C € A<~ Ce B)— [A=B])

Aksiomet siger folgende: Givet to meengder A og B,
sa gaelder det for alle maengder C, at C' € A, hvis
og kun hvis C € B, medfgrer, at A = B. Altsa, at
to meengder A og B er ens, hvis og kun hvis de har
preecis de samme elementer.

o

I starten af det 20. arhundrede stillede David Hilbert tre
store spgrgsmal om matematikken:

1.

2.

3.

Er matematikken fuldsteendig? (Med andre ord, har
alle matematiske udsagn en sandhedsveerdi?)

Er der nogle inkonsistenser i matematikken?

Kan alle sande udsagn bevises?

Kurt Godel fandt svaret pa det fgrste spgrgsmal. Han fandt
ud af, at matematikken ikke er fuldsteendig. Det vil sige,

at der er matematiske spgrgsmal, der hverken er sande eller

falske. Godel viste endda, at vi aldrig vil kunne lave et ak-
siomssystem, der kan beskrive aritmetikken, som samtidig

er fuldsteendigt. Vi har sidenhen fundet eksempler pa dette.
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Eksempel 7.6. Vi siger, at to meengder er lige store, hvis
der findes en bijektiv funktion imellem dem. For eksempel
er N og 2N lige store. Vi har nemlig den bijektive funktion
f(n): N — 2N givet ved f(n) = 2n. Andre eksempler pa
meengder af samme stgrrelse er N, Z og Q. Dog er der ikke
bijektioner mellem alle maengder. Ligegyldigt hvor meget
man prgver, kan man ikke finde en bijektiv funktion g: N —
R. Altsa er N mindre end R.

Nu kan vi stille fglgende spgrgsméal: Er der en maengde
M, som er stgrre end N, men mindre end R? Dette er kon-
tinuumshypotesen, og vi ved med sikkerhed, at den ikke har
nogen sandhedsvaerdi. o

Eksempel 7.7. Udvalgsaksiomet er et andet eksempel pa et
udsagn, som ikke har en sandhedsvaerdi i ZF. Dette betyder,
at ZFC er inkonsistent, hvis og kun hvis ZF er inkonsistent.
Det var opdagelsen af dette, som tillod udvalgsaksiomet at
blive en af vores ti accepterede aksiomer. o

Det naeste sporgsmal er, hvorvidt matematikken er konsi-
stent. Altsa, hvorvidt den er foruden modstrid. Det vil veere
virkelig skidt, hvis ZFC har en modstrid. For hvis der fin-
des en modstrid, da vil alle matematiske udsagn vaere bade
sande og falske pa samme tid.

Saetning 7.8. Lad ¢ veere et vilkarligt matematisk udsagn.
Hvis der findes en modstrid i matematikken, sa er bade ¢
og — sande.

Bevis. Lad 1 veere en modstrid i matematikken, altsa lad
bade 1 og =) veere sande. Lad ¢ veere et vilkarligt udsagn.
Da 9 er sand, ved vi, at = — 1 er sandt. Vi kan nu kon-
traponere udsagnet og fa =1 — ¢. Men da — er sandt og
—) — @ er sandt ved vi, at ¢ ogsa er sand. Ligeledes kan vi
bevise, at =@ er sandt. |



7. MATEMATIKKENS PROBLEMER 209

Vi har nu vist, hvorfor det vil veere katastrofalt, hvis
der er en modstrid i matematikken. Problemet er, at Godel
beviste, at vi aldrig vil kunne lave et aksiomssystem, der
kan beskrive aritmetikken, og hvor vi samtidig kan sikre
konsistens.

Det sidste spgrgsmal er, hvorvidt der findes sande ud-
sagn, som ikke kan bevises. Desveerre beviste Alan Turing,
at med et aksiomssystem, der er steerkt nok til at beskrive
aritmetikken, eksisterer der sande udsagn, som ikke kan be-
vises. Vi har en masse bergmte ulgste problemer, som Gold-
bachs formodning, tvillingeprimtalformodningen og mange
andre, der sandsynligvis er sande, men som maske aldrig
kan bevises.

Til slut kan vi konkludere, at der er udsagn, som mate-
matikken ikke kan sige noget om, sande udsagn, som aldrig
kan bevises, og veerst af alt er den matematik vi har arbejdet
med de sidste 150 ar maske fuldsteendig ubrugelig.

Den eneste gode nyhed er, at bade propositionel logik
og praedikatlogik ikke kan konstruere aritmetikken og derfor
ikke har samme problemer. Faktisk er disse logiske systemer
bade fuldsteendige og konsistente, og alle sande udsagn kan
bevises. Sa matematisk logik er altsa det eneste matematik
med et sikkert grundlag.
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8 Opgaver

Opgave 8.1:
Afggr hvorvidt fglgende er udsagn.

1) Matematik camp afholdes pa manen.

2) Hvad hedder vores koordinatorer?

3) 3+11=14

4) 75+25

5) Der er 76440 tegn i denne matematikbog.

Opgave 8.2:
Hvad vil (p V q) betyde i Eksempel 2.47

Opgave 8.3:
Omskriv fglgende til logiske udsagn. Husk, at du kan ggre
brug af variable.

1) Hjalte er ikke nattevagt.
2) Nér jeg vander haven springer blomster ud.

3) Et naturligt tal n er lige hvis og kun hvis n har 2 som en
divisor.

4) Tallet 4 er bade et lige og et ulige tal.

5) Mindst en af folgende er sandt: Koordinatorne holder
mgde. Koordinatorene sover.

Opgave 8.4:
Omskriv fglgende logiske udsagn til dagligdagssprog.

1) (pV q), hvor p er "Jeg har laest lektier" og ¢ er "Jeg har
ikke leest lektier".

2) (p <> q), hvor p er "Jeg far julegaver" og ¢ er "Det er jul".

3) (—p), hvor p er "Jeg er pa fysikcamp'.
4) (¢ A p), hvor p er "Jeg er pa matematik camp" og ¢ er
"Jeg er glad".
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Grammatik

Opgave 8.5:

Hvilke af fglgende udtryk er logiske udsagn? Begrund dit
svar.

1) (pa)

2) (¢ — p)

3) (p—>aq—r)

4) )q(

5) q A p(

6) (pAq)Vaq)

Opgave 8.6:
Brug konnektivfunktioner K til at vise at folgende udtryk
er logiske udsagn.

1) ((pvaq) —r)

2) (=(p + q))

3) p—=(g—r))
4) (=(=(=(rV9)))

Opgave 8.7:
Find pa nogle udsagn som p, g og r repraesenterer og oversaet
de logiske udsagn fra den forrige opgave til dagligdagssprog.

Opgave 8.8:
Hvilke parenteser kan fjernes i Eksempel 3.6 uden at en-
dre betydningen af udsagnet? Anvend konventionen fra Be-
meerkning 3.7.
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Sandhed

Opgave 8.9:

Vis med en sandhedstabel, at a <+ 3 er det samme som, at
bade a« — 3 og f — « geelder. Altsa, at a <> § har samme
sandhedstabel som (a — ) A (8 — «).

Opgave 8.10:

Vis ved brug af sandhedsfunktioner, at —aV f og o — [ er
logisk ackvivalente. [Hint: Sammenlign dine sandhedsveerdier
med sandhedstabellen i Eksempel 4.1.]

Opgave 8.11:

Konstruer resten af de logiske konnektivsymboler kun ved
brug af = og —. [Hint: Skriv et udsagn «, som du tror er
sekvivalent med Kn(p,q), og tjek derneest, at a = Kn(p,q).
Se Definition 4.6 for inspiration.|

Opgave 8.12:

Hvis vi kun ma veelge to konnektivsymboler, hvilke kombi-
nationer kan vi sa ngjes med for stadig at kunne konstruere
de resterende? Er der et konnektivsymbol, som vi ikke kan
undvaere?

Opgave 8.13:

Bevis, at fglgende faktisk er logiske sekvivalenser.

[Hint: Overvej i hvert tilfeelde om sandhedsfunktioner eller
sandhedstabeller er nemmest.|

1. Associative love:
(pAg)AT)=(pA(gAT)).

(kv Vvr)=(pVigVvr)).

(p < (g ).

(p<rq) <)
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2. Distributive love:
(pA(gvr)=(pAgV(pAT)).

(pVignAr)=((pVa ApVrT)).

3. Negationer:

(ﬂgp ©q))
4. De Morgans lov:
(= A @) = ((=p) V (=q))-
(=(pV ) = ((=p) A (—q))-
5. Andre:
« Kontraposition:
(p = q) = ((-g) = (=p)).
« Erstatning:

(pAg)—=r)={@—(qg—7)).
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Beviser

Opgave 8.14:
Vis, at Bemeaerkning 5.5 er sandt.

Opgave 8.15:
Bevis Seetning 5.8. [Hint: Lav en sandhedstabel.|

Opgave 8.16:

Brug kontraposition til at bevise fglgende udsagn: "Jeg er et
menneske, sé jeg er ikke en fisk". [Hint: Prov at bruge udsag-
net "jeg har ikke lunger" i lgbet af beviset. Snak eventuelt
beviset igennem med hinanden.]

Opgave 8.17:
Bevis Saetning 5.9. [Hint: Lav en sandhedstabel.]

Logisk induktion

Opgave 8.18:
Brug logisk induktion til at vise, at alle logiske udsagn har
endeligt mange symboler.

Opgave 8.19:
Brug logisk induktion til at vise, at de eneste logiske udsagn
uden parenteser er logiske variable, nar vi ikke udelader no-
gen parenteser.

Opgave 8.20:

Brug logisk induktion til at vise, at der er dobbelt s& man-
ge parenteser som konnektiv symboler, nar vi ikke udelader
nogen parenteser.

Opgave 8.21:
Bevis Proposition 4.9.



n’te differens, 165

additiv invers for
matrixaddition,
99

additivitet (ubestemte
summer), 173

afbildning, Se funktion

afstand, 56

aksiomer, 206

antidifferens, 173

associativitet for
matrixaddition,
98

associativitet for matrix-
multiplikation,
102

bestemt sum, 173
bevis, 12
aksiom, 12
direkte, 13, 199
induktionsbevis, 15
kontraposition, 200
modstrid, 200
modstridsbevis, 14
slutning, 12

215

Indeks

biimplikation, 184
binomial
formel, 169
koefficient, 168
rekursiv, 169
bipartition, 47
brgk, Se rationelle tal

cykel, 170

determinanten, 117
diagonaliserbar, 132
diagonalisering, 127
diagonalmatrix, 127, 132
differens, 163

n’te, 165

forleens, 164
differensoperator, 164
differenstabel, 163
disjunktion (eller), 183
distributiv lov for

matricer, 103

Djikstra’s algoritme, 59

egenvektor, 127
egenveerdi, 127
eksistens, Se kvantor
eksponentialmatrix, 138
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elementeaere
reekkeoperationer,
106

eller, Se disjunktion

fakultet, 167
faldende (faktorielle)
potens, 165
farvelaegning, 52
k-farves, 53
Fibonacci-tal, 149
for alle, Se kvantor
forleens differens, 164
funktion, 18
bijektiv, 22
billede, 19
definitionsmeengde, 19
injektiv, 20
ikke-injektiv, 21
surjektiv, 21
urbillede, 19
veldefineret, 18
veerdimeengde, 19
folgeled, 161

Gauss-Jordan elimination,
108

graf, 29
kant, 29
knude, 29
sammenhaengende, 34
simpel graf, 35
todelt, 47

den gradige algoritme, 56

heltal, 3

homogene systemer, 115

homogenitet (ubestemte
summer), 173

identitetsmatricen, 97
implikation, 184
indgang (matrix), 95
indgang (vektor), 92
indskudsregel (bestemte
summer), 174

induktionsprincippet, 203
inkonsistent system, 111
intensitet, 136
interval, 5

lukket, 5

abent, 5
invers matrix, 116
inversionsalgoritmen, 118
invertibel matrix, 116

kant, 29
karakteristisk
polynomium, 128
kartesisk produkt, Se
mangde
klike, 43
kliketallet, 45
knude, 29
isoleret knude, 31
naboknuder, 30
koefficientmatrix, 105
kombination, 168
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kommutativitet for
matrixaddition,
99
komplement, 42
komplementaermaengde,
Se
maengdeoperation
komplet graf, 35
konjunktion (og), 183
konnektivfunktion, 186
konnektivsymboler, 183
konsistent system, 111
kreds, 32
kredsgraf, 36
kromatisk tal, 53
kvadratisk form, 148
kvantor, 17
3!, Se unik eksistens
d, Se eksistens
V, Se for alle

ligger i, 4

lineaere ligninger, 104
logisk udsagn, 11, 187
logisk variabel, 183
logisk aekvivalens, 195
lpkke, 30

matrix, 95
matrix-matrixprodukt,

101
matrix-vektorprodukt, 99
Modus Ponens, 198
maengde, 1

delmeengde, 6

den tomme maengde,
2

element, 1

ligger i, 4

maengdebyggernota-
tion, 4

potensmeengde, 9

universalmangde, 8

mangdeoperation, 7

differensmaengde, 7

foreningsmaengde, 7

feellesmaengde, 7

kartesisk produkt, 10

komplementaermaeng-

de, 8

naboknuder, 30
naturlige tal, 3
negation, 183
neutralelement for
matrixaddition,
98
neutralelement for ma-
trixmultiplikation,
102
nulmatricen, 96
nulvektoren, 96

og, Se konjunktion

orienteret graf, 68

ortogonal, 147

overgangssandsynlighed,
137
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pastand, Se logisk udsagn
parametriske ligning, 114
parentes konvention, 188
partiel summation, 173
permutation, 167
positiv semidefinit, 148
potensmeaengde, Se
maengde
prikprodukt, 100, 147
propositionel logik, 205
praedikatlogik, 206

rationelle tal, Se brgk

reduceret
raekkeechelonform,
107

reelle tal, 3

rotationsmatrix, 145

rute, 32
lukket, 32
aben, 32

rackkeechelonform, 108

sammenhaengende, Se
graf
sammenhaengskomponent,
34
sandhedsfunktion, 192
udvidet, 192
sandhedstabel, 184
sandhedsvaerdier, 184
simpel graf, Se graf
skalarmultiplikation
(matrix), 98

skalarmultiplikation
(vektor), 93
skalarprodukt, 100, 147
skaleringsmatrix, 144
stirlingtal
den forste slags, 170
den anden slags, 171
sum
bestemt, 173
ubestemt, 173
sum af matricer, 97
sumnotation, 162
sumregningens
hovedsaetning, 173
symbolstreng, Se udtryk
system af lineaere
ligninger, 104

talfolge, 161
tautologisk konsekvens,
197

todeling, 47
totalmatrix, 106
trivielle lgsning, 115
tur, 32

Euler-tur, 38
tvaervektor, 147

uafhaengig delmeengde, 43

uatheengighedstallet, 46

ubestemt sum, 173

udtryk, 186

unik eksistens, Se kvantor

universalmaengde, Se
mangde



8. OPGAVER

219

valens, 30
lige knude, 31
maksimal valens, 31
minimal valens, 31
total valens, 30
ulige valens, 31

vej, 32

vejgraf, 36
vektor, 91
Venn-diagram, 9
veegtet graf, 58
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