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INDHOLD

Introduktion

Velkommen til det faglige kompendium! Kompendiet er bygget op af seks kapitler, som
dakker de seks forlgb, der er pa campen. Hvert kapitel er udarbejdet af de faglige
teams for hvert omrade. De samme teams star ogsa for undervisningen pa campen, hvor
kompendiet benyttes som det primaere undervisningsmateriale. Kompendiet er dog ogsa
velegnet til selvstudie. Alle os faglige gnsker jer god forngjelse med campen!






Kapitel 1

Matematik

1.1 Msangdelaere

Mangder

Meangdelaere er leeren om maengder, som er dens mest basale objekt. En maengde er lige
preecis hvad man ville forvente:

Definition 1.1.1. En mengde er en samling af objekter, denne samling skrives op med
tuborg-parenteser “{---}” som i fglgende eksempler:

A=1{1,2,3,4}
B = {Kridt, Te, Kaffe}
N=1{1,2,3,...}

Mezengder kan ogsa veere uendelige, som f.eks. maengden N. Her skal prikkerne forstas
som at sige, at mgnsteret fortssetter. En meengde kan ikke indeholde to kopier af det
samme element, og raekkefplgen er underordnet,

{1,1,2} = {1,2} = {2,1}.

Derudover behgver en meengde ikke at indeholde nogen elementer. Maengden uden ele-
menter kaldes den tomme maengde

0={}.

Man skal altsa lidt forestille sig en maengde som en slags abstrakt ”pose”, der kan
ligge ting i. De ting kalder vi elementer.

Definition 1.1.2. Et element er et objekt, der er indholdt i en maengde. Vi skriver det
med et € som i fglgende eksempel:

Kridt € {Kridt, Te, Kaffe}

Vi har nogle maengder, som er kendte nok til at have deres eget specielle bogstav (og
som vi maske kommer til at bruge ved et uheld). I har dem derfor her:

Definition 1.1.3. Fglgende méangder er uendelige talmaengder

N=1{1,2,3,..}
Z={.,-2,-1,012...}
Q = {Alle brgker}

R = {Alle tal}

De sidste to er lidt snyd, men siger bare, at Q er mangden af alle brgker, og R er
mangden af alle tal.
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Eksempel 1.1.4. Mazngden af matematik-undervisere pa Naturfagsweekend er
A = {Erik, Marie, Rasmus}.
Meangden af emner pa Naturfagsweekend er
F = {BIOLOGI, DATALOGI, FYSIK, MEDICIN, KEMI, MATEMATIK}.
Meaengden af lige heltal mellem 0 og 10 inklusiv er
B ={0,2,4,6,8,10}.
o

For at gore mere komplicerede meengder lettere at skrive op, bruger man ofte folgende
notation:

Definition 1.1.5. Mengdebyggernotation er en notation for at skrive maengder op pa
formen “{---|---}”, hvor man blot beskriver, hvordan elementerne skal se ud, og hvilke
regler der skal geelde for dem. For eksempel er

{n € N|n er lige}

meengden af alle lige tal, og man laeser ovenstaende som “maengden af alle heltal n,
hvorom der geelder, at n er lige”. Alt for | beskriver elementerne, | star for “hvorom der
geelder”, og det, der star efter |, er nogle regler, som elementerne skal overholde.

Eksempel 1.1.6. Det er velkendt, at hvis vi lader F' veere meengden af emner pa
Naturfagsweekend, sa er

{f € F| f er mega sjovt} = {MATEMATIK}
Et andet eksempel er
{n €{1,2,3,4} | n er ulige}. = {1, 3}.

Et lidt mere komplekst eksempel kunne veere den her made at skrive de rationale tal Q
(alle brgker) op pa:

{%|aEZ, beN}.
(¢]

Definition 1.1.7. En delmengde er en maengde, hvorom der gelder, at alle dens ele-
menter ligger i en anden maengde. Hvis A er en delmengde af B, geelder, at alle elementer
i A ligger i B, og det skriver vi som

ACB.
Hvis A ikke er en delmeaengde af B, skriver vi € i stedet for C.
Eksempel 1.1.8. Her er nogle sande udsagn:

{1,2} € {1,2,3,4}

0 C{1,2,3,4}

{1,2,3,4} € {1,2,3,4}
{1,2} Z {2,3,4}

Det er veerd at naevne en variant af maengde-konceptet her, nemlig en tupel.

Definition 1.1.9. En tupel er en maengde, hvor rackkefplgen af elementerne er fast.
Dette skrives med parenteser “(---)”, som med koordinater. Det vil altsa sige at

(a,b) # (b,a)
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Meengdeoperationer

Det fgrste, man som matematiker gnsker sig efter at have fundet et nyt matematisk
objekt, er mader at kombinere kendte eksempler til nye objekter af samme type. Vi vil
derfor gennemga nogle operationer, der tager to maengder og giver en ny meengde.

Definition 1.1.10. Foreningsmaengden af to meengder A og B er maengden A U B,
som indeholder bade alle elementer fra A og alle fra B. Man kan tegne dette med et
Venn-diagram:

AUB

Arealet inde i cirklen A og B repraesenterer deres elementer, og det farvelagte omrade
er deres forening.

Eksempel 1.1.11. En forening af to meengder findes ved at skrive en maengde med alle
elementer fra begge ned, dog uden at gentage elementer:

{1,2,3}U{2,3,4} = {1,2,3,4}
(]

Definition 1.1.12. Fellesmengden af to mengder A og B er maeengden A N B, som
indeholder de elementer, som ligger i bade A og B. Man kan tegne dette med et Venn-
diagram:

ANB

Arealet inde i cirklen A og B repraesenterer deres elementer, og det farvelagte omrade
er deres fzellesmeengde. Man kalder ogsa faellesmaengder for snit.



KAPITEL 1. MATEMATIK
Eksempel 1.1.13. En fellesmaengde af to maengder findes ved at skrive en maengde
med alle de elementer, de har tilfslles, ned:
{1,2,3}n{2,3,4} = {2,3}
o

Definition 1.1.14. Differensmengden af to meengder A og B er en maengde A\ B,
som indholder de elementer, som ligger i A, men ikke i B. Man kan tegne dette med et
Venn-diagram:

A\ B

Arealet inde i cirklen A og B repraesenterer deres elementer, og det farvelagte omrade
er deres differens.

Eksempel 1.1.15. En differens af to mangder findes ved at skrive en meengde med
alle elementerne fra den forste bortset fra dem i den anden:

{1,2,3}\ {2,3,4} = {1}

Definition 1.1.16. Komplementet AL af en meengde A i en stgrre maengde U er alle
elementer i U, som ikke ligger i A. Ofte kan man geette ud fra konteksten hvilken meengde
U, der er tale om. Man kan tegne dette med et Venn-diagram:

AC
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Arealet inde i cirklen A repraesenterer dens elementer, og det farvelagte omrade er
dens komplement.

Eksempel 1.1.17. At beregne et komplement er meget ligesom at beregne differens-
meengden. Hvis vi har A = {2,3,4} og U ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, sa har vi, at

A% ={1,5,6,7,8,9,10}.
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Opgaver

Opgave 1.1.1:

Forteel en ven, hvad svaret til fglgende spgrgsmal er:
1) Hvad er en meengde?

2) Hvad er et element?

3) Hvad er en delmaengde?

Opgave 1.1.2:
Svar pa fglgende spgrgsmal:

1) Er du et element i meengden af deltagere pa Naturfagsweekend?
2) Hvad med Rasmus, er han et element i maengden af deltagere?

3) Er mangden af deltagere pa matematik-forlgbet en delmaengde af maengden af del-
tager pa Naturfagsweekend?

Opgave 1.1.3:
Skriv fglgende meengder ned:

1) Maengden af lige tal mellem 10 og 20.
2) Mangden af folk, der bor i dit hjem.

3) Mangden af matematik-undervisere med bogstavet “a” i deres navn.

Opgave 1.1.4:
Omskriv meengderne fra sidste opgave til maengdebygger-notation. Det ligegyldigt, hvor-
dan du ggr det, bare det beskriver den rigtige maengde:

1) Opskriv meengden af lige tal mellem 10 og 20 med maengdebygger-notation.
2) Opskriv meengden af folk der bor i dit hjem med meangdebygger-notation.

3) Opskriv meengden af matematik-undervisere med bogstavet “a” i deres navn med

maengdebygger-notation.

Opgave 1.1.5:
Afggr, om fglgende udsagn er sande:

1) 7TeN

2) 7€

3) 7€ {2nneZ}
4) 7TCN

5) {T}CN

6) 0= {}

7 {0y =1{}

Opgave 1.1.6:
Lad A veere meengden af deltagere pa Naturfagsweekend og B meengden af arranggrer
pa Naturfagsweekend. Bestem folgende:

1) Hvad er AU B?
2) Hvad er AN B?
3) Hvad er A\ B?
4) Hvad er B\ A?

Opgave 1.1.7:
Lad A veere meengden af dage, det regner i lgbet af et ar, og B maengden af dage, solen
skinner pa et ar. Bestem fglgende:

1) Hvad er AU B?

6
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2) Hvad er AN B?
3) Hvad er A\ B?
4) Hvad er B\ A?

ee Opgave 1.1.8:
Lad A = {a,b,c,d} og B ={b,d, f}. Bestem folgende:
1) Hvad er AU B?
2) Hvad er AN B?
3) Hvad er A\ B?
4) Hvad er B\ A?

ee Opgave 1.1.9:
Lad A veere mangden af lige tal, hvad er AC i 72

eee Opgave 1.1.10:
Lad A veere maengden af lige tal og B maengden af ulige tal. Bestem fglgende:

1) Hvad er AU B?
2) Hvad er AN B?
3) Hvad er A\ B?
4) Hvad er B\ A?



KAPITEL 1. MATEMATIK

1.2 Forsmag pa ekstraemner

Sandsynlighedsteori

Hvad er sandsynlighed? Hvordan regner man med sandsynligheder, og hvordan bruges
det? Vi skal i dette forlgb se pa, hvordan man matematisk kan beskrive tilfaeldighed.
Undervejs ser vi pa konkrete anvendelser af teorien, heriblandt i terningkast og andre
spil. Til slut ser vi pa en anvendelse i epidemier.

Induktion

”Seetning”: Alle kaniner har samme farve.

”Bevis”: Det er klart, at der er et endeligt antal kaniner i verden. Lad antallet af kaniner
veere N. Seetningen er altsa bevist, hvis vi kan vise, at for alle n < N er alle kaniner i
en maengde med n kaniner samme farve.

I en maengde med n = 1 kanin er det klart, at alle kaniner har samme farve.

Antag nu, at alle meengder med m kaniner opfylder, at alle kaniner har samme farve.
Betragt en meengde med m + 1 kaniner. Seet en kanin til side, da har meengden med
resten af kaninerne alle samme farve. Saet kaninen tilbage og saet en anden kanin til side.
Igen har alle de resterende kaniner samme farve. Da vi sesetter kaninen tilbage, ma vi
derfor have, at alle m + 1 kaniner har samme farve.
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1.3 Sandsynlighedsteori - en anvendelse

Introduktion til sandsynlighed

I denne sektion skal vi formalisere (dvs. seette matematikbegreber pa) idéen bag sand-
synligheder. Teenk f.eks. pa en sekssidet terning. Kaster vi den én gang, far vi en af seks
mulige udfald, nemlig 1, 2, 3, 4, 5 eller 6. Lad os ggre dette til en definition.

Definition 1.3.1. Udfaldsrummet for et eksperiment er en meengde. Elementerne i
denne maengde kaldes udfald. En delmeaengde af udfaldsrummet kaldes en begivenhed.

Rent formelt er et udfaldsrum altsa bare sandsynlighedsteoretikerens ord for en be-
stemt maengde. Vi vil som regel betegne udfaldsrummet med S.

Eksempel 1.3.2. Er vores eksperiment et kast med en sekssidet terning, er udfalds-
rummet lig S = {1,2,3,4,5,6}. Vi ser, at der med ét kast er 6 mulige udfald. 3 er et
udfald, svarende til at sla 3 pa terningen. Begivenheden {1,4} svarer til, at vi slar enten
1 eller 4. o

Eksempel 1.3.3. Kaster vi to terninger, er udfaldsrummet lig S = {(1, 1), (1, 2), ..., (1, 6),
(2,1),(2,2),...,(6,6)}. Vi ser, at der er 36 udfald, da der til hvert udfald pa forste ter-
ning er 6 udfald pa den anden terning. Begivenheden {(1, 3), (2,2), (4,5)} svarer til, at
vi enten slar 1 og 3, 2 begge gange eller 4 og 5. o

Definition 1.3.4. Lad S veere udfaldsrummet for et eksperiment. En sandsynlighed P
er en funktion, der til enhver delmsengde A C S tildeler et tal P(A) mellem 0 og 1. En
sandsynlighed skal opfylde to regler:

1. P(0)=00g P(S)=1.
2. Hvis A og B er begivenheder med AN B = er P(AUB) = P(A) + P(B).

Det er vigtigt at forsta, hvorfor definitionen er valgt, som den er. Eksperimentet
har altid et udfald. Begivenheden (), svarende til at intet finder sted, ma derfor have
sandsynlighed 0. S er begivenheden, at noget indtraeffer, og derfor er P(S) = 1. Regel
nummer to illustreres bedst med et eksempel.

Eksempel 1.3.5. Ser vi igen pa terningekastet, ser vi, at

P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({5}) = P({6}) = é-

Her antager vi, at terningen er fair. Vi kan bestemme sandsynligheden for alle andre
begivenheder ud fra disse 6 sandsynligheder. Se f.eks. pa begivenheden {1,2, 3}, altsa at
vislar 1, 2 eller 3. Vi kan skrive {1,2,3} = {1} U{2} U {3}, og de tre maengder har intet
overlap, sa vi far

P({1,2,3) = P + P2 + PB) = s+ £ + 5= 5

[=p)

hvilket vi ogsa ville forvente. o

Opgave 1.3.1:
Vi kaster med en otte-sidet terning.

1) Hvad er udfaldsrummet for eksperimentet?
2) Hvad er sandsynligheden for at sla 1 eller 27
3) Hvad er sandsynligheden for at sla et ulige tal?

Opgave 1.3.2:
Du slar plat eller krone fire gange.

1) Hvad er udfaldsrummet?
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2) Hvad er sandsynligheden for at fa kun plat?
3) Hvad er sandsynligheden for at fa netop to krone?
4) Hvad er sandsynligheden for at fa netop én plat?

For at ggre det nemmere for os selv at specificere et udfaldsrum med en tilhgrende
sandsynlighed, indferer vi folgende nyttige begreb.

Definition 1.3.6. Et udfaldsrum S med en sandsynlighed P skriver vi som (S, P), og
vi kalder (S, P) et sandsynlighedsrum.

Eksempel 1.3.7. Vi slar med en sekssidet terning to gange. Hvad er sandsynligheden
for at sla to ens? Ser vi pa udfaldsrummet fra tidligere, kan vi se, at man kan sla to ens
pa 6 mader. Som begivenhed kan vi skrive A = {(1,1), (2, 2), (3, 3), (4,4), (5,5), (6,6)}.
Da alle udfald er lige sandsynlige, bliver sandsynligheden

1

P(A) = o =-.

36 6
Vi kan fortolke det som, at vi i ca. 1 ud af 6 sadanne eksperimenter vil forvente at sla
to ens. o

Opgave 1.3.3:
Antag, at vi har et sandsynlighedsrum (S, P) og en begivenhed A, der opfylder, at
P(A) = 1. Er A ngdvendigyvis lig S? Bevis det eller find et modeksempel.

For at kunne lave mere interessant eksempler, er vi ngdt til at udlede nogle resultater
fra definitionen af sandsynlighed. Fglgende resultat er ganske nyttigt i flere sammenhaen-

ge.

Seetning 1.3.8. Lad (S, P) vere et sandsynlighedsrum og A, B C S to begivenheder.
Da geelder folgende:

1. P(A%) =1 - P(A).

2. Hvis A C B gelder P(B\ A) = P(B) — P(A).
3. Hvis A C B gelder P(A) < P(B).

4. P(AUB) =P(A)+ P(B)— P(AN B).

Bevis. 1. Bemerk, at S = AU AL og AN AC = 0 for alle begivenheder A. Regel 1 og
2 giver nu
1=P(S) = P(A) + P(A%).
Traekker vi P(A) fra pa begge sider af ligningen, star der 1 — P(A) = P(A®) som
gnsket.

2. Situationen ser sadan ud i et Venn-diagram:

S

10
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Vi ser, at vi her kan skrive
B=(B\A)UA

og (B\ A)N A =0. Dermed giver regel 2:
P(B)=P(B\A)+ P(A)
og ved at traekke P(A) fra pa begge sider fas
P(B\ A) = P(B)— P(A).
3. Ifplge forrige punkt kan vi her skrive:
P(B)=P(A)+P(B\A)>P(A)
thi sandsynligheder er ikke-negative.

4. Tgen tegner vi et Venn-diagram af situationen:

S

Vi far idéen til at lave fglgende opskrivning;:
AUB =AU (B\ (ANB)).

Ved at se pa figuren, kan vi se, at A og B\ (AN B) ikke overlapper. Da ANB C B
kan vi bruge regel 2 for sandsynligheder kombineret med forrige regel til at fa

P(AUB)=P(A)+ P(B\(ANB))=P(A)+ P(B)— P(AN B).
[ ]

Eksempel 1.3.9. Hvis man slar med en sekssidet terning to gange, hvad er sandsyn-
ligheden for at fa to forskellige? Hvis A betegner begivenheden at sla to ens, sa har
vi tidligere beregnet P(A) = 1/6. Begivenheden at f to forskellige er netop AL, s
sandsynligheden er P(A*) =1—P(4)=1-1/6 =5/6. o
Opgave 1.3.4:

Vi kaster med to fire-sidede terninger.

1) Hvad er udfaldsrummet for eksperimentet?

2) Hvad er sandsynligheden for at sla to ens?

3) Hvad er sandsynligheden for at sla to forskellige?

Opgave 1.3.5:
Antag, at vi har et sandsynlighedsrum (S, P) og en begivenhed A, der opfylder, at
P(A) =1. Vis at P(A) =0.

11
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Opgave 1.3.6:
Lad (S, P) vaere et sandsynlighedsrum og A, B to begivenheder med sandsynlighed nul,
altsa P(A) = P(B) = 0. Bevis, at P(AU B) = 0.

Opgave 1.3.7:
Du spiller i et lotteri, hvor du kan traekke tallene fra 1 til 100. Alle tal har samme
sandsynlighed for at blive trukket.

1) Hvad er sandsynligheden for at trackke et tal i 3-tabellen?
2) Hvad er sandsynligheden for at treekke et tal i 5-tabellen?

3) Hvad er sandsynligheden for at trackke et tal, der ligger enten i 3- eller 5-tabellen?
[Vink: Brug sezetning 1.3.8 punkt 4]

Opgave 1.3.8:
Antag, at du slar med en 20-sidet terning 10 gange. Lad A veere begivenheden, at du
slar et tal i 4-tabellen og B begivenheden, at du slar et lige tal. Vis, at P(A) < P(B).

Eksempel 1.3.10. Antag, at vi har 23 mennesker. Vi er interesseret i sandsynligheden
for, at mindst to af dem har fgdselsdag samme dag. Kald denne begivenhed A. Vi
antager, at sandsynligheden for at blive fédt en bestemt dag er den samme for alle dage
i aret, og at folks fgdselsdage er uathezengige af hinanden (vi vender tilbage til, hvad
uafheengighed betyder, bare teenk pa det som, at folks fgdselsdage ikke er relaterede,
specielt har vi ingen tvillinger). AL er begivenheden, at alle har fgdselsdag forskellige
dage. Fgrste person har 365 muligheder. Den anden har da 364, den nzeste 363 osv. Da
der er 36523 udfald i alt, bliver sandsynligheden

365 - 364 - - - 342

P(4%) = 36523

~ 0,493

Sandsynligheden for, at mindst to har fgdselsdag samme dag, er da omtrent 1 —0.493 =
0.507, dvs. lidt over 50 %. Dette kaldes for fodselsdagsproblemet, som lyder: ”hvor mange
mennesker skal vaere samlet for, at der er mindst 50% sandsynlighed for, at to i rummet
har fadselsdag samme dag?”. Af eksemplet fremgar det, at 23 mennesker er tilstraekkeligt.

(¢]

Opgave 1.3.9:

Antag, at vi har et sandsynlighedsrum (S, P) med begivenheder A og B, der opfylder
P(A) = 4/5 og P(B) = 1/2. Bevis, at P(AN B) > 3/10. [Vink: Brug ssetning 1.3.8
punkt 4]

Opgave 1.3.10:
For et sandsynlighedsrum (S, P) med to begivenheder A og B definerer vi den symme-
triske differens AAB til at veere AAB = (A\ B)U (B\ A).

1) Tegn AAB i et Venn-diagram.

2) Brug din tegning til at argumentere, hvorfor P(AAB) = P(A) + P(B) —2P(AN B).
3) Vis,at A\B=A\(ANB)ogat B\ A=B\ (ANB).

4) Brug setning 1.3.8 punkt 2 til at bevise P(AAB) = P(A) + P(B) —2P(AN B).

Betinget sandsynlighed

Definition 1.3.11. Lad (S, P) vaere et sandsynlighedsrum. For begivenheder A, B C S
med P(B) > 0 defineres den betingede sandsynlighed for A givet B som
P(ANB)

P(A|B) =~

12
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Eksempel 1.3.12. Hvad er sandsynligheden for at sla 1 med en sekssidet terning givet,
at vi har slaet 1, 2 eller 37 Her er A = {1} og B = {1,2,3}. Vi indsetter i formlen for
betinget sandsynlighed og beregner:

AnB  P({1}) % 1

PATE) = b5y = P2y 12 3

Altsa er sandsynligheden 1/3 for at sla 1, hvis vi ved, at der er slaet 1, 2 eller 3. Hvis vi
vidste, at der var slaet 4 eller 5, ville den betingede sandsynlighed vaere 0. Begge tilfzelde
stemmer godt overens med vores intuition. o

Opgave 1.3.11:
Din ven kaster med en otte-sidet terning og forteeller dig, at han har slaet et lige tal.
Hvis kammeraten taler sandt, hvad er sandsynligheden for, at han har slaet 27

Opgave 1.3.12:
Du har et almindeligt kortspil med 52 kort. Hvad er sandsynligheden for at traekke en
hjerter 2, hvis du ved, at du traekker et hjerter?

Opgave 1.3.13:
Vis, at P(A | A) =1 for enhver begivenhed A.

Eksempel 1.3.13. En familie har to bgrn. Hvad er sandsynligheden for, at begge er
piger? Udfaldsrummet ser sadan ud:

S = {(dreng, dreng), (pige, dreng), (dreng, pige), (pige, pige)}

Hvis vi antager, at alle udfald har samme sandsynlighed, da ma sandsynligheden for,
at begge er piger, veere 1/4. Hvad hvis vi far at vide, at mindst én af de to bern er
piger? Lad A = {(pige, pige)}. Da er A begivenheden, at begge er piger. Begivenheden,
at mindst én er en pige, er B = {(pige, dreng), (dreng, pige), (pige, pige) }. Den betingede
sandsynlighed er derfor

_ P(ANB) _ P({(pige, pige)})
PATE)==pB) = P({(iee. dreng), (dreng. pige), (pige pige)})

14 1

= 37/4 == g.

Det stemmer overens med vores intuition, at sandsynligheden er stgrre end 1/4. Nar vi
ved, at mindst én af bgrnene er en pige, udelukker vi en situation, hvor ingen af bgrnene
er piger. o

Opgave 1.3.14:
En familie har to bgrn. Hvad er sandsynligheden for, at begge er piger, hvis vi ved, at
den eldste er en pige? Sammenlign med eksempel 1.3.13. Er dit svar overraskende?

En central regel for betingede sandsynligheder er Bayes saetning/regel. Det er op til
laeseren at bevise saetningen ud fra definitionen af betinget sandsynlighed.

Seetning 1.3.14 (Bayes saetning). For et sandsynlighedsrum (S, P) med begivenheder
A,B C S, der opfylder P(A) > 0 og P(B) > 0, gelder reglen

P B) = TR,

Bayes saetning har interessante konsekvenser, ogsa i den virkelige verden. Et eksempel
er den sakaldte anklagers fejlslutning, som den fglgende opgave omhandler. Vi far et

matematisk (og dog virkelighedsneert eksempel) at se i neeste afsnit.
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Opgave 1.3.15:

Der bliver begaet et bankrgveri, og rgveren slipper vaek med nogle penge. Senere samme
dag stopper og arresterer politiet en mand, der har en pose med 10.000 kr. pa sig.
Politiets anklager haevder, at hvis manden er uskyldig, er det meget usandsynligt, at
han ville ga rundt med 10.000 kr., og derfor mener anklageren, at manden ma sta bag
rgveriet. Hvad er fejlen i anklagerens argument?

Opgave 1.3.16:
Antag, at P(A) = 1. Vi vil vise, at P(A | B) = 1 for alle begivenheder B med P(B) > 0.

1) Vis, at P(BN AL) = 0.
2) Vis, at P(B) = P(BN A) + P(Bn Ab).
3) Vis, at P(A| B) =1.

14
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Loven om total sandsynlighed

Ligesom Bayes satning er loven om total sandsynlighed et seerdeles nyttigt veerktgj til
udregninger. Lad os starte med at fa lidt terminologi pa plads.

Definition 1.3.15. Lad S veere et udfaldsrum. Lad A, As, ..., A,, veere delmaengder af
S. Da udggr Ay, Ag, ..., A, en partition/opdeling af S, hvis ingen af A;erne overlapper
(dvs. A; N A; =0 for alle i # j) og hvis foreningen af Ay, A, ..., A, er lig S.

En illustration af en opdeling er herunder:

Figur 1.1

Seetning 1.3.16 (Loven om total sandsynlighed). Lad (S, P) vere et sandsynlig-
hedsrum og A, ..., Ay, en opdeling af S, hvor P(A;) > 0 for allei =1,...,n. Da gelder
for alle begivenheder B, at

P(B)=P(B| A1) P(A1) + P(B| A2) - P(A3) + -+ + P(B | Ay) - P(Ay).

Bevis. Ved at benytte, at A1, Ao, ..., A, er en opdeling af S, fas

B=BNS=BN(AUAU..UA,)
=(BNA;))U(BNA)U...U(BNA,)

og vi ser, at ingen af meengderne B N A; overlapper med hinanden. Dette er illustreret
pa figuren herunder:
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B
BnA5
BnA3
BnA6
BnA
BnA, el
BnA2
\\—-_
A | A | A A, | A | A
Figur 1.2

Vi bruger nu regel 2 for sandsynligheder og far
P(B)=P(BN A1)+ P(BNA)+-+P(BNA,).

Vi benytter nu et af matematikeres yndlingstricks. Vi ganger hvert led med 1 pa en
smart made. Da ingen af P(4;) er nul, kan vi dividere og gange med P(A4;) i hvert led
i summen og bruge definitionen af betinget sandsynlighed til at fa det gnskede:

iy PIBOAD - P(A)  P(BNAy) - P(A)) P(BNA,)- P(A,)
B) = =5 PlA) P(A,)
_ P(B| A)-P(A) + P(B| A) - P(As) -+ P(B | Ay) - P(A,)

I praksis har vi ofte brug for et specialtilfaclde af loven om total sandsynlighed, nemlig
hvor opdelingen har to maengder. Dette skriver vi ned som et korollar:

Korollar 1.3.17. Lad (S, P) vere et sandsynlighedsrum og A C S en begivenhed med
P(A) > 0. Da geelder for alle begivenheder B, at

P(B)=P(B|A)-P(A)+P(B| A% . (1 - P(A))

Bevis. Fra loven om total sandsynlighed har vi, idet A og S A udggr en opdeling af S,
at
P(B) = P(B|A)-P(A) + P(B| A% - P(A®).

Ifplge seetning 1.3.8 1 er P(AC) = 1— P(A), og resultatet folger nu ved at indsaette dette
i ligningen ovenover. |

Hvis den generelle setning er sveer at huske eller forsta, sa er det til det her forlgb
helt tilstrackkeligt at huske ovenstaende korollar. Lad os give et interessant eksempel pa,
hvordan Bayes regel og loven om total sandsynlighed kan benyttes i kombination.

Eksempel 1.3.18. Lad os antage, at en epidemi har ramt Danmark!, og pa nuveerende
tidspunkt er 1% af befolkningen smittet. Heldigvis har vi en test, som er 95% pracis.
Det skal forstas pa den made, at hvis man er smittet, er der 95% sandsynlighed for,

11kke s& urealistisk en antagelse!
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at testen giver et positivt resultat. Tilsvarende, hvis man er rask, er der 95% sandsyn-
lighed for, at testen giver et negativt resultat, dvs. 5% sandsynlighed for et positivt
resultat i det tilfzelde. Du gar ned i det nsermeste testcenter og tager denne test, og den
giver et positivt resultat. Hvad er sandsynligheden for, at du er smittet med sygdommen?

Lad os forst give begivenhederne nogle navne. A er begivenheden, at du er smittet.
B er begivenheden, at din test er positiv. Oplysningerne ovenover er da

P(A)=0,01 og P(B|A)=0,095.

Vi er interesseret i at beregne sandsynligheden P(A | B), altsa sandsynligheden for, at
du er smittet, givet at din test er positiv. Lad os forst benytte Bayes regel og fa

P(B| A)-P(A) _0,95-0,01

PATE=="pG = P@)

For at komme videre skal vi have bestemt P(B). Hertil benytter vi loven om total
sandsynlighed med inddelingen A, AC. Vi har da

P(B)=P(B|A)-P(A)+ P(B| A%) - (1- P(A))
=0,95-0,01+0,05-0,99 = 0, 0585.

Indsaetter vi i formlen fra fgr, far vi det endelige svar:

0,95-0,01
P(A|B) = 0.0585 0,162.
Altsa er sandsynligheden ca. 16% for, at du er smittet. Dette er virkelig overraskende
for de fleste, nar de ser det forste gang, heriblandt laeger. Dette er grunden til, at man
tester flere gange for alvorlige sjeeldne sygdomme. Hvorfor er sandsynligheden sa lav?
Teenk pa det sadan her. 99% af befolkningen er ikke smittet. Sa hvis en stor andel, f.eks.
100.000 mennesker, tog en test, ville 1.000 af dem vare smittede, men af de 99.000 raske
ville 5%, 4950 mennesker, fa en falsk positiv. Af de faktiske smittede ville blot 950 teste
positiv. Sa langt de fleste positive tests er faktisk falske positive! o

Opgave 1.3.17:

Vi har en pose med ti mgnter. Ni af disse er almindelige, men én af dem vaegtet og giver
altid krone. Vi traekker en mgnt fra posen tilfaeldigt. Vi kaster med mgnten syv gange
og far krone hver gang. Vi vil bestemme sandsynligheden for, at mgnten vi har trukket,
er veegtet. Lad A veere begivenheden, at mgnten giver krone syv gange. Lad B vere
begivenheden, at mgnten er vaegtet.

1) Beregn P(B), P(A | B) og P(A | BY).
2) Brug loven om total sandsynlighed til at beregne P(A).
3) Beregn P(B | A) med Bayes regel.

Opgave 1.3.18:

En kvinde er gravid med tvillinger, der begge er drenge. En tredjedel af tvillinger er
enzggede. Antag, at enseggede tvillinger har lige stor chance for at veere piger eller
drenge, og at alle fire muligheder har samme sandsynlighed for tveseggede tvillinger.
Lad A veere begivenheden, at man far énaeggede tvillinger. Lad B veere begivenheden,
at man far to drenge.

1) Opskriv P(A) og P(B | A).
2) Udregn P(B) med loven om total sandsynlighed.

3) Brug Bayes regel til at udregne P(A | B), altsa sandsynligheden for, at kvindens
tvillinger er enaeggede.
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1.4 Induktion - en teoretisk fortsaettelse

Eksempel 1.4.1 (Konstruktion af N). For at fa ideen til ”induktionsprincippet” vil vi
starte med at ”konstruere” (altsd "bygge”) de naturlige tal N. Dette ggr vi i to skridt:

(1) Definér det forste naturlige tal til at vaere tallet 1.
(2) For hvert naturligt tal n definerer vi det naeste naturlige tal til at veere n + 1.

Altsa er 1 det fgrste tal i N. Ved hjeelp af det andet skridt kan vi nu lade n = 1. Da er
n+1=2, sa 2 er det neeste tal i N. Ved fortsat anvendelse af det andet skridt kan vi
pa denne made konstruere alle de naturlige tal. o

Dette giver os ideen til fglgende saetning.

Seetning 1.4.2 (Induktionsprincippet). Induktionsprincippet siger, at hvis et udsagn
opfylder de to nedenstaende punkter, da gaelder udsagnet for alle tal i N.

(1) Det gelder for n = 1.
(2) Huvis det geelder for n, sa gelder det ogsa for n+ 1.

Det fgrste punkt kalder vi induktionsstarten, og det andet punkt kalder vi induk-
tionsskridtet.

Vi starter med et par opgaver, hvor I kan afprgve induktionsprincippet og bedre
forsta det.
Opgave 1.4.1:
Brug induktionsprincippet til at vise, at lige tal nummer n er lig 2n.

[Hint: Prov forst at regne det for n =1, n =2 og n = 3.]

Opgave 1.4.2:
Vis, at ulige tal nummer n er lig 2n — 1.

[Hint: Brug induktionsprincippet. Hvis du har sveert ved andet skridt, sa pregv at
udregne det for nogle forskellige veerdier af n.]

De folgende opgaver er en smule mere udfordrende. Disse er eksempler, hvor induk-
tionsprincippet anvendes til at bevise nogle generelle udtryk.
Opgave 1.4.3:
Vis, at summen af de fgrste n ulige tal er lig n?, alts& 1 +3+5+ -+ + (2n — 1) = n?.
[Hint: Husk, at ulige tal er pa formen 2n — 1.]

Opgave 1.4.4:
Vis, at en (n + 2)-kant har en vinkelsum pa n - 180°.
[Hint: Prov forst at regne nogle eksempler med sma veerdier af n.]

Definition 1.4.3 (Geometrisk sum). En geometrisk sum er en sum pa formen z° +z* +
oot a"forx#1ogneN.

Opgave 1.4.5:
Vis ved brug af induktion, at 2% + 2! + .- + 2" =
[Hint: Bemeerk, at 2° = 1 for alle tal x.]

1 wn+l

1—x

Opgave 1.4.6:
Vis uden brug af induktion, at 2° + 2! + ... 42" = 1*196_77;
[Hint: Prgv at gange summen med (1 — z).]
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Kapitel 2

Fysik

2.1 Matematik

Ligesom i alle andre naturvidenskaber, spiller matematik en vigtig rolle i fysikken. Mate-
matik er bade det sprog vi bruger til at kommunikere fysiske sammenhange, og samtidig
et veerktgj vi bruger til at 1gse problemer. I dette kapitel forudsesetter vi derfor, at laeseren
er bekendt med algebraisk manipulation til lgsning af simple ligninger. Hvis du ikke er
helt sikker pa hvad det betyder, sa laes dette kapitel.

Algebra

Ligninger slipper man ikke uden om i fysikken, det kan veere I har leert at lgse en ligning
fgr, men vi vil her give en kort forklaring. En fundamental regel er, at det du ggr mod et
element i din ligning, det gor du mod alle elementer i din ligning. Det kan forstaes som,
hvis du har ligesa mange lektier som din klassekammerat, kunne du opstille fglgende
ligning;:

Dine_lektier = Din_vens_lektier (2.1)

Hvis i begge far 1 lektie mere for, sa gaelder ligningen for jeres maengde af lektier
stadig, da I stadig har lige mange lektier for. Det kunne ogsa vaere, at I begge klarede
halvdelen af jeres lektier, sa gaelder ligningen stadig. Men hvis du klarer halvdelen af
dine lektier, mens din kammerat ikke far lavet nogen, eller din klassekammerat far flere
(ekstra) lektier for, sa geelder ligningen ikke, da I sa ikke lezengere har lige mange lektier
for. I mange matematiske tilfaelde beskriver vi lektier, eller hvad det nu er for en storrelse
vi er interesseret i, med et z. Man velger ofte z, da = kan betegne hvad som helst, f.x.
lektier. Vi gengiver “lektie ligningerne” nedenunder, hvor x er maengden af lektier, som
du startede med, og y er meengden af lektier, som din kammerat startede med. Hver side
af lighedtegnet angiver, hvor mange lektier I hver iseer har nu.

I starter begge ud med den samme maengde lektier, men vi skriver dem her med sym-
bolerne = og y:
r=y (2.2)

I er hver iseer startet ud med x og y og I har begge faet en lektie mere, s nu har I
folgende maengde lektier:

r+1l=y+1 (2.3)

Er I hver iseer startet ud med = og y, og I har begge lavet halvdelen af jeres lektier, kan
det skrives saledes:
—-—== (2.4)

Hvis vi indseetter og siger, at = 1 i alle ligningerne, sa skulle vi finde, at y har samme
veerdi i alle andre ligninger som i den forste, da vi startede med at antage, at I havde
faet den samme maengde lektier for:
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1=y (2.5)
Her skriver vi, at y er 1, da vi indsatte x = 1 i © = y, derfor ma y ogsa veere lig med 1 i

de resterende ligninger.

Vi skulle gerne fa samme resultat, nar vi kigger pa alle ligningerne som vi har gen-
nemgaet. Lad os derfor se pa den anden ligning som vi gennemgik. I starter begge ud
med z og y, og I har begge faet 1 lektie mere:

l+l=y+1=2 (2.6)

Her far vi sa en ny ligning y + 1 = 2, men hvis vi traekker 1 fra pa begge sider, sa ma
vi kunne finde ud af, hvad y er. Hvis vi formindsker begge sider med 1, s& ma de stadig
veere lige store, 20 = 20 og 20 — 1 = 20 — 1 = 19 har begge det samme staende pa hver
side af deres lighedstegn. Altsa; 20 er ikke det samme som 20 — 1, men 20 — 1 er det
samme som 20 — 1. Trackker vi nu 1 fra pa begge sider af ligningen:

y+1l1-1=2-1=1 (2.7)
Safarviaty =1, fordiy+1—1 = y+0 = y, da +1 og —1 gar ud med hinanden og giver 0.
Vi ser nu pa ligningen, hvor I begge har lavet halvdelen:
Iy
=2 2.8
/ (28)

Her bliver vi ngdt til at gange med 2 pa begge sider, det ma vi igen godt, fordi fordobler
vi begge sider, sa ma begge sider stadig vaere lige store. For eksempel sa har 20 = 20 og
20 -2 =20-2 = 40 begge det samme staende pa hver side af deres lighedstegn, ligesom
tidligere, hvor vi trak det samme fra pa begge sider.

.9 =

y
—~2:1: 2.
5 Yy (2.9)

1
2
Sé vi far altsa igen, at y = 1, fordi -2 = y-2 = y-1, da 2 halve giver 1 hel. Vi bemaerker

kort at alle regnerglerne ogsa virker, hvis = og y ikke er lig med hinanden, som hvis du
eller din ven gik i en klasse med ekstra lektier. Den fgrste ligning skulle blot afspejle det.

Nu antager vi, at du starter ud med «x lektier, og du har 1 lektie mere end din kammerat,
der starter ud med y lektier. Dette kan udtrykkes i en ligning som denne:

r=y+1 (2.10)

Har vi sa, at du far = = 3 lektier for, sa ma din kammerat fa y = 2 lektier for, da 3 = 2+1.

Forestil dig, at du far = lektier for, og du har en mindre sgskende i en mindre klasse,
hvor de far y lektier for, der er halvt sa mange lektier, som du far:

xr=y-2 (2.11)

Nu kan vi prgve at seette 2 ind som x og prgve at finde y:

2=y-2 (2.12)
Dette giver:
2 1,22 1 (2.13)
yregTvg T '

Vi far altsa, at din mindre sgskende har 1 lektie for, hvis du har 2 og generelt bare
dobbelt sa mange som du har.
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Konklusionen du kan tage fra det her er, at hvis du gerne vil isolere noget (det er hvad
vi kalder det for nar vi far noget til at sta alene, sa for eksempel i udtrykket z =y + 1
er z isoleret), ligesom vi har gjort for at finde y, sa skal du bare “anti”’-ggre det, der
pavirker den. I tabel 2.1 kan I se de forskellige regnetegn og deres modsatninger. Hvis
du f.x. har et tal benaevnt a, som du gerne vil fjerne fra den ene side i en ligning, f.x. i
x =y + a, sa skal du bare finde ud af, hvad den modsatte operation til + er, og her ville
det veere at traekke fra, sa * —a =y + a — a = y. Vi kan ogsa prgve at indsaette a = 1
ogse,at det passerx —1l=y+1—-1=y.

Tabel 2.1: Regneveaerktgjer og deres modsaetning

Regneveerkte] Regnetegn Modseetning Anti-regnetegn

Laegge til a+b Treekke fra a—b
Gange a-b Dividere Z
2. Potens a? Kvadratrod Va

Man skal bare huske, at ggr du noget ved én ting, skal du ggre det ved alle ting, hvis
du ligger 1 til pa den ene side af lighedstegnet, sa gor du ogsa det pa den anden side af
lighedstegnet.

Hvis du fordobler et led, sa ggr du det pa alle led, (her er et led bare tal ganget
sammen og led pa samme side af et lighedstegn er adskilt af + eller —, sa 2-3 eller z -y
er hver et led, men 2-34+x-y-zertoledog1-2=2-3-44x -y er tre led, da det
er tre forskellige ting, der hver for sig er ganget sammen, som lsegges sammen. Dette er
illustreret i fglgende ligning:

1-2=2-3-44+x-y
1. led 2. led 3. led
Se pa det som, at du har 4 forskellige bunker, der har en eller anden samlet vaegt,
og hver bunke har sit materiale f.x. stal, pap, plast og trae. Den samlede vaegt er altsa:
total = stal + pap + plast + tree
Skal du fordoble den samlede vaegt, sa skal du fordoble vaegten af dem alle sammen:

2 -total = 2 -stal + 2 - pap + 2 - plast + 2 - tree

Vi kan ikke bare fordoble stal og sige, at den samlede vaegt er fordoblet, da de hver
iseer giver deres eget tilleeg til den samlede veaegt.

For at simplificere den formel, sa vil vi bruge en parentes altsa “()”, det ggres saledes:
2 - total = 2 - (stal 4+ pap + plast + tree)

Parentesen siger at indholdet inden i den skal regnes fgrst. I dette tilfeelde kan man
sa enten gange det, der star udenfor parentesen ind, i dette tilfeelde 2 tallet, pa alle
ledene indeni parentesen, sa far vi:

2 - (stal + pap + plast + trae) = 2 - stal + 2 - pap + 2 - plast + 2 - tree

ELLER man kan laegge stal sammen med de andre bunker fgrst og sa gange med 2.
Dette er dog sveert at illustrere med dette eksempel, da det ikke rigtig giver mening at
leegge f.x. stal og tree sammen.

Set pa samme eksempel men med penge, sa om du far det dobbelte af 100 kr. og sa
far det dobbelte af 150 kr., eller om du far 100 kr. og 150 kr. og sa far fordoblet, hvad
du har lige har faet, sa giver det samme resultat:

(100 + 150) - 2 = 100 - 2 + 150 - 2 = 200 + 300 = 500
(100 + 150) - 2 = (250) - 2 = 500
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Brug af parenteser er noget, som vi ggr meget brug af i fysikken, fordi det ggr vores
formler enklere, f.x. med vores bunker ville vi ikke behgve at skrive gange 2 hele tiden,
men kun én gang.

Regneregler for brgker og potenser

I dette afsnit vil der blive gennemgaet forskellige regneregler, der ofte bliver brugt, nar
man lgser forskellige ligninger i fysik. Der vil kort blive gennemgaet, hvad brgker og
potenser er, og hvordan man regner med dem. Til sidst i afsnittet vil regnereglerne vaere
skrevet op pa en generel form, selvom regnereglerne vil blive udledt ved brug af specifikke
tal.

Figur 2.1: Repraesentation af brgker.

Pa figur 2.1 kan I se nogle figurer, der er delt op i mindre dele. Det er i princippet
det, som vi ggr med brgker. Vi har mindre dele af en hel enhed. For eksempel er et
klassisk eksempel en halv eller %, men hvis man har to halve, altsa % = 1, kan man
konstater, at to halvdele giver en hel.

Dette virker ikke kun med halve, det gelder ligemeget hvor mange dele, som du
veelger at inddele din enhed i. Har du har alle de mindre dele, sa har du ogsa den
hele. Vores eksempel med to halve, gaelder altsa for alle tal, om det er halvfjerds eller
30 millioner, sa halvfjerds halvfjerdsindstyvendedele er en hel, det samme skrevet med
matematik er: % =1.

Det er sadan, vi ofte arbejder med brgker, vi vil gerne have tingene giver 1, fordi sa
gar de ud, eller rettere er ligegyldige, det betyder nemlig ikke sa meget, hvis vi ganger
med 1, fx. 1-2 = 2, vi kan altsa bare skrive 2 i stedet for regnestykket. Der findes et tal,
som vi ikke kan have dele af, det er 0, derfor er det pakraevet at det nederste i brgken
ikke er nul
Opgave 2.1.1: Na-nej, det ma man ikke! Prgv at teenke dig til, hvad man far, hvis
man dividerer med 0.

Vi kan dog have en situation, hvor vi ganger brgker sammen, fx. en halv gange en
halv eller halvdelen af en halv % - %7 halvdelen af en halvdel er en fjerdel, altsa % . % = %,
det far vi ved at gange lige over, altsa % . % = % = i. Det geelder selvfglgelig ogsa for
alle andre tal, bare vi husker vores regel med ikke at dividere med nul! Det modsatte

kan ogsa ggres, at dividere med brgker, hvilket kan veere bgvlet nogle gange, men man
1

gor 1 realiteten det samme. fx. 3, her ved vi jo svaret er 1, da det er et tal divideret med
2

sig selv. men i realiteten star der jo faktisk % -+ hvilket vi kan regne med den forrige
2

regel som = 2% =1= % = 1 og minsandten sa gav det 1.

2 2
Men vi kan ogsa se det pa en anden made, hvor vi i stedet flytter rundt pa den
nederste del af brgken. 3 - +, hvis vi halverer hvad heleheden er, s ma vi have en

dobbelt sa stor del af helhedén7 altsa hvis du naede 1 ud af de 2 ting du skulle, har du

% = 0,5, men hvis du kun skulle klare halvdelen altsa 1, si + = % =1, sa har du naet

det dobbelte af hvad du skulle opna, ift. hvad du havde f@rz. Det heenger altsa sadan
sammen, at hvis du dividerer den nederste del af brgken med noget, sa kan du ogsa bare
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gange med det samme, i vores tilfaelde 2% =2- % = % = 1. Igen geelder dette for alle
tal, sa leenge vi ikke dividerer med 0. Regrzneteknikken kan ogsa huskes pa, at man skal
gange omuvendt, ift. nar vi ganger brgkerne lige over. Du ganger altsa toppen pa den ene
med bunden pa den anden og bunden af den ene med toppen af den anden. Dette gjorde
vi her, ved at gange toppen 1 med bunden af det den bliver divideret med %’, altsa 2,
og bunden bliver ganget med 1. Skrevet pa matematik-sprog;:

1 1-2 2

3= 1 (2.14)

"2

Sa kan vi ogsa have brgker, der laegges sammen, fx. to halve, som vi ved giver 1, det

ggr man matematisk saledes: % + % = 1—42'1 = 1, man lsegger altsa bare delene sammen.
Det geelder dog kun hvis det er med ens bunde. fx:
1 1 141 1+1
-t - F—F— 2.1
5T 17 57 (2.15)

Her er vi ngdt til at sgrge for at vi har ens naevnere, det ggr vi ved at forleenge de to

brgker, fx % . % = % = % Vi far i vores eksempel i ligning ligning (2.15):

1 1 14 12 5

st1-3at127% (2.16)

1 o .
—177> den brek ma vi

sa selvom der ikke direkte star 0, sa

74e, sa ma det geelde at

Nogle gange kan vi have at bunden er beskrevet ved en sum, fx.
ikke have, da vi dividerer med 0 altsa %_H = %,
kan det stadig veere ulovligt, sa hvis vi har en vilkarlig brgk
b+ ¢ # 0, fordi ellers er brgken ulovlig!

Nogle gange er det nyttigt at kunne gange det samme tal med sig selv flere gange.
For eksempel kan man gnske sig at skulle gange 2 med sig selv 4 gange: 2-2-2-2 = 16.
Dette kan dog skrives pa en nemmere made ved at bruge potenser:

21=2.2.2.2=16
4

Pa denne made er det muligt at skrive nogle udtryk pa en mere kompakt form:
2 =16

Her kaldes tallet 2% for en potens, s& nar vi snakker om at opskrive en potens, s mener
vi at opskrive et tal pa den made. I dette tilfaelde kaldes tallet 2, der er farvet blat, for
grundtallet og tallet 4, der er farvet rgdt, kaldes for eksponenten.

Der skal nu undersgges, hvad der sker, nar forskellige udtryk med potenser kombi-
neres, og i slutningen af dette afsnit vil regnereglerne vare skrevet op pa en generel
made.

Hvad sker der for eksempel, nar hele den forrige ligning oplgftes i tredje?

3-4=12
(213 =(2-2-2-2)-(2-2-2-2)-(2-2-2-2) =212 =23

4 4 4

Det kan saledes ses, at oplgftes en potens med en eksponent, sa ganges eksponenterne
sammen.

Hvad sker der mon, nar to potenser med samme grundtal men forskellige eksponenter
divideres med hinanden?

5
——— 3
25 (2:2:2:2:2) ~—7—
_ ):(2 2:.2)=2°=2""?
22 (2-2)
N——
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Det kan saledes ses, at divideres to potenser med samme grundtal sa fratrackkes ekspo-
nenten fra potensen i naevneren fra potensen i teelleren.

Er det derimod to potenser med forskelligt grundtal men samme eksponent, der
divideres med hinanden geelder fglgende:

23_(2-;2)_ 2\ 2\ [2\ _ [2)°
s (1)) (6)-6)
Y 3

I dette tilfzelde kan hele brgken sattes som grundtal og den fzlles eksponent som den
nye eksponent.
Er det nu to potenser med forskelligt grundtal og samme eksponent, der ganges med
hinanden sker fglgende:
23.5%=(2-2-2)-(5-5-5)=(2-5)-(2-5)-(2-5) = (2-5)3

3 3 3

Produktet af de to grundtal bliver saledes det nye grundtal oplgftet i den gamle ekspo-
nent.
Ganges to potenser med samme grundtal sker fglgende:

23.22=(2.2.2)-(2-2)=(2-2-2-2.2) = 2° = 23+2

Grundtallet forbliver saledes det samme, og den nye eksponent bliver summen af de to
eksponenter.

De regneregler, der er blevet gennem gaet i dette kapitel, star her til sidst pa en mere
generel made [1], hvor bogstaverne a, b, ¢ og d kan veere forskellige tal, medmindre andet
er angivet. For eksempel kan man i ligning (2.17) bruge a = 3, b = 9 og ¢ = —5, hvilket
giver 3-9/(—5) = 27/(-5).

Brgkregneregler:
b b
a--=2 ¢£0 (2.17)
c ¢
a ¢ ac
2.2 == 2.1
L= b0, 40 (2.18)
T a
Z=—, b#0 0 2.19
N TN (219)
a ac
¢ a d ad
b2 =2 p£0 0 2.21
E=f LG 0AOcR (2.21)
b b
B2 40,40 (2.22)
ac ¢
Potensregneregler:
(a®)=a"c a>0 (2.23)
1
at= - a #0 (2.24)
am m—n
GT =a 5 a # 0 (2 25)
a™ a\"
= (g) . DA (2.26)
a”-b" = (a-b)" (2.27)
am-a" =amt" (2.28)
a®=1, a#0 (2.29)
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2.2. BEVAEGELSE I 1 DIMENSION

2.2 Bevaegelse i 1 dimension

Fgr vi kan forsta impuls og energi, er det en god ide at forsta, hvordan ting bevager
sig. I fysik skelner vi mellem bevaegelse i 1, 2 og 3 dimensioner, sa lad os fgrst prove at
forsta begrebet dimension.

Dimensioner

Du har méske hgrt, at vi bor i en tredimensional verden', men hvad vil det egentlig sige?
Det betyder, at vi kan skelne mellem tre forskellige vinkelrette linjer i rummet; op/ned,
hgjre/venstre og frem/tilbage.

Opgave 2.2.1: Den 4. Linje Prgv at teenke dig til en fjerde linje, der er vinkelret pa
de tre andre.

Du skulle gerne na frem til, at opgave 2.2.1 ikke kan lade sig gore. Det er derfor vi
siger, at vi bor i en tredimensional verden?. I dette kapitel vil vi for nemhedens skyld
holde os til at arbejde med én dimension. Det vil sige, at alting foregar pa den samme
linje, eller sagt pa en anden made, sa er der kun to retninger man kan ga, nemlig frem
og tilbage. Altsa vil den rummelige verden vi arbejder med fra nu af, besta af en enkelt
linje.

Position, hastighed og fart

Du har maske en intuitiv forstaelse for, hvordan bevaegelse ser ud, sa lad os nu sztte lidt
matematik og nogle begreber pa denne intuition. Her er det vigtigt at have tre begreber
pa plads. Det forste er position. Dette er, hvor et givet objekt er henne i rummet. Nar
vi arbejder med 1 dimension, er positionen derfor angivet af bare et enkelt tal, altsa
hvor langt henne af linjen, man er. Generelt er position en vektor, mere om dette i det
folgende.

Det andet, vi skal kende til, er hastighed. Dette er, hvor hurtigt positionen af et
objekt @ndrer sig. For eksempel kunne et objekt have en hastighed pa 5 % mod nord.
Grunden til, at jeg angav en retning, er, at hastighed er en vektor. Du behgver ikke vide
seerlig meget om vektorer for at forsta det fglgende, bare taenkt pa vektorer som tal med
en retning eller en pil med en laengde og en retning. Nar vi arbejder i én dimension, er
retningen angivet af fortegnet pa hastigheden, for eksempel kunne minus betyde tilbage,
og plus fremad.

Fart heenger sammen med hastighed, og det er en hyppig fejl, at man bytter om pa
dem. Fart er lengden af hastighedsvektoren, da hastigheden jo er givet ved en vektor,
og modsat hastigheden er farten ikke en vektor. Altsa har fart ingen retning, kun en
storrelse, mens hastighed har bade stgrrelse og retning. Laengder kan kun veere positive,
da det for eksempel ikke giver mening at sige, at en pind er —5cm lang, og derfor
er farten af et objekt altid en positiv stgrrelse. Det betyder, at i det endimensionelle
tilfeelde, ville bade et objekt med en hastighed pa —5 % og 5 %+ have en fart pa 5 . Med
farten kan vi altsa sige om nogen lgber eller gar, men med hastigheden kan vi sige noget
om, hvorvidt de Igber eller gar vaek fra os eller taettere pa os.

Dette er illustreret pa figur 2.2, hvor der er tegnet en rgd og en bla pil, der symboli-
serer to forskellige objekter, der bevager sig med to forskellige hastigheder:

1Med det mener vi 3 rummelige dimensioner. Derudover har vi en tidslig dimension, men den skiller
sig lidt ud fra de andre. Hvis du vil vide mere om dette, sa find en god bog om speciel relativitetsteori
2Mere formelt kan man sige at der er tre lineert uafhengige retninger
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jv1| =3
ool =2 vy =373
m

Figur 2.2: |v| angiver leengden, farten, af pilen, og v angiver, hastigheden, retningen af
pilen. Farten er altid positiv, selvom hastigheden godt kan vaere negativ.

Acceleration

Det kan veere, at du har hert om acceleration, f.x. i forhold til biler. Der hgrer man
maske om en bil, der kan accelerer fra “0 til 100 pa 10 sekunder”. Det der bliver sagt
her er, at bilen har sendret sin hastighed fra 0 kTm til 100 kTm over en periode pa 10s. Nar
vi beskriver acceleration, sa beskriver vi altsa sendringen pa hastigheden over, hvor lang
tid det tog at eendre hastigheden, f.x. en stigning pa 100 kTm over 10s.

Dette minder dig maske om det ovenstaende afsnit, hvor hastigheden var szendringen
af positionen over tid. Acceleration er altsa sendringen af sendringen af position over tid3.
Vi kunne blive ved med at kigge pa sendringer af sendringer af sendringer. Men det er
sjeeldent at vi gider at ga dybere end acceleration. Ligesom hastigheder er accelerationer
ogsa vektorer, du kan jo ikke blive hurtigere i ingen retning, sa star du bare stille.

For at beregne acceleration, sa skal du egentligt bare ggre matematisk, som vi lige
beskrev det. Acceleration er en sendring i hastighed over den tid, som det tog. En endring
i hastighed betyder, at vi finder ud af, hvor meget stgrre den hastighed man slutter med
er, end den man starter med. Man traekker altsa de to hastigheder fra hinanden, f.x
er endringen fra 1 til 4 lig med 3. Det finder vi ved at traekke 1 fra 4. I tilfselde hvor
starthastigheden er nul, sa traekker du sa nul fra sluthastigheden, hvilket ikke sendrer
noget. Nar der star noget over noget andet, betyder det matematisk, at noget er divideret
med noget andet. Dette skriver vi ofte som brgker, som vi har beskrevet i afsnit 2.1, der
starter pa side 22.

Man finder altsa accelerationen a ved at trackke starthastigheden vgyq, fra slutha-
stigheden vy, altsa sluthastigheden minus starthastigheden, og dividere det med hvor
lang tid det tog tsjut — tstart, det giver os folgende formel:

a0 = Uslut — Ustart (230)

tslut - tstart

Vi vil ggre den lidt mere generel:

Uslut — Ustart
= 2.31
a 7 (2.31)

Her har vi beskrevet tiden det tog, som At, det ggr vi, fordi i matematikkens verden
betyder A%, ogsa kaldet delta, sendring. Fordi nogle gange er vi bare givet sendringen i
tid, altsa hvad starttid trukket fra sluttid var. Men i realiteten star der det samme, det
er bare en mere generel, simpelere og panere made at skrive det pa.

Opgave 2.2.2: Fra 0 7} til 20 7 pa 10 sekunder En cyklist begynder at cykle. Efter
5 sekunder har han naet en hastighed pa 20 .

1) Hvor hurtigt har han accelereret? (Hint: brug ligning (2.31))

3] gymnasiet leerer man noget, der hedder differentialregning og integralregning. Dette kan bruges
til at beskrive sendringer i et system, og det kan saledes bruges til med matematik at beskrive hastighed
som en andring af position over tid, og ligeledes for acceleration.

4Dette symbol er den store udgave A af det graeske bogstav delta. Det lille delta ser sidan her ud 6.
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Kraft

Nu har vi beskrevet, hvad position, hastighed og acceleration er. Nu skal vi forklare
det, som Isaac Newton arbejdede med, kraft. Kraft er forholdet mellem inertien, altsa
veegten, af en ting ganget med dens acceleration, det er faktisk det som Newtons anden
lov siger:

F=m-a (2.32)

f.x. har vi tyngdekraften, som altid skubber os lodret ned.

Som I dog nok har lagt meerke til, sa bliver vi ikke trukket ned igennem jorden.
Dette er, fordi jorden skubber tilbage med en ligesa stor modsatrettet kraft, (den kraft
kaldes normalkraften), som gor, at kreefternes reelle pavirkning pa os er 0, vi har altsa
en ligning som giver nul:

Ftyngde + Frormat =0 (233)

Det er meget herligt at den giver nul, da den bade ggr, sa vi ikke falder igennem jorden,
og sa vi videre kan udlede formler for impuls. Vi kommer ikke til at arbejde sa meget
mere med krafter i dette kompendium, vi bruger dem kun til at udlede de love, vi skal
bruge, og det gor vi nede i afsnit 2.3.

2.3 Impuls

Impuls er et begreb, der beskriver hastigheden af noget sammen med dets inerti. Inerti
er et begreb for, hvor meget en ting vil modstride acceleration, altsa sendring i sin hastig-
hed. Det kan forstaes som hastigheden af en ting, og hvor sveer den er at stoppe. I vores
tilfzelde er inerti ensbetydende med masse eller vaegt. Det kan veere, at det umiddelbart
giver mening, hvis vi forestiller os en bowlingkugle, den er sveere at flytte end et papirs-
fly, da bowlingkuglen er tungere og har dermed hgjere en inerti end papirsflyet. Vaegt
er i vores verden det, der gor ting sveere at flytte, f.x. en bowlingkugle ift. et papirsfly.
Nar der er bevaegelse af ting med veegt eller rettere inerti®, s kan det beskrives med
impuls, dette ggres iseer, hvis der er to ting med inerti som rammer hinanden, f.x. en
bowlingkugle, der rammer bowlingkegler, sa kan vi se, hvordan hastigheden og impulsen
bliver overfgrt fra en tung ting til en mindre tung ting og omvendst.

Nu skal vi vise jer udledningen af formlen for impuls. Det kan godt veere, at mate-
matikken ser tung ud, men vi skal nok forklare det trin for trin, og hvis du er blevet
ekspert i algebraen vi har leert i afsnit 2.1, sa vil du ikke have nogen problemer her. Vi
starter med at kigge pa Newtons 2. lov fra ligning (2.32), hvor vi vil forbinde den med
ligning (2.31), der var formlen for acceleration:

Uslut — Ustart

F: . =
m-a m At

(2.34)
Vi fortalte om, hvordan to kreefter kan udligne hinanden, ligesom tyngdekraften og nor-
malkraften i ligning (2.33). Vi skal her se pa et tilfezelde, hvor to bolde rammer hinanden
saledes, at de pavirker hinanden med den samme kraft, sa den totale pavirkning giver
nul:

Fi+F=0 (2.35)

Det vil vi sammensaette med den formel, ligning (2.34), vi lige sammensatte for, hvad
en kraft er:

Vlaue ~ Vlgrare V2.1t~ V24tart

o et = Petore P DPeur = Petare ) 2.36

At T At (2:36)

Nu kan vi sa gange sendringen af tiden veaek, da det er den samme tid for begge bolde:

my

U1 — U1 — U2

At At

5Det er en maerkveerdig ting, at inerti og masse (ved hastigheder langt under lysets) er det samme
i vores verden, prgv at forestille dig hvis de ikke var.

my slut start | A¢ + M - V2,10t start  A¢ — (). At (237)
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Sa vi far:
my - (vlslut - Ulsta.rt) +mg - (U2slut, - UQstart) =0 (238)
Sa kan vi gange ind i parentesen:
M1 V1, — M1 Vg, M2 V2, — M2 V2,,,, = 0 (239)

I kan maske se, hvad vi skal nu? Laegger vi alt det, der har et minus foran sig, til pa begge
sidder, sa kan vi vise, at udtrykkende med sluthastighederne er lige med udtrykkene med
starthastigheder:

mi U, +meve,,, =0+ my v, +me v, (2.40)

Det lufter allerede lidt af, at der er noget som er bevaret fgr og efter stgdet, det er
selvfglgelig impuls, som vi nu bruger til at simplificere udtrykket. Vi skriver formlen for
impuls som felgende:

p=m-v (2.41)

Sa kan vi altsa skrive fglgende:

DPlgrare T P2tare = Pioru +p2slut (242)

Her kan vi altsa se, hvordan impulsen i starten lagt sammen, giver impulsen i slutningen
lagt sammen. Det vil vi beskrive nsermere i afsnit 2.5, hvor vi taler om bevarede stgrrelser,
som inkluderer bevarelse af impuls.

Opgave 2.3.1: Bowlingkuglens impuls En bowlingkugle med vaegten 5kg bevasger
sig med 10 7

1) Find impulsen af bowlingkuglen (Hint: kig pa ligning (2.41))

2) Hvilken enhed har impuls? (Hint: prgv at ignorere tallene og bare kig pa, hvad du
ganger sammen)

2.4 Energi

Energi er et begreb, I nok har hgrt om, det er en stgrrelse der kan have mange former,
fopr eksempel har bade en bil der kgrer, din mobil og dig forskellige former for energi.
Nar ting bevaeger sig, sa har det energi, hvilket er grunden til, at man kan omdanne
bevaegelse til elektrisk energi, f.x. ved en hamster i et hjul. Formlen for energien af
noget, der bevaeger sig, den kinetiske energi, er:

1
Eyin = 5 m v? (2.43)

I de fleste tilfeelde kan formlen for, hvad energien af en ting, som ggr noget, er, skrives
som halvdelen af noget der har med tingen at ggre, ganget med hvor meget den ggr det,
i anden®. Her er det halvdelen af, noget der har med tingen at ggre (vaegten), ganget
med, hvor hurtigt den bevaeger sig (hastigheden) i anden.

Vi kan se, at hastigheden er lgftet til anden potens, sa derfor betyder det ikke noget
for energien, om den bevaeger sig vaek eller mod vores malepunkt. Det ville heller ikke
give mening, hvis noget kunne have anti-energi, hvis det bare gik vaek fra os, nej, den
har brug for energi for at bevaege sig, den giver ikke energi for at beveaege sig.

Opgave 2.4.1: En flyvende hjerne En hjerne med vaegten pa 2kg flyver gennem
luften med en hastighed pa 2

1) Hvor hgj kinetisk energi har hjernen?

6Dette er ikke en reel regel, men bare en huskeregel for, hvad energiformlen ofte er. For eksempel
minder formlen for rotationel energi meget om denne. Faktisk er rotationel energi en form for kinetisk
energi.
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2.5 Bevarede stgrrelser

I afsnit 2.3 om impuls og i introduktion til kapitlet, har vi brugt begrebet bevarede
storrelser, som betyder stgrrelser, som ikke sendrer sig’. I har méske hgrt, at energi er
konstant, det betyder, at vi hverken kan gdelzegge eller skabe ny energi. Det siger dog
ikke noget om, at vi ikke kan omdanne en type af energi til en anden type, sa leenge den
samlede maengde energi holdes konstant.

Dette er sandt i hvad vi kalder et lukket system, som er et system, hvor der ikke er
noget, der pavirker det ude fra. Et lukket system er f.x. en bold, der ligger pa jorden,
den har ingen kinetisk energi og ligger stille. Det system er ikke laengere lukket, hvis
der kommer en kraft, som en fodboldspiller, der sparker den. Dog kunne vi godt have
haft fodboldspillerens spark med i vores udregning af energien. Derfor kan det maske
give mening, hvordan hele universet er et lukket system, hvis vi tager alting med i vores
udregninger. Pa den made er der ikke nogle ydre kreefter, og der bliver ikke skabt energi,
men I kan nok godt forestille jer, at det er lidt sveert at holde styr pa hele universet, vi
estimerer derfor, at f.x. fodbolden er i et meget lukket system.

Bevaret energi

En bevaret stgrrelse, som vi kommer til at arbejde med, er bevaret energi. Som vi lige
har nesevnt, kan man ikke gdelaegge og skabe energi, derfor er der altid s& meget energi i et
lukket system ved slut, som der var ved start. Energien kan ikke skabes eller gdelaegges,
men den kan godt tabes®, ved f.x. at blive til varme, I har méske provet at gnide jeres
haender mod hinanden for varme, der omdanner du bevaegelses-energi til varme-energi.
Nar energi bliver omdannet til varme, sa mister vi altsa noget af beveegelsesenergien,
det er derfor, at ting ikke kan holde hastigheder uden, der bliver tilsat mere energi,
medmindre de er i specielle situationer som f.x. ude i rummet.

Hvis vi ved, at der ikke er noget energi, der bliver tabt som varme, sa kan vi beskrive
bevaegelsesenergien i et system som folgende:

Ekinl = Eking (244)

Ligningen siger, at den kinetiske energi i situation 1 er den samme som den i situation
2. Denne ligning kan vi saette sammen med formlen for kinetisk energi, sa vi far at:

%~m1~v%:%~m2~v§ (2.45)
Her siger vi at halvdelen af inertien, eller vaegten, ganget med hastigheden i anden i
situation 1 er det samme som halvdelen af inertien, eller vaegten, ganget med hastigheden
i anden i situation 2.

Hvis vi gar ud fra, at tingene ikke sendrer veegt undervejs, sa m; = meo, kan vi
beskrive dem begge med samme bogstav m, sa kan vi se, hvordan der star det samme
pa begge sider, bortset fra vy og vy, derfor ved vi, at v; = vg, ud fra vores lignings
regneregler:

1 1 9

§~m~vf:§om~02 (2.46)

Vi kan dividere med % -m pa begge sidder:

-m

-2 (2.47)

2 _
.fUli

(SIS
NN

-m -m

"Der findes en tat sammenhzeng mellem symmetrier og bevarede stgrrelser, sa at for hver gang en
storrelse er bevaret, findes der en symmetri som er bundet sammen med den.

8Nar man mener, at energi tabes, si mener man bare, at det er blevet omdannet til en mindre
brugbar energiform.
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Og sa far vi:

1-v? =103 (2.48)
v =3 (2.49)
\/v? = /v3 (2.50)
V] = Vg (2.51)

Vi far altsa, at hastigheden i situation 1 er lig med hastigheden i situation 2, hvis
der ikke tabes energi eller sendres inerti eller veegt, undervejs. Nar vi arbejder med
energibevarelsen, sa vil vi dog arbejde med flere ting, der er i bevaegelse, de udregninger
kan ses i afsnit 2.6 om stgd.

Bevaret impuls

En anden bevaret stgrrelse, som vi kommer til at arbejde med, er bevaret impuls i
forhold til sammenstgd. Det er simpelthen bare, at den maengde impuls, der var fgr et
sammenstgd, er den samme, der er efter. For eksempel to bolde, hvor den ene ligger
stille og den anden har en hastighed, hvis de rammer hinanden, sa deler hastigheden sig
ud over dem begge. Hvad deres hastigheder slutter af med at veere, det kommer sa an
pa deres inerti, altsa veegt, og hvilken form for sted det var, det vil vi deekke nasermere i
afsnit 2.6 om stgd.

Igen sa har vi behov for et isoleret system for dette geelder, igen hvis en fodboldspiller
kommer ind og sparker til en af boldene, for vi har kunne finde deres slutimpuls, sa kan
der veere mistet noget impuls eller skabt noget, impulsen vil altsa ikke veere bevaret,
hvis der er noget der kommer ind og sendre pa situationen.

Hvis der ikke har veaeret nogle fodboldspillere, der har sparket til vores forsgg, det
vil sige, at systemet har veeret isoleret, imens vi udfgrte vores forsgg, sa kan vi opstille
fglgende formel, da impulsen er bevaret:

P1 = P2 (2.52)

Ligesom vores formel for bevaret energi, sa siger vi, at impulsen i situation 1 er den
samme i situation 2. Nu kan vi, ligesom da vi opsatte formlen for bevaret energi, satte
formlen for impuls ind:

my - V1 = Mg - Vg (253)

Hvis vi gar ud fra, at der ikke bliver tabt eller tilfgjet nogen inerti, eller veegt, sa kan vi
igen beskrive m; = mo = m, sa vi kan lave fglgende formel, som vi kan udlede fra:

m-v =m- vy (2.54)

Sa kan vi igen dividere med inertien, eller vaegten, pa begge sider:

T V1 = m * V2 (255)
m m
V1 = V2 (256)

Fra begge vores udledninger kan vi se, at har et objekt en hastighed og ingenting sparker
eller pa anden vis pavirker det, sa sendrer det ikke hastighed. I den virkelige verden vil
der dog umiddelbart altid veere lidt friktion og luftmodstand osv., men det ser vi bort
fra, da vi alligevel kan fa nogle nyttige resultater, og det gor beregninger meget nemmere.
I fysik veelger vi ofte at taenke pa verden som perfekt, for at gore det muligt at regne pa.

Men hvad nu hvis der ikke bare er én ting, der bevaeger sig? Det er det spaendende
ved at regne med impuls, og det vi vil kigge pa i afsnit 2.6 om Stgd. Nar vi snakker om
“stgd” er dette ikke elektrisk stgd, men stgd som i sammenstgd.
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2.6 Stgd

Stad er det, der fremkommer, nar flere bevaegende ting rammer hinanden, og for at
holde det simpelt, sa vil vi holde os til to bevaegende ting, der rammer hinanden. Prin-
cipperne, der gezlder for to beveegende objekter, er de samme, der galder for tre, fire,
firehundredeogtyve osv. bevaegende objekter, men det er nemmere at holde styr pa jo
feerre objekter, som man regner med.

Flere bevaegende ting

Nar vi har to (eller flere) bevaegende ting, sa ma de jo have en energi og en impuls, men
rammer de hinanden, sé er der jo noget, der “sparker” og sndrer pa de forskellige ha-
stigheder i systemet. Det er sandt, men det betyder ikke, at systemet mister impuls eller
energi, medmindre energien gar tabt i varme. De ligninger, vi skrev op under afsnit 2.5
om bevarede stgrrelser, geelder faktisk for hele systemet. Det gor de, da vi kan legge
energier sammen og impulser sammen. Det er det, vi vil vise i de naeste afsnit.

Energien af flere bevaegende ting

Det kan maske give mening, at har vi to bolde, der bevager sig med en energi pa 10 J,
sa ma et system med de to bolde i sig have en samlet kinetisk energi pa 20J, da skulle
noget blive ramt af begge bolde, sa ville det blive ramt af den samlede energi, derfor kan
vi leegge et systems energier sammen. Vi opstiller derfor folgende formel for den samlede
energi i et system:

Ekintoml = Ekinl + Ekin2 +...+ Ek:in" (257)

Her har vi brugt notationen n, det bogstavet betyder, er egentligt bare det antal ting
vi har, hvis det er tyve bolde, sa er n = 20, hvilket betyder, vi ligger energi 1 sammen
med 2, sammen med 3, sammen med 4 osv. indtil vi har lagt det sammen med den
kinetiske energi af den 20. og sidste ting. I vores opgaver arbejder vi ikke med mere end
2, men vi ville bare give jer den generelle formel. Denne formel kan vi sa satte sammen
med formlen, vi havde for den bevarede energi i afsnit 2.5 for at fa fglgende:

Eki"totulsmrt = Ekintotalslut (258)

Vi ville ikke bruge 1 og 2 til at beskrive situationerne her, for at formindske forvirring
senere. I denne ligning behgver energi 1 og 2 i den totale kinetiske energi i startsituationen
ikke veere den samme som i den slutsituationen. Laegges de sammen, sa skal de bare give
det samme resultat. Faktisk kan energien godt bytte, som f.x. hvis du skyder en bold
ind i en anden bold, der har samme masse, sa stopper din bold méaske, men den anden
har preecis samme energi som din havde lige fgr den ramte.

Vi beskriver energien i et system med to bevaegende ting, der rammer hinanden, via
fglgende formel:

Eki”lsf,art + Ekianmn = Ekinl slut + Eki”%mt (259)

Her siger vi at, hvis vi laegger den kinetiske energi af ting 1 og ting 2 sammen i
startsituationen, sa far vi det samme som, hvis vi laegger den kinetiske energi af ting 1
og ting 2 sammen i slutsituationen. I kan maske se, Hvis vi kender 3 af energierne, sa
kan vi finde den sidste via algebraen vi leerte i afsnit 2.1 om matematik.

Opgave 2.6.1: Energien af et bold stéd En bold, der bevaeger sig med energien 10 J,
er pa vej mod en bold, som ikke bevaeger sig, og den har dermed en kinetisk energi pa
0J.

1) Hvad er den totale kinetiske energi i systemet med de to bolde? (Hint: prov lig-
ning (2.57))

2) Efter boldene har ramt, sa har den forste bold nu en kinetisk energi pa 5J, hvad
er den kinetiske energi af den anden bold efter den blev ramt? (Hint: prgv at bruge
ligning (2.59), og isoler den anden bolds kinetiske energi)
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Impulsen af flere bevaegende ting

Ligesom med energien, nar vi har to (eller flere) objekter, der bevaeger sig, sa kan vi
leegge deres impuls sammen, men her skal man huske, at modsat energien har impuls en
retning. Det betyder, at vi kan have en negativ impuls. Dette kan ggre at nar vi ligger
impulsen af to objekter sammen, kan vi fa nul. Det kan veere at det ikke givet intuitiv
mening for dig, at impulsen er 0 i et system med bevaegende ting, men husk at det vi
taler om er den totale impuls. Prgv at forestille dig to bolde med lige stor impuls rammer
en kasse, de har praecis impuls nok til at give kassen en fart pa 1 meter i sekundet i den
retning de beveaeger sig, men da de kommer fra hver deres side, sa skubber den ene bold
kassen til hgjre, mens den anden skubber kassen til venstre, sa kassen ender med at have
en hastighed pa 0. Vi opstiller altsa fglgende formel, som ligner den for energi:

Dtotal =P1 + P2+ ...+ Pn (2.60)

Igen, har vi brugt den mere generelle formel med n og igen sa bruger vi ikke fremover
n som hgjere end 2, derfor er det bare impuls 1 lagt sammen med impuls 2. I alle
sammenstgd, sa er der impulsbevarelse (hvis vi gar ud fra at de ikke mister inerti), sa
vi kan altsa benytte den totale impuls sammen med formlen for impulsbevarelsen fra
afsnit 2.5 Bevarede stgrrelser:

DPtotalsiart = Ptotalsius (261)

Den kan vi sa udvide igen, ligesom vi gjorde med energien i ligning (2.59):

Plorare T P2 art = Plawe T P20 (2'62)

Her kan vi altsa se hvordan, hvis vi kender tre impulser, sa kan vi finde den sidste, ved
hjeelp af algebra.

Opgave 2.6.2: Impulsen af et bold-stgd En bold beveger sig med impulsen 10kg**
er pa vej mod en bold som ikke bevaeger sig og dermed har en kinetisk energi pa 0 kg

1) Hvad er den totale impuls i systemet med de to bolde? (Hint: brug ligning (2.61))

2) Efter boldene har ramt, sa har den fgrste bold nu en kinetisk energi pa 5kg=. Hvad
er den kinetiske energi af den anden bold efter den blev ramt? (Hint: du kender de to
startimpulser og en slutimpuls, kan du isolere den sidste i ligning (2.62))

Stgdtyper

Nar vi arbejder med impuls, arbejder vi med to ideelle former for stgd, det elastiske og
komplet uelastiske stgd. Forskellen mellem dem er, som du nok kunne gaette, at den ene
er elastisk, og den anden slet ikke er. Det, at et stgd er elastisk, betyder, der ikke gar
noget energi tabt i at deformere tingene, der rammer hinanden. Et eksempel pa elastiske
stgd sker f.x. med hoppebolde og elastikker, de far ikke nogle permanente buler, som
kraever energi at skabe, som f.x. biler ggr, nar de stgder ind i hinanden.

Elastiske stgd

Nar vi har at ggre med et fuldsteendigt elastiske stgd, sa kan vi regne med, at ingen
energi gar tabt i at lave buler eller deformation. Vi kan altsa regne med at energien er
konstant. Vi kan dermed opstille to formler for ssmmenstgdet, ved at bruge bade impuls-
og energibevarelsen:

M1 - Vistart T M2 * Vastart = M1 * Vlslut + M2 * Vaslut (263)

og
Ekimsmrt + EkinZstart = Ekinlslut + Ekin2szut (2'64)
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Ved kombination af de to ligninger, sa kan vi, gennem en laengere udledning, komme
frem til fplgende formel:

Ulstart T V2start = VUlslut T V2slut (265)

Kender vi tre hastigheder, sa kan vi finde den sidste. Dette kan veere de to starthastig-
heder og en sluthastighed eller omvendst.

Opgave 2.6.3: Hoppeboldstgd To hoppebolde stgder ind i hinanden. Til start, sa har
den ene hastigheden 2%, og den anden har hastigheden —1 3, da den ruller imod den
forste. Til slut sa har den anden hoppebold hastigheden 2 7.

1) Hvad vil den fgrste hoppebolds sluthastighed veere? (Hint: brug ligning (2.65)
2) Hvad er der sket med de to boldes hastigheder?

Komplet uelastiske stgd

I fuldsteendigt ikke elastiske st@éd, sa ender de objekter, der rammer hinanden, med at
bevaege sig i samme retning med samme hastighed, sa de haenger altsa sammen, efter
de har ramt hinanden.® I fuldstaendigt ikke elastiske stgd, si er det faktum, der kan
fremkomme buler o.1., der ggr, at vi kan miste energi i sammenstgdet, hvilket gor, at vi
ikke kan regne med, at energien er konstant i sammenstgdet. Vi udleder derfor en anden
formel, hvor vi har at ggre med et komplet uelastisk stgd, sa vi kan opstille fglgende
variant af ligning (2.40):
miy - U1

+mg - Vo =M1 Vslut + M2 * Vslut (2.66)

start start

Vi simplificerer den, ved at rykke m; og ms ind i en parentes, da de begge er ganget
med Vg

my - U1 + ma - Vg = (m1 + mz) s VUslut (267)

start start

Sa kan vi isolere sluthastigheden, den bruger vi som en generel formel for fuldstaendigt
ikke elastiske stad:

mi v, M2 v, (M1 +ms)

(ml +m2) (ml +m2) slut ( )
Som giver os formlen:
M1 Vo +mg - V2,1art
= 2.69
Vslut my + my ( )

Her har vi fire variable, sa finder vi tre af dem, sa kan vi via algebra lave en formel for
at finde den sidste.

Opgave 2.6.4: Falleshastighed af to kugler To kugler bevaeger sig mod hinanden
og kolliderer ikke-elastisk, den ene har en hastighed pa 2 % fgr sammenstgdet, og den
anden bevager sig halvt sa hurtigt imod den forste for stéddet og har derfor hastigheden
—17. De vejer begge to 1kg.

1) Hvad vil deres feelles sluthastighed veere? (Hint: brug ligning (2.69))

Til slut bgr nevnes, at man i den virkelige verden ogsa oplever stgd, som hverken
er elastiske eller komplet uelastiske. Disse stgd kalder man for uelastiske stgd (ikke at
forveksle med de komplet uelastiske stgd!)- T disse stgd bliver en del af energien tabt i
form af derformering af objekterne, men objekterne haenger ikke sammen bagefter. For
at regne pa disse, bliver man ngdt til at kende mere end bare starthastighederne og
masserne.

9Det kunne vzere to biler efter en trafikulykke
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2.7 Opgaver

Ud for hver opgave er en antal prikker fra 0 til 3. Flere prikker betyder sveerere opgave,
vurderet af arranggrerne. Du vil maske opleve at det ikke altid stemmer med din egen
oplevelse af hvad der er sveert, da alle har svaert ved forskellige ting.

Opgave 2.7.1: Hawkeye

0

Hawkeye affyrer en pil med en inerti pa 100 g og en fart pa 30m/s
1) Hvad er pilens kinetiske energi?

2) Hvor langt vaek nar den fra Hawkeye pa 5 sekunder?

Opgave 2.7.2: Batmobilen I
0
Batmobilen kgrer med en hastighed pa —120 kTm, og har en inerti pa 1ton

1) Hvor stor er batmobilens impuls?
2) Kgrer batmobilen i negativ eller i positiv retning?

3) Hvad er batmobilens kinetiske energi?

Opgave 2.7.3: Krudt og kugler I
1

En superskurk affyrer en kanon direkte mod et tog, der kommer kgrende. Toget
har en hastighed p4 —100km/t og en inerti pa 27 tons, projektilet fra kanonen har en
inerti pa 2kg og en hastighed pa 600 m/s. Kanonkuglen rammer toget, og de to henger
sammen bagefter.

1) Hvad er hastigheden af toget og kuglen bagefter?
2) Antag nu i stedet et elastisk stod, hvad bliver sluthastighederne sa?

Opgave 2.7.4: Batmobilen II
1

En rgver er ved at slippe vaek, efter at have stjalet en kuffert med penge. Rgveren
kgrer i en flugtbil med hastigheden 70 kTm Batman forfglger rgveren i sin batmobil, og
indhenter rgveren pa 7s. Rgveren har et forspring pa 120 m.

1) Hvor hurtigt kegrer batmobilen?

Opgave 2.7.5: Hulk
1

Bruce Banner springer ud af et tog, og har en hastighed pa 4m/s. Bruce vejer 70kg.
Midt i luften transformerer han til Hulk. Efter transformationen har han en en hastighed
pa 1m/s. Antag impulsbevarelse.

1) Hvor meget vejer Hulk?

2) Er den kinetiske energi bevaret?

3) Hvor stor en kinetisk energi har Bruce inden han transformerer?
4) Hvor stor er hans kinetiske energi efter han har transformeret?

5) Er hulk varmere eller koldere efter transformationen?

Opgave 2.7.6: Krudt og kugler IT
2
Denne opgave fortsaetter opgave 2.7.3.

1) Hvor mange kugler skal skurken affyre for at toget stopper helt? (Antag komplet
uelastiske stod)

2) Lgs ovenstaende opgave med elastiske stgd. Er det flere eller faerre kugler? Er det
som du forventede?
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Opgave 2.7.7: Supermans knytnaseve
2

En Bankrgver kommer lgbende med en fart pa lOkTm mod Superman. Superman
slar ham, sa han flyver tilbage. Efter kollisionen mellem bankrgveren og Supermans
knytnaeve, star naeven helt stille, mens bankrgveren flyver bagud med en fart pa 10 7.
Bankrgveren har en inerti pa 87kg, mens Supermans knytnaeve har en inerti pa 200 g

1) Bestem hastigheden af Supermans knytnaeve inden den rammer bankrgveren.

Opgave 2.7.8: Iron Mans raketter
3

Iron Man sveever i luften ved hjeelp af sine raketter. Han pavirkes af tyngdekraften
med en kraft pa 1800 N.

1) Hvor stor en opadrettet kraft leverer raketterne?

Nu Begynder Iron Man at accelerere opad. Pa 10 sekunder opnar han en hastighed
pa 10m/s.
2) Hvad er hans acceleraton?

3) Hvor stor en kraft skal raketterne levere, for at han opnar denne acceleration?

Opgave 2.7.9: Superman og toget
3
Et tog kommer kgrende med en hastighed pa 120 kTm Toget har en inerti pa 160 tons.

1) Bestem togets impuls

Et stykke z = 100 m leengere henne af sporet er en bro hen over en afgrund styrtet
sammen. Superman kommer flyvende og vil forsgge at stoppe toget inden det kgrer i
afgrunden. Superman er 200 m bag togets forende, nar toget er afstanden z fra afgrunden.
Superman flyver med en konstant hastighed u = 180m/s.

2) Hvor langt tid tager det superman at na frem til forenden af toget?

3) Hvor langt er toget fra afgrunden, nar Superman nar frem til forenden af toget?
Superman bremser nu toget ved at skubbe pa forenden. Toget stopper lige ngjagtigt
ved kanten af afgrunden. Det kan antages, at toget bremses med en konstant acceleration.

4) Hvor stor er accelerationen pa toget under opbremsningen?

Opgave 2.7.10: Superman og symboler
3

Superman har inertien ms, og sveever i luften uden at beveaege sig. Han griber nu en
bold med en inerti pa my, der beveeger sig med en hastighed pa vy.

1) Hvad er Supermans hastighed bagefter?
2) Hvad er energien af bolden og superman efter han har grebet bolden?
3) Hvad er energien af systemet fgr bolden blev grebet?

4) Hvor meget energi er gaet tabt i form af varme?
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2.8 Forsgg: Luftpudevogne

Introduktion

I dette forsgg skal vi se pa, om vi kan bekrafte, at der findes impulsbevarelse, som vi
har gennemgaet i dette forlgb. Det vil sige, at vi skal se, om vi kan eftervise fglgende:

Dfgr = Pefter (270)
MitgrVigr = Meefter Vefter (2'71)
Ptgr = MigrVfer O  Pefter = Mlefter Vefter (272)

Vi vil i dette forsgg tage udgangspunkt i to luftpudevogne, som vi vil stgde ind i
hinanden. Ved at se pa vognenes inerti og deres start- og sluthastigheder, kan vi sam-
menligne og se, om der er impulsbevarelse, som beskrevet i afsnit 2.5.

Forsggsopstilling

Der er forskellige mader, som I kan prgve at eftervise impulsbevarelse, men vi taenker,
at I kan lave en opstilling i stil med opstillingen i figur 2.3, hvis I ikke selv har nogle
forslag.

Figur 2.3: Forslag til en mulig forsggsopstilling til forsgget.

Materialer

Til forsgget har I fglgende materialer til radighed:

e 2 stativer med steenger, muffer og fgdder

o 2 fotosensorer

2 luftpudevogne med finner og lodder

1 luftpudebane

1 blaeser

1 LabQuest enhed
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e 1 computer til malinger

o vagt

Fremgangsmade

Her er beskrevet, hvordan I kan bruge det udstyr, som er givet til, og har I andre ideer
til, hvordan tingene kan bruges, kan I spgrge underviserne og hgre, hvad de synes.

e For at opsatte luftpudevogne skal T satte en skinne op pa et bord og fastggre
en af blaeserne til enden af skinnen. Hvis I sa teender for blaeseren burde I kunne
placere en af luftpudevognene pa skinnen og kgre den frem og tilbage uden den
store friktion mellem vognen og skinnen. (Hvorfor er dette en god ting i forhold til
forspget?)

e Vognene har forskellige ting, der kan seettes pa dem, sa I kan eksperimentere med
forskellige ting pa vognene.

e Stativerne sattes sammen med stativmufferne, som er metal objekterne med to
huller, sa I kan indsztte to metalsteenger, der sa vil sta vinkelrette pa hinanden.
Ved brug af stativerne kan I for eksempel sztte fotosensorerne i jeres opstilling.
(Hvorfor er dette en god ting i forhold til forsgget?)

e Fotosensorerne kan bruges til at detektorer, hvornar noget blokerer for lysstralen
mellem de to ben i fotosensorerne. (Hvordan kan dette mon bruges?)
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Data

I bestemmer selv, hvilke veerdier, som I vil prgve at male pa, og tabel 2.2 er et forslag
til, hvad I kan beregne og nedskrive. I kan saledes sagtens skrive nogle andre ting ned.

Forsgg

Masse 1 my

Masse 2 mo

Hastighed 1 v

Hastighed 2 vy

Impuls 1 pq

Impuls 2 po

1: For

1: Efter

2: For

2: Efter

3: For

3: Efter

4: For

4: Efter

5: For

5: Efter

6: For

6: Efter

7: For

7. Efter

8: For

8: Efter

9: For

9: Efter
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Kapitel 3

Kemi

3.1 Introduktion

Velkommen til kemiforlgbet pa UNF’s naturfagsweekend! I folkeskolen er de to fag fysik
og kemi blandet sammen i ét fag Fysik/Kemi, men pa f.eks. gymnasiet eller universitet er
der keempe forskel pa de to fag! Kemi handler om at forsta den made universet atomare
byggesten reagerer med hinanden, for at dét stof som hele verdens fysiske materiale
bestar af. Mere lavpraktisk, sa er det den del af naturfaget hvor man kan helde to
veesker sammen, hvorefter der sker en farvesendring, en eksplosion, eller noget andet
speendende!

I dette ars undervisning/kompendium skal I leere de basale kemiske feerdigheder, der
gor jer I stand til at regne pa den kemi, der skal i glasset nemlig mengdeberegning, og
derefter to grene inden for kemien: Uorganisk kemi og termodynamik.

Hvad er kemi for os?
Mette

Det, jeg finder interessant ved kemi, er, hvordan det kan forklare mange hverdags situa-
tioner. Man kan maske se, at der er sket noget som, at metal ruster og celler formerer sig.
Bag begge faenomener er det kemiske reaktioner der finder sted. At finde ud af hvad der
er sket, og hvordan den kan pavirkes er for mig det virkelig spsendende. Stoffers kemiske
egenskaber kan forklare hvorfor, stoffet reagerer, som de ggr. For mig kan kemi give en
forklaring af, hvordan ting haenger sammen og bruge kemi til at forbedre processer.

Knut

Kemi for mig er lseren om verdens komponenter og hvordan, alt er bygget op. I kemi
arbejder man pa at kunne syntetisere nye stoffer og kunne detektere dem, dette ggr man
med et hav af analysemetoder. Kemi er derfor et naturvidenskabeligt fag, hvor al den
viden, man har, kommer fra forsgg og eksperimenter. Det fantastiske ved kemi er, at det
er med til gere verden til et bedre sted og mange af de store problemers lgsninger er
baseret pa viden fra kemi.

Ved hjalp af kemien kan man opskalere reaktioner og udvikle nye kemiske stoffer
eller kunne producere stoffer, man tidligere fik fra naturen. Kemi haenger derfor meget
sammen med industrien og har veeret en ”katalysator” for industrialiseringen i de sidste
150 ar. Blandingen af at finde ud af, hvordan verden er bygget op, og samtidig veere en
vigtig del af industrien er det, jeg synes, der ggr kemi megafedst.

Lin

Kemi er leeren om reaktioner, og hvordan én ting kan sendre sig og blive til en helt anden
ting. Pa den made kan kemien beskrive alle mulige seje sendringer vi ser i hverdagen;
som hvordan fyrveaerkeriet pa himlen nytarsaften fungerer, eller hvordan en teendstik og
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en tendstikaeske lige pludselig kan lave ild! For mange ar siden var en kemiker mest
beskaeftiget med at fremstille usegte guld, mens nutidige kemikere kan lave nye lsegemid-
ler eller designe store tanke nar der skal produceres en masse handsprit. Det er dét jeg
synes er fedt ved kemien: den kan beskrive alle de weird ting der sker omkring dig, og
kan samtidig kan kemi hjeelpe en masse mennesker - og det er bare super fedt.

3.2 Introduktion til atomer og molekyler

Atomet

Et atom er den mindste partikel der kan eksistere alene. Et atom bestar af en kerne, som
er positiv ladet. Kernen bestar af 2 typer forskellige partikler: protoner og neutroner.
Protonerene og neutroner er meget sma og har en meget lille masse pa 1.67 - 10~ 27kg.
Neutronen har en smule hgjre masse end protonen. Protoner er positive ladet og en
ladning pa 1.6 - 1071°C, som er den ladning man kalder for elementarladningen. Det
vil sige at protoner har en meget hgj ladningen i forhold til dens masse. Elektroner er
negative ladet og er endnu mindre end protoner, og har en masse pa kun 9.11-10731 kg,
men har samme stgrrelsesorden af ladning som en proton.

Bohrs atommeodel

En god model af atomet er Bohrs atom model, som er en simplificering af virkeligheden.
I virklhedden bevaeger elektroner ikke baner, men det er en god approksimation til
mange formal i kemien. Bohrs atom model bestar af en kerne hvor protoner og neutroner
befinder sig i. P4 billedet nedefor (figur 3.1) er en atommodel af grundstoffet helium
tegnet. Helium er grundstof nr. 2 og har derfor to protoner (bla og positivt ladet).
Desuden er der i heliums kerne to neutroner. Kernen er omgivet af ”elektronbaner”,
hvor elektroner befinder sig i. Disse kaldes typisk for elektronskaller. Disse tegnes som
sorte cirkler. I den inderste bane kan der vaere 2 elektroner, i den naeste kan der vaere
8, derefter 18. Helium har kun 2 elektroner, og har derfor fyldt forste bane. Siden at
kernen er positiv ladet og elektroner er negativt ladet, sa vil elektronerne blive tiltrukket
af kernen. Det kraever derfor energi at trackke elektron vaek fra kernen. Jo leengere vaek
en elektron er fra kernen, jo hgre potentielt enerig har den. Det vil sige at elektroner
bliver fyldt op i den inderste elektronbane forst, og derefter i den neest-inderste og sa
videre.

2 4.0026

@ He

Helium

Figur 3.1: Atommodel af grundstoffet helium ved siden af helium som det star i det
periodiske system. Helium har to protoner (bla), to neutroner (gra) og to elektroner
(rede).

Grundstoffer og det periodiske system

Et grundstof er et atom med et bestemt antal protoner, hvor atomerne har lige mange
elektroner og protoner nar de ikke har en ladning. Hvis et atom mister eller far protoner
bliver det til et nyt grundstof. Det sker i radioaktive processorer, men det er uden for
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kemiens verden. I kemi arbejder man kun med integrationen imellem elektroner, det vil
sige maengden af grundstoffer er bevaret fgr og efter reaktion.

Det periodiske system er en oversigt over alle de kendte grundstoffer, man kender
til. Hvert grundstof har et nummer, nummeret repraesenter det antal af protoner som
grundstoffet har. Omme bagerst i dette kompendiet er der et printet periodisk system.
Det fgrste grundstof i det periodiske system er hydrogen, den har grundstof nummer 1
og bestar af et proton en elektron. Nogle hydrogen atomer har ogsa en neutron. Antallet
af neutroner der er i kernen kalder man for isotoper. For hydrogen findes der isotoper
med 0, 1 eller 2 neutroner, som ogsa kaldes for deuterium og trirtum. Dog er naesten alt
hydrogen uden en neutron. Pa figur 3.2 kan du se et zoom af det periodisk system pa
hydrogen. @Qverst til venstre er grundstof nummeret, til hgjre for det er den gennemsnit-
lige masse for hydrogen. Tallet er i units, hvor 1 unit er massen af en proton. Grunden
til at massen af hydrogen er en smule hgjre end 1 er fordi der findes andre isotoper
af hydrogen. Derudover har hvert grundstof en eller to bogstaver, som er en form for
forkorte for grundstoffet. Dette kalder man et grundstofsymbol, som f.eks. bruges til at
skrive sammensatninger af molekyler pa en kortere form.

1 1.0079

H

Hydrogen

Figur 3.2: Hydrogen i det periodiske system. Tallet gverst til venstre betyder det er
grundstof nr. 1, og tallet gverst til hgjre er atomet masse malt i enheden ”u”.

Det periodiske system er bygget op efter hvor mange elektroner der i yderste skal
og hvor mange skaller grundstoffet har. De grundstoffer der er gverste har deres yderste
elektron i forste skal, grundstoffer der har yderste elektroner i 2. skal, er ogsa i anden
rackke. Hver sgjle i det periodiske system star for gruppe nummer,hvor dem der har tal
gverste og gar fra 1 til 8 er hovedgrupper, de andre er undergrupper.

Grundstoffer i hovedgruppe 1 har en elektron en i den yderste skal og grundstoffer i
hovedgruppe 8 har 8 elektroner i den yderste skal.

Kemiske bindinger

Atomer eksisterer meget sjeeldent kun for sig selv, men indgar i stedet i forbindelser
med andre atomer. Det sker i gennem en kemisk binding. Den fglgende forklaring pa
kemiske bindinger er en forsimpling af virkeligheden. Bindinger dannes fordi atomer er
mest stabile hvis deres yderste elektronbaner er fyldt op med elektroner. Dette kaldes
ogsa for oktetreglen, som siger at atomer skal have 8 elektroner i deres yderste skal for
at veere stabile. Dette er dog med undtagelse for H, He, Li og Be. Her er skal der vaere
2 elektroner i den yderste skal. Atomerne kan opna dette ved at lave en kemisk binding.
Der findes overordnet 2 forsklige typer af binding kovalente og ionske. Ioniske bindinger
er hvor at elektroner bliver afgivet eller optaget af atomerne, fx kan Cl i vand optage en
elektron fra Na og blive til Nat og Cl". Nar Cl bliver til C1” er der 8 elektroner i den
yderste skal, og oktetreglen er opfyldt, Na atomet af giver den yderste elektron og har
8 i den nu yderste skal og bliver til Na*. Man kalder et atom der har flere eller faerre
elektroner end antallet af protoner for ioner.
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Salte

Et salt er et neutralt ladet stof, som bestar af ioner. Det vil sige der er bade er positive
ioner og negative ioner, som udggr saltet. Et eksempel pa et salt er kgkkensalt NaCl,
som bestar kationen (positiv ion) Na™ og anionen (negativ ion) CI .

Kovalente bindinger

En kovalnt binding sker nar et atom indgar bindinger med et andet atom og der deles
elektroner med et andet atom. Det fungere ved at begge atomer ser elektroner som
deres eget. Dette gor fx at to hydrogen atomer kan danne en binding, og derved opfylde
dubletregelen og blive stabil ved at danne H,.

Molekyler

Et molekyle er sammensaetningen af flere forskellige atomer, der er bundet sammen med
kovalente bindinger. Man kan udtrykke molekyler ud fra en sumformel. Et eksempel pa
det er methan, som skrives som CH,. Denne sumformel viser at molekylet bestar af et
carbon atom og 4 hydrogen atomer, pa grund af der er et nedszenket 4 tal efter. Nar der
kun er et af grundstoffet i molekylelet skriver man dog ikke et 1 tal, da det er implicit
at der er én.

3.3 Reaktionsligninger og mangdeberegning

Introduktionen til reaktionsligninger

I kemien snakker man oftest om reaktioner mellem molekyler. En kemisk reaktion er, nar
molekyler reagerer med hinanden og danner nye molekyler. Et eksempel pa en reaktion
er forbreendingen af sukker, se reaktion 1

CGH1206 + 602 - 6C02 + 6H20 {].}
Dette kaldes for et reaktionsskema eller en reaktionsligning. Det forteller, at nar der
braendes ét CgH,,0g-molekyle (sukker), sa bliver der brugt 6 O, (oxygen) molekyler |
og der er blevet dannet 6 CO, (carbondioxid) og 6 HyO (vand).
Afstemning af reaktionsligninger

For at kunne regne pa, hvad sendringen er af molekyler, er det vigtigt at reaktionsskemaet
er afstemt. Dette betyder, er der er lige meget pa begge sider, i forhold til masse, ladning
og i forhold til meengden af de forskellige grundstoffer. Vi kigger pa reaktionsligning (2):

N2 —+ 02 —_— N02 {2}

Hvis reaktionen er afstemt, er der lige mange nitrogenatomer (N) og oxygenatomer (O)
pa venstre side af pilen, som pa hgjre side af pilen. Lige nu er der 2 nitrogenatomer pa
venstre, og kun ét pa hgjre, det fikser vi:

NQ + OQ - 2N02 {3}

Men nu er der ikke nok oxygenatomer pa venstre side, det fikser vi ogsa:

N2+202 I 2N02 {4}

Nu er der lige mange af N pa hgjre og venstre side, og det samme med O. Sa er reak-
tionsligningen afstemt!
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Opgaver i afstemning af reaktionsligninger

Opgave 3.3.1:
Afstem fglgende reaktion (sgrg for der er lige mange af hvert atom pa hver side):

N2 + H2 - NH3 {5}

Opgave 3.3.2:
Afstem fglgende reaktion:

7ZnS + 02 — 7Zn0O + SOQ {6}

Introduktionen til maengdeberegning

For at kunne regne pa de reaktioner, man vil udfgre, f.eks. hvor meget der skal tilfgjes
af et bestemt stof, er der brug for masengdeberegning. Mangdebregning er viden om,
hvordan man ”teeller” det antal molekyler, man arbejder med. Hvis man regner i per
molekyler arbejder vil man komme til at arbejde med meget store tal, fx i en liter vand
er der 34563375600000000000000000 eller eller 3, 45-10%® vandmolekyler. For at ggre det

meget nemmere at regne med, har man defineret enheden mol.

Stofmaengde og mol

Stofmaengde er, hvor mange molekyler man har af et bestemt stof. Til at beskrive antallet
af molekyler bruger man enheden mol. Hvis man har et mol stof, f.eks. et mol af O, (ilt),
har man 6,022 - 10?3 atomer. Man angiver altid stofmsengder i enheden mol, og ikke i
antal atomer, fordi at det gor det meget nemmere at regne med.

Masse

Masse er udtryk for, hvor meget materiale man har. I de fleste tilfezelde og i hverdagen
er massen og vaegten det samme. Massen kommer fra de partikler, som atomet bestar
af, det vil sige neutroner, protoner og elektroner. Hver af disse partikler har en bestemt
masse. Masse maler man i kg, som star for kilogram. Her er gram enheden for massen,
og kilo er et preefiks, der betyder 1000 gange. Det vil sige at der gar 1000 gram pa et
kilogram. Det er samme princip inde for lseengde, som f.eks. med at pa en kilometer gar
der 1000 meter.

Mbolarmasse

For at kunne udregne stofmaengden af et bestemt stof har man brug for at kende molar-
massen. Molarmassen forteller, hvor mange gram stof der skal til, for man har et mol
af det. F.eks. vejer 1 mol jern (Fe) 55,845 g. Man finder molarmassen ved at bruge det
periodiske system. Da det, der giver massen kommer fra de partikler, som atomet bestar
af, kan man finde massen af et atom ved at laeegge massen af alle protonerne, neutronerne
og elektronerne sammen.

Eksempel pa beregning af carbons molarmasse

Carbon er nr. 6 i det periodiske system, det vil sige at det indholder 6 protoner og
6 elektroner. Afhaengigt af isotopen har carbon 6, 7 eller 8 neutroner, langt de fleste
carbonatomer har 6 neutroner. Det vil sige, at et carbonatom generelt har 6 protoner,
6 neutroner og 6 elektroner. En proton har en masse pa 1,66 - 10727 kg. Massen af en
mol protoner er pa praesis 1g. Dette kan man se ved at gange massen af et proton med
Avogadros tal (antallet af molekyler i et mol stof), som kan ses i ligning (3.1)
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Mproton = Mproton - Na = 1,66 - 10727 kg - 6,022 - 10 mol ™' =1 miol (3.1)
Protoer og neutroner masse naesten er ens og elektroner masse er meget lille i forhold til
er masse af et mol carbon atomer 12g. Molarmassen af et bestem af atom er massen af
1 mol af atomet. Det vil sige at molarmassen af carbon er 12 —£-. Molarmassen af alle
grundstoffer star i det periodiske tabel. Man kan finde molarmassen af et molekyler ved
at ligge molarmssen hvor hvert atom i molekyllet sammen.

Eksempel pa beregning af vands molarmasse

Vand (H,0O) bestar af 2 hydrogen atomer og ét oxygen atom. Molarmassen af hydrogen
er 1 £+ og molarmassen af oxygen er 16 —£+. Der tages summen af 2 gange molarmassen
af hydrogen og en gang af molarmassen af oxygen, som ses i ligning (3.2):

Mygo=2-Mg+1-Mo=2-1-8 +1.16-% —18-&_ (3.2)
2 mol mol mol

Sammenhang mellem stofmaengde, molarmasse og masse

I afsnittet for er der blevet introduceret tre grundveerdier inde for maengdeberegning:

e Stofmeengde: hvor mange molekyler der er, symbol n
e Masse: veegten af stoffet, symbol m

e Molarmassen: massen af 1 mol af et vilkarligt stof, symbol M

Nar to af disse veerdier kendes, kan man finde den sidste. Sammenhaengen mellem dem
ses pa den fglgende skitse.

Ligning 3.3 viser sammenhangen mellem stofmaengde, molarmasse og masse
masse

m
n = — = stofmaengde =

_ 3.3
M molarmasse (3.3)

For at kunne finde én af de tre, skal man kende de to andre. Hvis man f.eks. kender
vaegten en en klump jern, og ved at jerns molarmasse er 55,845 g/mol kan man finde
stofmaengden. Der vises et eksempel pa, hvordan man finder molarmassen ud fra, at man
kender massen og stofmaengden.

Eksempel pa bestemmelse af molarmasse for en ukendt blanding gas

Man vil undersgge en gas for, om det er methan (CHy) eller ethan (CyHg), hvor man
har kunne kgle gassen ned og malt massen af den til at veere 57 g, og ved hjelp af en
trykmaling er det fundet, at der er 3,4 mol gas. Der findes fgrst molarmassen af methan
og ethan.

Methan bestar af ét carbonatom og 4 hydrogenatomer og har en molarmasse pa

Mcy, = 12g/mol + 4 - 1 g/mol = 16 g/mol

og ethan bestar af 2 carbonatomer og 6 hydrogenatomer og en molarmasse pa:
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Mc,n, = 12g/mol - 246 - 1 g/mol = 30 g/mol

Nu findes molarmassen af den undersggte gas, og derefter bliver den sammenlignet med
molarmassen af ethan og methan. Der bruges ligning (3.3) til at isolere for molarmassen:

m 1 m
M=-— M=— - M -—=— 3.4
De kendte veerdier indseettes i dette:
m 57g _ g
Mgas = n  3,4mol X mol (3:5)

Det vil sige, at den ukendte gas bestar primeert af methan, da 16,7 er teettere pa 16 end
30.

Opgaver i mengdeberegning

Opgave 3.3.3:
Bestem molarmassen af HyO (vand) med hjzlp fra et periodisk system.

Opgave 3.3.4:
Bestem molarmassen af CuFeS, (kobberpyrit) med hjelp fra et periodisk system.

Opgave 3.3.5:
Et stykke jern vejer 5 g (dvs. m = 5g), hvad er stofmeengden af jern? (n =7). Brug

molarmassen af jern M = 55,82

Opgave 3.3.6:
Der haves 2 g CaO, hvad er stofmaengden af CaO?

Opgave 3.3.7:
Der haves 7 mol Hg, hvad vejer denne vaeske?

Opgave 3.3.8:

Lin har fundet en grat metal pa jorden uden for Sukkertoppen gymnasium. Hun har
vejet det og konstaterer at klumpen vejer 10,0 g, og med sine seje kemividen ved hun at
stofmeengden er 0,178 mol. Hvilket metal er der tale om?

Koncentrationer

Nar stofmaengder er begraenset til et rumfang, kan det betegnes som koncentration. Hvis
man f.eks. har en beholder med 1 liter vand og 1 mol af et stof oplgst i vandet, er der
saledes en koncentration pa 1 mol pr. liter, og den samme koncentration kan opnas hvis
man har 2 mol i 2 liter vand. Der er saledes lige mange molekyler pr. plads. Koncentration

kan regnes med fglgende formel
n
= — 3.6
=1 (36)
Hvor n er stofmaengden, V' er rumfanget og ¢ er koncentrationen som er malt i enheden
molaer (M), som betyder mol pr. liter. Sammenhaengen mellem n, V' og ¢ kan ses pa
fglgende skitse
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Vv c

Figur 3.3: Regnetrekant over koncentrationer

Fordelen ved koncentrationer er, at hvis koncentrationen er kendt, vil man kunne
bestemme stofmaengden ud fra et afmalt rumfang.
Eksempel pa beregning af koncentrationen af salt i en saltoplgsning

Hvis 2 gram NaCl (bordsalt) oplgses i 2 L vand, hvad vil koncentrationen af NaCl
sa veere?
Forst beregnes stofmaengden. Molarmassen af NaCl er 58,5 miol

m 2g

=—=—= 42 mol
M 585 ﬁ 0,0342 mo
Koncentrationen beregnes ud fra formlen ¢ = {;
0,0342 mol
=————— =0,0171M
c 5T 0,017

Koncentrationen af NaCl i saltoplgsningen er 0,0171 M (som betyder mol per. liter).

Opgaver i koncentrationer

Opgave 3.3.9:
10 mol NaCl (bordsalt) er blevet haeldt i et POKAL-Ikea glas pa 0,35 L. Hvad er kon-
centrationen af salt i vandet?

Opgave 3.3.10:
Ifplge palidelige kilder kan et menneske drikke saltvand (NaCl i vand) med 18072. Kan
man drikke glasset med saltvand fra forrige opgave?

Opgave 3.3.11:
Der er vejet 5g KMnO, af i en malekolbe, og fyldt demineraliseret vand op til 100 mL.
Hvad er koncentrationen af KMnO, i oplgsningen?

3.4 Reaktionshastigheder

Introduktion

En hastighed af en reaktion er hvor mange gange reaktion forlgber over en given tid. Det
vil sige at hvis for et eksempel reaktion 7 sker 5 gange pa et sekund er reaktionshastighed
5 reaktioner per sekund. Reaktionshastigheden er derved ikke hvor hurtige selve reaktion
er for en reaktion af 3 Hy og en N, der daner 2 NHs.

N2 + 3H2 - 2NH3 {7}

Det tidligere afsnit handlede om maendgeberegning, og der regner man pa mange
molekyler, det vil sige man teller i antal mol i stedet for antal molekyler. Det ggr man
ogsa, nar man ser pa reaktionshastigheder.
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Reaktioner har forskelige hastigheder

Nar man ser pa en reaktion som reaktion 8, der beskriver dannelsen af NOy, som er
meget giftigt selv i sméa mol-procenter som 0,01%. Hvordan kan det veere vi sa ikke er
konstant ved at dod nar der er 20% oxygen og ca. 78% nitrogen i luften? Dette er fordi
reaktion for Igber meget meget langsomt og at det derfor ville tage tusinder af ar for det
vil blive et problem i en lukket beholder.

N2+202 - 2N02 {8}

Nar man maler pa reaktionshastigheder ggr man det oftest ved at se pa hvordan
koncentration af et given stof sendrer sig over tid. Reaktionshastigheden er derfor oftest i
enheden 1 % Reaktionshastigheden kalder man ogsa for reaktionsraten og man bruger
udtrykket r 4, som er hvor hurtigt molekyle ”A” bliver dannet.

Hvad pavirker reaktionshastigheden
Koncentration

For at en reaktion kan ske, skal reaktanterne (molekyler pa venstre side af reaktionspi-
len) mgdes og ramme hinanden, det vil sige generelt, at jo stgrre sandsynligheden er
for at molekylerne mgdes, jo oftere sker der en reaktion og reaktionshastigheden bliver
derfor hurtigere.

Koncentration er en stgrrelse der teeller hvor mange molekyler der er per volumen. Det
vil sige, hvis koncentration af 2 reaktanter er stor, vil de 2 molekyler mgdes oftere, derfor
bliver reaktionshastigheden hgjre nar koncentration stiger.

Det betyder altsa: en stodrre koncentration af reaktanter giver en stdrre
reaktionshastighed.

Overfladeareal

Hvis en reaktion foregar pa et fast materiale, har overfladearealet af det materiale en stor
betydning. Meget ofte er saidan nogle reaktioner enten en forbraendingsreaktion (reaktion
9) eller oplgsning af et salt (reaktion 10).

C(s) + Oz(g) — COs(g) {9}
NaCl(s) — Na'(aq) + CI (aq) {10}

I en forbreendingsreaktion skal et oxygen molekyle reagere med noget af det carbon der
er pa overfladen. Jo mere overflade der er, jo flere steder kan reaktion ske. Nar man
braender kul, sender man det fgrst gemen en mglle der maler kullet ned til en masse sma
partikler, dette ggr at det samlet overflade areal bliver meget stgrre.

Laeseren kan overveje hvorfor overfladearealet blive stgrre. Hint: se pa overfladeareal og
volumen af en kugle og se hvad der sker nar radius bliver mindre.

Nar man oplgser salte sgrger man ogsa for at have det sa fint som muligt. Dette er ogsa for
at oge overfladearealet. Det er derfor fint kgkken slat hurtigter bliver oplgst end groftsalt.

Det betyder altsa: et stgrre overfladeareal giver en stgrre reaktionshastig-
hed.

Temperaturen

Temperaturen af et system (blandgas, oplgsning), forteeller noget om hvor meget ener-
gi der er i systemet. I gas er temperaturen et udtryk for hvor meget beveaegelsesenergi
molekylerene har. I en varm gas bevaeger molekylerne sig meget hurtigt rundt, og i en
kold gas bevaeger de sig meget langsomt. Men hvad har temperaturen med reaktionsha-
stigheden at ggre? For at en reaktion sker skal molekylerene mgdes, men de skal faktisk
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ogsa have nok energi for at reaktionen sker. Nar temperaturen stiger, stiger molekyler-
nes gennemsnitsenergi og sandsynligheden for at reaktionen sker nar molekylerne stgder
sammen stiger derfor ogsa. En hgjere temperatur ggr ogsa at molekyler stgder lidt oftere
sammen, men det er en lille effekt i forhold til det andet.

Det betyder altsa: en hgjere temperatur giver en stgrre reaktionshastig-
hed.

Reaktionsrate

Reaktionshastigheden for omdannelsen af et molekyle i en reaktion, hvor et molekyle A
og B reagerer til at blive til et molekyle C kan skrives op som i ligning (3.7). Her er k
det, man kalder for hastighedskonstanten, som afhsenger af temperaturen og er forskellig
for alle reaktioner. I ligningen er k ganget med koncentrationen af hver reaktant.

—ra=k-ca-cp (3.7)

Maling af reaktionshastigheder

Der findes mange mader at male reaktionshastigheder pa. Man kan eksempelvis tage
en prgve ud fra en reaktionskolbe og lave en kemisk analyse for at se hvor meget, der
er blevet omdannet. Ved at tage prgver ud pa forskellige tidspunkt imens reaktionen
kgrer, kan man finde ud af, hvor hurtigt reaktion forlgber. Man kan bruge noget der
hedder spektroskopi til at fglge med i hvad der bliver dannet, imens reaktionen sker.
Man kan for nogle reaktioner se tydeligt at reaktionen skifter farve undervejs. Hvor
”farvet” en oplgsning er, athaenger af koncentration af molekyler, der kan absorbere lys.
Laeseren kommer til at bruge to metoder for at male reaktionshastighed: 1) ved at male
stromstyrken undervejs, og 2) ved at se pa udviklingen af gas.

3.5 Forsgg 1: Forsgg med ballon

Introduktion

I dette forsgg vil der blive undsggt hvordan, man kan male reaktionshastigheden kvali-
tativt. Den reaktion, vi vil se neermere pa, er blandingen af syre med natriumhydrogen-
carbonat (bagepulver). Natriumhydrogencarbonat er det, man kalder for en sammensat
ion. Den bestar af Na™ H og CO5%". Hvis man oplgser bagepulveret i vand og derefter
tilfgjer mere syre (H™), bliver der dannet bobler og frigivet gas til omgivelserene. Dette
er fordi, der bliver dannet CO,. Reaktion kan ses i ligning 11.

2H"(aq) + CO3” (aq) — CO4(g) + H,0(1) {11}

Hver gang, at reaktionen forlgber én gang, bliver der dannet ét gasmolekyle. Det vil sige
at jo hurtigere at reaktionshastigheden er, jo hurtigere bliver der udviklet gas.

Formal

At undersgge konceptet af reaktionshastighed og hvilke faktorer, der har en effekt.

Sikkerhed

I laboratoriet skal der altid bruges sikkerhedsbriller, langt har skal veere sat op, og man
skal have lukket kittel pa. Nar man forlader laboratoriet, skal man altid vaske heender, fgr
man gar ud. Hvis man spilder kemikalie pa haenderne, skal man skylle med rigeligt vand.
For gvelsen starter, bliver der gennemgaet sikkerhedsregler dybere. Kemikalieaffald skal
som tommel-fingerregel opsamles i kemikaliedunke. I denne gvelse arbejdes der dog kun
med bagpulver og edikke. I en del af forsgget skal I bruge en varmeplade, her er det meget
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vigtigt, at I passer pa, at I ikke braender jer! I kommer til at bruge eddikesyre, som er
etsende og er meget farligt at fa i gjnene. Det er derfor ekstra vigtigt, at I beholder
jeres briller pa hele tiden, nar I er inde i laboratoriet.

Materialer

o Kemikalier

— Natriumhydrogencarbonat (NaHCO3)
— 2M Eddikesyre (CH;COOH)

o Glasudstyr

— 9 stk. 150 ml koniske kolber
— 10 ml maleglas

— 100 ml maleglas

— 2 stk. 250 ml baegerglas

e Generelt udstyr

— 10 balloner

— Varmeplade
— Isbad

Figur 3.4: Ballonforsgget med 2g natriumhydrogencarbonat og med 3 forskellige koncen-
trationer af eddikesyre.
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Metode

Del 1

I den fgrste del bliver der testet hvordan reaktionshastigheden eendrer sig, nar kon-
centrationen @endrer sig. Tag 3 stk. 150 ml koniske kolber med 2g NaHCOg i hver og
tilfgj henholdsvis 10 ml, 20ml og 40 ml vand i hver sin kolbe. Dette gor I ved at fylde
demineraliseret vand op i et 250 ml baegerglas og derefter overfgre vandet til det 100
ml maleglas, og afmale den maengde vand i skal bruge. Ryst kolberne forsigtigt for at
NaHCOj3 bliver oplgst i vandet.

Taenk jer om: Hvad regner I med, at der kommer til at ske, nar der bliver tilsat ed-
dikesyre, og hvilken af kolberne, tror I, der hurtigst far fyldt ballonen op? Nar det er
gjort, skal I sa i gang med at foretage malingerne.

Tag én konisk kolbe ad gangen. Et gruppemedlem har en ballon klar og udtrukket til at
tage ned over den koniske kolbe. Et andet gruppemedlem har fyldt 10 ml 2 M eddikesyre
op i et maleglas og er klar til at overfgre til den koniske kolbe.

Nar det ene gruppemedlem har tilfgjet eddikesyre til oplgsningen, saetter det andet med-
lem ballonen pa kolben og starter et stopur. I stopper uret, nar ballonen stopper med
at vokse. Dette gentager I for de 2 andre kolber.

Nar I har gjort det for de 3 kobler, gentager I forsgget.

Del 2

I fgrste del af forsgget undersggte I, hvordan koncentration har en effekt pa reaktionsha-
stighed. Nu skal I undersgge, hvordan temperaturen har en effekt pa reaktionshastighed.

Ligesom i fgrste del af forspget skal I tage 3 stk. 150 ml koniske kolber med 2g Na-
HCOj;. Her skal i tilfgje 20 ml vand til hver af dem. Igen rystes kolberne forsigtigt, sa
alt NaHCOj5 oplgses. Hent et isbad og en varmeplade. Szt én af kolberne ned i isbadet
og én af kolberne pa varmepladen, og indstil varmepladen til at veere 50°C.

Start med at udfgre forsgget pa kolben, der ikke er opvarmet eller er nedkglet.

Det udfgres pa samme made, som hvor I undersggte for koncentrationens indflydelse pa
reaktionshastigheden. Dernaest tager I kolben pa varmepladen forsigtigt af varmepladen
med et par varmehandsker, og sa udfgrer I forsgget. Til sidst udfgrer I forsgget pa kolben
i isbadet, hvor I tager kolben op af isbadet og udferer forsgget.

Resultatbehandling

Brug tabel 3.1 til at notere malinger fra forsggene, ved tempraure skal i blot skriv om
det er varmt, stuetempratur eller koldt.
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Tabel 3.1: Tabel til notering af tiden det tager af udvide ballonen og forholdene for hver
kolbe.

Forsgg 1 Kolbe 1 Kolbe 2 Kolbe 3

Temperatur

Tilsat vand (ml)

Koncentration(™2)

Tid (s)

Forsgg 2 Kolbe 1 Kolbe 2 Kolbe 3

Temperatur

Tilsat vand (ml)

Koncentration(™2)

Tid (s)

Forsgg 3 Kolbe 1 Kolbe 2 Kolbe 3

Temperatur

Tilsat vand (ml)

Koncentration(™2)

Tid (s)
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3.6 Forsgg 2: Maling af reaktionshastigheder med elektrokemi

I dette forsgg vil der blive brugt elektromkmei til at bestemme reaktionshastigehden.

Teori

Den reaktion som der bliver undersggt er reaktion imellem zink og kobber.

Zn(s) + Cu*t(aq) — Cu(s) + Zn*" {12}

Man kan ogsa dele reaktionen op i det der hedder katode-reaktionen og anode-
reaktionen. Katodereaktionen er den reaktion hvor man har en positiv ion der mister
sin ladning og anode-reaktionen er der hvor et metal bliver til en positiv ion. Nar man
deler reaktionen op pa den made, kalder man det for halvcellereaktion. Hvilket er fordi
at man forestiller sig at reaktionen sker i to ”dele” i en elektrokemisk celle.

Zn(s) — Zn®T(aq) + 2e {13}
Cu®"(aq) + 2¢ — Cu(s) {14}

Reaktion 13 er anode-reaktionen og 14 er katode-reaktionen. Hvis man ligger de to re-
aktion sammen far man reaktion 12.

I halvcellereaktionerne kan man se at der indgar elektroner. Det betyder at hvis man fx
tilfgjer elektroner til en zink plade dyppet i en oplgsning, kan man fa zink atomer til at
ga 1 oplgsning. Problemet er bare hvordan man far tilfgjet elektroner! Men det ggr man
simplethen bare ved at sende strgm igennem cellen. Man kan meget simplistiske taenkte
pa elektrisk strgm som en flod af elektroner der gar igennem en ledning.

Voltmeter

e flow

+0337V

Cu strip
Ha(g) —>>0"
—
A

Standard

hydrogen

electrode
ImMH 1mcu® (b) En opstilling af en elektroke-
misk celle, her med kobber og alu-

(a) En skitse af en elektrokemisk celle. minium.

Figur 3.5: Billeder af elektrokemiske celler.

En elektrokemisk celle kan man seette strom igennem, ved at man forbinder hver
halvcelle med en ledning der kan transportere elektronerne imellem de 2 celler, som
vist i figur 3.5. Hvis man forbinder et multimeter til kredslgbet, kan man male bade
spaendingen (volt), som siger noget om ligevaegten af reaktionen, men man kan ogsa male
stromstrykken (ampere). Strgmstyrken (I) er defineret som hvor mange ladninger der
strgmmer igennem ledningen per sekund. Ud fra halvcellereaktionerne kan man aflaese
at der for reaktionen 12, skal overfgres 2 elektroner hver gang at en reaktion sker. Derfor
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kan man ud fra stromstyrken male hvor hurtigt reaktionen sker. Dette kan udregnes
ved at bruge definition pa strgmstyrke, i ligning (3.8), hvor at I er strgmstrykken, Q er
ladningen og t er tiden.

1= (3.8)

Ved at udnytte at der for hvert reaktion skal bruges 2 elektroner kan man opskrive hvor
meget der bliver dannet af Cu per sekund, som vil blive beskrevet som v og som svare
til rekaktionshastigheden.

QCuZn NCu,dannet r
Iowzn = = : F=v— 3.9
cu t 2t "9 (39)
Icuzn
v =242 (3.10)

F

I ligning (3.10) er der beskrevet hvordan man kan regne reaktionshastigheden ud fra
stromstyrken. Her er F' Faradays konstant som er den samlede ladning af en mol elek-
troner og har en veerdi pa 96 485 -

mol*

Formal

At undersgge konceptet af reaktionshastighed via elektrokemi kvantitativt, ved at un-
dersgge reaktion imellem kobber og zink.

Sikkerhed

I laboratoriet skal der altid bruges sikkerhedsbriller, langt har skal veere sat op, og man
skal have lukket kittel pa. Nar man forlader laboratoriet, skal man altid vaske haender, for
man gar ud. Hvis man spilder kemikalie pa haenderne, skal man skylle med rigeligt vand.
For gvelsen starter, bliver der gennemgaet sikkerhedsregler dybere. Kemikalieaffald skal
som tommel-fingerregel opsamle i kemikaliedunke. Det er ekstra vigtigt, at I beholder
jeres briller pa hele tiden, nar I er inde i laboratoriet.

Materialer

o Kemikalier

Zink plade (Zn)

Kobber plade (Cu)

2 M kobbersulfat CuSO,
— 2M zinksulfat ZnSO,4

o Glasudstyr
— 2 stk. 150 ml baegerglas
o Generelt udstyr

— Multimeter

— Varmeplade

— 2 krokodillenaeb
— 2 ledninger

— Saltbro

— Stativ
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Metode

Overfgr 100-150 ml 2 M CuSQy til et 150 ml baegerglas, og overfer 100-150 ml 2 M ZnSO,4
til et andet 150 ml baegerglas. Hent en saltbro, som er fremstillet i forvejen, og forbind
vaesken 1 de to baegerglas med denne. Dette skal ggres forsigtigt. Seet et krodillenaeb pa
en kobberplade og forbind den med en leding til multimeteret og tag derefter en ledning
fra multimeteret og forbind det til et krokodillenab der sidder pa en zinkplade.

Seet multimeteret til at male strgmstyrken i den der maler A og forsgget kan nu startes.
Seenk stille og roligt zink pladen ned i ZnSO, oplgsningen og kobber pladen stille roligt
ned i CuSOy oplgsningen. Laeg meerke til om strgmstyrken sendrer sig imens at I ssenker
pladerne ned i oplgsningerne.

Nar pladerne er sat ned i oplgsningen, lader i dem sta i noget tid hvor I holder gje med
om strgmstyrken gendrer sig. Imens det sker, kan i skifte til at male speendingen (males
i volt) og notere hvad den er.

Temperatur effekt pa den elektrokemisk celle

Forsgget gentages nu hvor at opstilling blive sat pa en varmeblok, hvor i ssetter tempe-
raturen til at veere pa 50 °C. Vent til at oplgsning er noget op til at oplgsningen er 50
°C varm, og foretag de samme malinger som i forsgget for.

Resultatbehandling

Tabel 3.2: Tabel til notering af stromstrykken og spsendningen.

Zn og Cu plader | Zn og Cu plader | Fludnedsunket
kun lidt dgbbet havlt nedsunket

Efter 10 min

Speending(V)

Strgmstyrke(mA)

Speending(V)  pa
varmepladen

Strgmstyrke(mA)
pa varmepladen
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3.7 Titrering af Fe(II) med KMnO,

Indledning

I kemien er det tit ngdvendigt at bestemme stofmaengden eller koncentrationen i en
ukendt prgve. En af de analysemetoder der bruges er en titrering. I denne titrering skal
i bestemme koncentrationen af Fe(II) i en oplgsning. Dette kan f.eks. veere relevant hvis
man skal bestemme mangden af Fe(IT) i den jernkatalysator der benyttes industrielt nar
man skal producere ammoniak. Ammoniak bruges bade til ggdning og til bomber.

Figur 3.6: Billede af KMnO, salt

I titreringen benyttes der KMnO, (se 3.6) som reagens og som indikator. Det er
KMnO, der reagerer med Fe(IT)’en, og ogsa den der sgrger for at oplgsningen skifter
farve nar al Fe(II)’en i den ukendte oplgsning er reageret med. Dette tidspunkt kalder
man gkvivalenspunktet - det punkt hvor man har tilsat lige sa meget KMnO, som der
er Fe(II) i oplgsningen. Stoffet er ogsa indikator, da det vil fgre til at oplgsningen skifter
farve ved &kvivalenspunktet.

Fglgende reaktion sker i kolben nar der tilseettes KMnO,:
5Fe’t + MnO, + 8HY — Mn*" 4 5Fc*" + 4H,0 {15}

MnO, er en staerkt farvet ion (pink), men hvis der stadig er Fe*" tilbage i oplgsningen
reagerer ionerne og bliver til de farvelgse Mn?". Her er det vigtigt at huske at for hver 5
Fe(II)-ioner reagerer kun 1 MnQ, . Dvs. ved aekvivalenspunktet hvor der er en blivende
pink farve galder ligning 3.11:

n(Fe*t) =5-n(MnOj ) (3.11)

Denne skal i bruge til at beregne stofmaengden i den ukendte opl@gsning.

Formal

Formalet med gvelsen er at betsemme koncentrationen af Fe(II)-ioner i den ukendte
oplgsning.

Forsggsvejledning

Til titreringen vil der blive brugt KMnO, som titrand, hvor reaktionen 15 vil ske. Nar
der er tilsat en skvivalent maengde MnO, -ioner til den ukendte oplgsning vil der veere
en blivende pink farve.

Sikkerhed

I laboratoriet skal der altid bruges sikkerhedsbriller, langt har skal veere sat op, og man
skal have lukket kittel pa. Nar man forlader laboratoriet, skal man altid vaske haender
fgr man gar ud. Hvis man spilder kemikalie pa heenderne skal man skylle med rigeligt
vand. Fgr gvelsen starter, bliver der gennemgaet sikkerhedsregler dybere.
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Kemikalieaffald skal som tommel-fingerregel opsamles i kemikaliedunke. I denne gvel-
se laves der dog blot Fe*T, Mn?" og vand. Disse kan alle haeldes ud i vasken. Er der deri-
mod stadig MnO, -ioner tilbage, ma det ikke haldes ud, da permanganationer forurener
havmiljget. Det vil sige at hvis man har titrand i overskud ma det ikke komme
ud i vasken.

Materialer
I listen kan der ses alle de materialer der skal bruges til forsgget:

e Kemikalier og oplgsninger

— 0,02 M KMnO-oplgsning
— 25 mL ukendt FeSO,-oplgsning

o Glasudstyr

25 ml burette
— To 50 ml baegerglas
50 ml konisk kolbe

— 25 mL glaspipette

e Resterende udstyr

A-fodsstativ

— Buretteholder

Pipettebold

Engangspipetter
— Tragt

Metode

Seet buretten fast til stativet ved at bruge buretteholderen, sgrg for at buretten er
placeret lodret og at hanen er lukket. Tragten ssettes i toppen af buretten og kolben
stilles under. Se 3.11 for billede af opstilling. Nar du heelder titrand (KMnO,) op skal
der stilles et tomt baegerglas under buretten.

Overfgr ved hjaelp af en fuldpipette 25 ml af den ukendte oplgsning (prgven) af FeSO,
til en 50 ml konisk kolbe. Overfgr ca. 25 ml af 0,02 M KMnOy, til et 50 ml baegerglas.
Tag begge kemikalier tilbage til opstillingen af forsgget.

Kontrollér at hanen pa buretten er lukket og derefter fyld buretten op med
0,02 M KMnOQOy. Placér et 50 ml baegerglas under buretten, abn for buretten og lad et
par milliliter lgbe igennem, luk derefter for buretten. Dette er for at at fjerne luftboblen
i bunden af buretten. Aflaes sa startvolumen pa buretten og skriv den ned.

Placér den koniske kolbe med prgven under buretten. Start titreringen ved at abne
stille og roligt for buretten. Der titreres optimalt ved at swirle den koniske kolbe en gang
imellem sa veesken blandes helt. Fortseet indtil, at der opnas et permanent farveskifte til
pink, hvor sekvivalenspunktet da er naet. Nar sekvivalenspunktet er naet, noteres den
nuvaerende volumen af buretten. Det er det brugte volumen 0,02 M KMnO, der
skal bruges til at beregne koncentrationen af den ukendte FeSO,4-oplgsning.
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( )

Figur 3.7: Figur af titreringspostilling med tragt, burette i stativ, og kolbe.

Resultatbehandling

Notér forst det tilsatte volumen af NaOH i tabellen og beregn derefter koncentrationen
af NaOH.

Tabel 3.3: Tabel til notering af tilsat volumen og beregning af koncentration ved titrering.

Titrering 1 Titrering 2 Titrering 3

V(KMDO4) start

V(KMnOy) siut

V(Kl\/lnoél)tilsat
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Kapitel 4

Biologi

4.1 Evolution/Q@kologi

Evolution betyder forandring, og er som bekendt ogsa studiet af livets udvikling. Evolu-
tion bygger pa samspillet mellem miljget og jordens organismer. Rygraden i evolution-
studiet er naturlig selektion, hvorfra den verdensbergmte ssetning ”survival of the fittest”
er baseret pa. Studiet, evolution, er i stor samspil med gkologi, da gkologi undersgger
organismers interaktion mellem hinanden og miljget, og hvordan disse interaktioner kan
lede til naturlig selektion, og derved resultere i forskellig geno-/og feenotyper. Ved gko-
logi studeres forholdet mellem miljget og dets organismer, bade i organisk og inorganisk
form, samt deres direkte interaktioner med og mellem hinanden. For at overleve, bliver
en organisme uanset stgrrelse og tilpasning ngdt til at uddrage ressourcer fra miljget
uden selv at ende som fgde for andre organismer, s& denne kan videregive sit arvema-
teriale til den naeste genneration. Organismer agere i forskellige gkosystemer som de er
tilpasset til.

Dkosystemer indeles i to interagerende omrader. Det levende (biotiske), alle levende
organismer, dyr og mikrober, og det ikke levende (abiotiske), med dette forstas gkosy-
stemest kemiske og fysiske komponenter.

Nar evolution drives af klimagendringer, er der tale om, at de abiotiske faktore sendrer
de biotiske, men det kan ogsa ga den anden vej, de biotiske faktore kan sendre forholdet
af de abiotiske. Eksempelvis kan traeerne i en skov sendre pa lysforholdet, fugtigheden,
samt maengde og bevarelse af nzeringsstoffer. Derved er disse i et konstant komplekst
sammenspil. Den ene kan derfor ikke tages i betragtning uden den anden. De mange
grupper af organismer er bestaende af mange forskellige arter, der hver isser er tilpasset
et specifikt gkosystem. Grupper af samme individer i et gkosystem kaldes en popula-
tion, som pa positiv eller negativ vis, interagerer med populationer af andre arter. Alle
populationer i et gkosystem kaldes samlet et feellessamfund

Biosfaere

Population Samfund @kosystem Landskab

Figur 4.1

Individ

De Fysiske Miljger

I et gkosystem interageres der pa mange forskellige niveauer. Disse niveauer kan indeles
i et hierarki bestemt efter stgrrelse

Herfra kan man se, at alle de interag erende niveauer befinder sig inden for biosfeeren.
Dette er saledes det storste gkologiske niveau, der kan observeres pa. Hvilket niveau
man kigger pa, afthenger af hvad der gnskes undersggt, f.eks. er det en undersggelse af
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samspillet mellem arter i et specifikt gkosystem eller er det samspillet mellem flere arter
i forskellige gkosystemer, der undersgges.

Individet og Populationer

Mountain sheep
{Ovis canadensis)

Figur 4.2

Helt generelt siges det, at det er individet, der driver populationen. I form af at det er
den enkelte med de bedst tilpassede gener, der afggr populationens udvikling. Men hvad
der oftest overses, er at det i hgj grad ogsa er populationen der driver individet. Dette
sker oftest i form af trends eller sexuel adfzerd, som ” lokker” individet til at agere pa en
sadan made, der kan pavirke populationen i en positiv eller negativ retning. Derfor siges
der, at det er individet der er kernen nar det kommer til studiet af gkologi, da det er
individet, der agere, og respondere til miljget og andre organismer. Det er dgd og fadsel
af individer, der driver en populations dynamikkerne. Individet kan derfor anvendes i
forhold til at undersgge arsagen til udviklingen, samt hvornar populationsudviklingen
havde sin begyndelse. Men nar populations udvikling og naturlig selektion opfattes som
helhed siger man, at genetisk variation sker i niveau med populationen. I det tidsmaessige
forhold har genetisk variation lille betydning, grundet individets korte levetid. Individets
genetiske variation fra andre kan derfor ikke tages i betragtning i forhold til drivkraften
af en population, da denne sendring sker nu og her. Det er derimod vurdering af hvordan
den genetiske variation er organiseret i en population, der skal betragtes for at danne et
overordnet forstaelse af tilpasning gennem naturlig selektion.

En dyreart er meget sjeeldent udgjort af en enkelt population, og er som regel udgjort
af flere stgrre eller mindre populationer, spredt over landarealer. Disse forskellige grupper
af populationer kaldes enkeltvis sub-populationer. Eksempel: Danmarks bestand af svale
bestar a to subpopulationer, hvor den ene befinder sig i Gladsaxe kommune og den
anden i Odense. For at sub-populationer kan tilhgre en bestemt dyre population, skal
sub-populationen kunne dele genetisk arvemateriale med andre sub-populationer, og
derved lede en genetiske drift i den overordnede population. Grundet eksistensen af sub-
populationer kan genetisk variation finde sted i form af et hierarkisk niveau. Det kan
nemlig finde sted inden i sub-populationerne og mellem sub-populationerne.

Naturlig Selektion

Naturlig selektion er en grundsten i evolutionslaeren, men ogsa i biologien generelt. Helt
simpelt betyder det, at fra naturens side vil darligt tilpasset individer blive fravalgt over
tid, hvilket fore til en overordnet udvikling indenfor populationen/arten/gruppen. Teo-
rien blev grundlagt af Chales Darwin og Alfred Russel Wallace omkring 1859. Darwin
er den meste kendte af de to for sit veerk ”Origin of the species” hvori han udforsker
bl.a. en gruppe finker pa Galapagos. Det viser sig, at fugle fra en slaegt havde traek sa

60



4.2. GENETIK

forskellige at de kunne anses for seperate arter, selvom de boede indenfor et meget lille
geografisk omrade. Det samme viste sig at veere tilfseldet med landskildpadder i Galapa-
gos. Wallace fandt samme mgnster, men i sommerfugle. Begge to naede frem til teorien
om, at den naturlige variation blandt individer over tid vil betyde, at de variationer
som giver en fordel vil blive beholdt i en population, mens andre ville forsvinde. Dette
kan fgre til nye arter. Den maske hyppigste made dette sker pa er hvis en population
af individer bliver splittet i to, og at disse to udseettes for forskellige miljger. I tilfzeldet
med finkerne, sa var fugle fra samme art kommet til gerne, og havde sa dannet seperate
populationer. Hvad der sa formentlig er sket er at en af populationerne har udviklet sig
at spise ngdder og har store nab til at knuse skaller, andre til at spise insekter og har
smallere naeb til at na ind i bark og revner. Over tid er disse forskelle blevet sa markante,
at der er tale om forskellige arter.
Nar man snakker naturlig selektion er det vigtigt at huske to ting;

e Det handler om tilpasningsdygtighed til sit miljg, ikke overlegenhed indenfor en
bestemt enhed

e Det er ikke altid til at forudsige hvad en gavnlig mutation er

I det fgrste tilfeelde, hvis vi forestiller os to planter. Den ene er markant bedre til at
optage vand end den anden. Dette er en fordel i omrader med terke, men hvis der er
rigeligt nedbgr, sa vil den energi der bliver brugt pa at ungdigt opbevare vand betyde at
planten vil gro langsommere, og derved formere sig langsommere end den anden plante.
Over tid vil den plante som ikke optagere vand helt sa godt nok klare sig bedre, fordi
den har ramt det rette niveau af vandoptag. For at se pa den anden, teenk pa pafuglen.
Den har en enorm farverig fjerdragt, hvilket ggr den nem at spotte for rovdyr. Dette
er en ulempe. Til gengaeld giver en stor og flot fjerdragt hannen stgrre mulighed for at
tiltreekke en mage. Tiltreekningen af en mage vejer her tungere end at kunne skjule sig.
EN arsag til dette er, at for at en mutation kan blive spredt i en population, kreever det,
at det individ der oprindeligt fik den, kan finde en mage og reproducere. Man kan sige,
at der er en konstant balancegang mellem hvilke traek der er vigtigst.

For sjov, forestil jer de dansene fuglene fra paradisgerner. Pa disse ger er der en
meengde fuglearter, hvor hannerne er kendt ikke bare for deres prangende fjerdragt, men
ogsa pa at bruge uanede maengder af tid pa at danse. Dette inkludere at fjerne blade fra
deres scene, jage andre hanner veek fra seerligt gode dansesteder og bruge timer pa at
ove sig. Alt dette er for at tiltreekke en mage. Kan du teenke dig til en arsag til at disse
fugle kan dedikere sa meget energi og variation til denne ene ting.

4.2 Genetik

Genetik er, som navnet antyder, studiet af gener. Alle organismer opbevarer deres ge-
ner i form af det meget kendte molekyle DNA, hvis fulde navn er deoxyribosesyre.
Disse nedarves fra foraldre tilfzeldigt. Begge forzeldre har 23 kromosompar og dermed
46 i alt. Et tilfeeldigt kromosom fra hvert par gives videre, sa barnet ender med at
have de samme par, men altsa med kromosomer fra begge forseldre. Der er lige stor
sandsynlighed for hvilket af de to kromosomer i forselderens par, der gives videre.

Gener er interessante, da rigtigt mange af menneskers egenskaber kan findes i generne.
Generne styrer eksempelvis hgjde og gjenfarve, men ogsa rigtig mange sygedomme kan
findes i generne.

DNA og Kromosomer

DNA molekyler er, relativt set, enormt lange: hele 5 cm per styk. Dette virker ikke som
sa meget, men til sammenligning er de 0,0000002 cm tykke. Da der skal veere ca. 2,3
meter DNA i hver celle i kroppen, sa skal det naturligtvis rulles op. Helt simpelt foregar
dette ved at rulle det op i en struktur som kaldes et kromosom.
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Kromosompar og Alleler

Det forholder sig sadan at (neesten) alle kromosomer kommer i par, hvor der er gener
for de samme ting pa hver del af a parret. Det vil sige, at der i langt de fleste tilfeelde
vil veere to versioner af samme gen, og disse kaldes alleler.

Et allel er altsa en version af et gen, og man har som udgangspunkt to alleler for
hvert gen med mindre man har XY-kgnskromosomerne (det vi typisk kalder en dreng),
for her har X og Y kromosomet ikke kun de samme gener.

Genotype og Faenotype

En organismes, for eksempel et menneskes, genotype for et gen betegnes ved de (typisk)
to alleler, som den har for det.
Faenotypen er derimod det faenomen, der forekommer pa baggrund af genet.

Stamtraeer

Da gener gives videre fra foralder til bgrn, s kan man tegne et tree, der viser hvordan
nogle individer (bgrnene) har arvet deres gener fra andre (forseldrene). Et helt basalt
stamtrae kan ikke bruges til sa meget, men holder man gje med et bestemt karaktertraek,
en faenotype, i en stor familie, sa er det ofte muligt at regne ud hvilke gener, genotype,
der har forarsaget dette.

Mendels Arteplanter

Faderen af genetik, Gregor Mendel, beskrev allerede i midten af 18-hundredetallet den
fgrste genetiske nedarvning.

Her var der tale om erteplanter, som kunne veere hvide, lysergde eller noget midt i
mellem. Her opdagede han efter et par forsgg, at man kunne have en erteplante med to
alleler for hvid og en med to alleler for rad, og at serterne fra disse ville frembringe nye
planter med farven midt i mellem.

Dette sker, da de nye planter har arvet et enkelt hvidt allel og et enkelt rgdt allel
fra sine ”forzeldre”. Dog bliver det straks mere kompliceret, hvis disse nye ”blandede
erteplanter” formerer sig.

Scenarie 1: Foreelder 1 giver sit "hvide kromosom”, og det samme ggr foraelder 2.
Da har ”"barnet” 2 hvide alleler, og vil dermed blive hvidt. Da der er 50 procent sand-
synlighed for at disse to ting sker, sa er der i alt 25 procent sandsynlighed for dette
scenarie.

Scenarie 2: Samme som scenarie 1, her er det blot det ”lysergde kromosom”.

Scenarie 3: Foreelder 1 giver sit hvide, foraelder 2 giver sit lysergde eller forselder 1
giver sit lysergde, foraelder 2 giver sit hvide. Der er 25 procent sandsynlighed for de to
scenarier hver isger, og lagt sammen giver det dermed 50 procent sandsynlighed.

4.3 Enzymer

Enzymer, kort fortalt, er en gruppe proteiner som fungere som et klippe-klister system.
De ses oftest i reaktioner hvor de skaber eller bryder bindinger mellem andre molekyler.
Ser man pa det kemisk, sa klassificerer man enzymer som katalysatorer. En katalysator
indgar i en reaktion ligesom reaktanter og produkter, men aendres ikke i lgbet af reak-
tionen. Deres funktion er derimod og fa reaktionen til at forlgbe lettere. For eksempel,
hvis man forstiller sig en reaktion hvor reaktant A bliver nedbrudt til produkt B og C.
Naturligt vil reaktionen maske kun kunne ske ved omkring 70 °C og tage et par ar, men
ved brug af enzymer kan reaktionen forega ved 30 °C og i lgbet af fa minutter. Det er
denne egenskab som ggr enzymer livsngdvendige.
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Struktur og Funktion

Som med alt andet biologisk, sa er skruktur afggrende for funktion. Enzymer er proteiner
og er bygget op af aminosyrer. Deres struktur er bestemt udfra den keede af aminosyrer
som de bestar af. Der findes 20 aminosyrer som alle er bygget op over samme grundformel

H
|
HzN—(|3—COOH
R

Figur 4.3: Generel struktur af aminosyre

Det afggrende for strukturen er den variable R-gruppe. R-gruppen kan vere alt fra
et enkelt hydrogen til en ring. Alt efter hvad R-gruppen indeholder klassificere man
aminosyren som stor eller lille, polar eller u-polar, positiv eller negativ.

Det er interaktionerne mellem disse R-grupper som bestemmer et proteins form i 3D,
f.eks. vil positive og negative R-grupper bevager sig mod hinanden, hydrofobe R-grupper
vil samle sig for at undga hydrofile R-grupper, cysteiner kan danne svovlbroer mellem
hinanden og lignende. Alt dette vil fa keeden af aminosyrer til at folde sig sammen til
en "klump”.

Foldningen af et enzym, eller proteiner i det hele taget, foregar enten i cytoplasmaet
eller i organnellet ER. En af hovedgrundende til, at det foldede enzym ikke straks be-
gynder at klippe og klistre i alt hvad det er i nserheden af, skyldes at enzymer er uhyre
specifikke. Dette betyder, at de kun kan arbejde pa bestemt(e) substrater. Specificiteten
kan forklares med Las-og-Nggle modellen.

Las-og-Nggle Modellen

Las-og-Nggle modellen forklarer enzymers specificitet ved sat betragte enzymer og deres
substrat som et las og nggle par. Den del af enzymet som udfgrer katalysen kaldes et
aktive saede. Denne del ligger ofte i en fordybning i enzymet og kun molekyler som passer
ned i fordybningen, ligesom en nggle i en las.

Induced-Fit Modellen

Teorien om det induceret fit/pasning, er en nyere viderebygning pa Las-og-Nggle mo-
dellen. Teorien gar ud pa at enzymer er en lille smule plastiske, dvs. de kan @&endre form
en lille smule. Effekten af dette er, at nar en et substrat binder til enzymet, sa vil enzy-
met kunne sendre form en lille smule hvorefter substratet vil passe til det aktive saede.
Forskellen pa denne teori og Las-og-Nggle modellen er, at ved Induceret Fit sa kan et
enzym have flere substrater, sa lzenge de ligner hinanden. For eksempel kan nogle pro-
teaser nedbryde forskellige proteiner, hvorimod laktase kun katalysere nedbrydningen af
laktose (maelkesukker)

Klassificering

Enzymer klassificeres efter hvad de ggr, og navngives som regel efter deres substrat. Her
er tilfgjet en tabel med nogle af dem man hyppigst stgder pa.

Som sidenote, enzymer ender som regel pa -ase. Af de overstaende er hydrolaser og
transferaser overklasser. F.eks. alle de klasser som er listet under transferase er transfe-
raser. Disse navngives som regel substrat transferase. Dette kan enten veere transferase
eller den specifikke type af transferase.
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Figur 4.4: R-grupper og deres funktioner
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Figur 4.5: Las-og-Nggle modellen

Kinetik
Kemisk set er kinetik relateret til reaktioner og seerligt reaktionshastigheder. I forhold
til enzymer, sa bruger vi kinetik til at beskrive reaktionen mellem et enzym og dets

substrat, samt de forhold som pavirker reaktionen.
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Tabel 4.1: Tabel over enzymklasser og deres funktion

’ Navn \ Function ‘
Protease Klipper peptidbindinger i stykker (proteiner)
Lipase Nedbryder fedtstoffer
Amylase Nedbryder stivelse til sukker
Polymerase Danner lange keeder af nukleotider
Hydrolase Bruger vand til bryde kemiske bond
Transferase  Overfgrer et molekyle/en gruppe til et andet
Kinase Tilfgjer en fosfatgruppe
Fosfatase Fjerner en fosfat gruppe
Acetylase Tilfgjer en acetylgruppe
De-acetylase Fjerner en acetylgruppe
Metylase Tilfgrer en metylgruppe
De-metylase Fjerner en metylgruppe

Koncentration af Enzym og Substrat

Et af de vigtigste forhold som vil pavirke en reaktion er koncentrationen af de forskellige
elementer. Generelt set, finder en enzym katalyseret reaktion sted i en oplgsning med frie
elementer. Det betyder, at bade enzymer og deres substrater diffundere rundt indenfor
et afgreenset omrade. For at en reaktion imellem den kan finde sted, sa skal de stgde
ind i hinanden. Deraf folger at jeg storre koncentrationen af enzym og substrat er, desto
oftere vil de mgdes og en reaktion finde sted. Dette beskrives af folgende graf;

saturation of enzyme
with substrate

{(Vmax)

reaction rate —s

substrate concentration —»

Figur 4.6: Forhold mellem reaktionshastighed og Substratkoncentration

Fig 4.6 er nok den mest kendte af enzymkinetik graferne. Den beskriver at ved en
last enzym koncentration sa vil meengden af produkt produceret per tidsenhed stige med
substrat koncentrationen. Fgrst er stigningen lineser, sa aftagende og til har man naet
Vmax, den maksimale hastighed / maksimale mangde produkt, der kan produceres
ved den givne enzym koncentration. Dette kaldes saturation. Matematisk er dette en
logaritmisk funktion, hvor Vmax er asymptoten, sa lezenge substrat koncentrationen er
den eneste variable faktor vil V,,ax aldrig blive oversteget.

Viax og Ky, er to af de vigtigste begreber indenfor enzymkinetik. V,,az er den
hurtigste reaktionsrate der kan opnas ved en given enzym koncentration, K,, defineres
som meengden af substrat der skal til for at opna v = 1/2 V,az, ved en last enzym
koncentration. De kan bestemmes eksperimentelt ved at lave en substratsmaetningskurve;

Vax og K, bruges til mere komplekse kinetiske beregninger, men lavpraktisk kan
de bruges til at sammenligne enzymer med lignende substrater eller undersgge hvordan
forskellige forhold pavirker et enzym.
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Figur 4.7: Experimentiel bestemmelse af Vmax og K,

Temperatur og pH

To andre faktorer som pavirker en reaktion er reaktions- temperatur/pH. Enzymer, som
alle proteiner er dynamiske. De sitre lidt athaengigt af deres omgivelser. Hgje temperature
far de individuelle aminosyre til at bevaege sig hurtigere og da det ikke altid er i samme
retning kan det fgre til at den overordnede struktur gar tabt. Ved lavere temperature
bevaeger aminosyrene sig langsommere og det tager leengere tid for enzym og subtrat
at mgdes og gennemga den konformatielle sendring som leder til en reaktion. pH har
en lignende effekt. pH afheenger af meengden af frie protoner og aminosyrer vil enten
afgive eller optage protoner atheengigt af deres struktur og pH’en. Afhsengigt af hvordan
proteinet er opbygget, tab eller forggning af meengden af protoner vil zendre bindingerne
mellem aminosyrerne og den overordnede struktur vil falde fra hinanden.

Hvis alle andre forhold er konstante, og kun temperatur eller pH sendres sa vil en
reaktionshastigheden fglge en ”klokke-kurve”.

Enzyme Activity ——>

Temperature (°C) —

Figur 4.8: Temperaturoptimumskurve

Modsat substratkoncentration, sa har enzymer et temperatur-/og pH-optimum. Op-
timaet svarer til toppen af "klokke-kurven” og afhaenger af enzymet. Udover paene grafer,
sa har disse optima en vigtig rolle at spille i forhold til brug og kontrol af enzymer. Vores
fgrdojelsessystem er et glimrende eksempel. Amylase er et enzym som nedbryder kulhy-
drater og som findes i vores spyt. Dets pH optimum er omkring 7. Amylase er aktivt fra
vi begynder at tygge til maden nar mavesackken. Som del af fordgjelsesprocessen produ-
cere mavesaekken mavesyre, dybest set saltsyre pH 2. Dette er alt for lavt for amylase,
som nedbrydes og ikke leengere er aktivt. Pepsin som er en general endopeptidase har
tilgeengzeld et pH optimum pa 2 og bliver nu aktivt. Mavesakken er beskyttet er lag
af slim som forhindrer pepsin (og saltsyren) i at angribe selve mavesaekken. Nar maden
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Rate of Reaction

A\ 4

pH

Figur 4.9: pH-optimumskurve

passere videre til 12-finger tarmen fglger slimen ikke med, men pepsinen ggr og ville
potenielt begynde at nedbryde alle de proteiner vi selv producere. Dette er forhindret,
da maden samtidig med at den bliver sendt til 12-finger tarmen bliver tilfgrt hydrogen-
carbonat som optager fire protoner. Dette leder til en pH omkring 7, hvilket er alt for
hgjt for pepsin som nedbrydes.

Ovelser

Dette er en opdigtet kesede af aminosyrere, HHAGKTGAGCGFALYCINPDME, brug
4.4 til at forudsige strukturen

Er enzymstruktur nedarvet, begrund dit svar?
Er proteaser, amylaser og lipaser hydrolaser?

Udfra det du ved, beskriv funktionen af:
e histone acetylase
o RNA polymerase
e MAP kinase
e MAP kinase kinase

Nogle af enzymerne naevnt i tabel 4.1 kommer i par, f.eks. kinase fosfatase. Kan du teen-
ke dig til en arsag til, at netop disse enzymer og ikke f.eks. lipaser altid har en partner
med modsat effekt?

Tenk tilbage op graf 4.6, hvordan tror en lignende graf vil se ud, hvis substrat kon-
centrationen var last og det var meengden af enzym som sendrede sig?

Se pa 4.8, forklar hvorfor grafen ser ude som den gar;
e Fogr den stiplede linje
e Ved den stiplede linje
e Efter den stiplede linje

Sammenlign Fig 4.8 og Fig 4.9, kan du forklare hvorfor graferne ser forskellige ud pa de
to sider af optimaet.

Tegn 3 grafer med samme V,,ax, men forskellige K,,. Udfra dine grafer, ville du
forvente at et enzym med en hgj K,,, veerdi binder sit substrat bedre eller veerre end et
enzym med en lav K,
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4.4 Ordliste

ER: Endoplasmatisk reticulum, et organel i cellen som behandler proteiner og klarggr
den til udskillelse fra cellen.

Svovlbro: en kovalent binding mellem to svovl atomer, bruges til at danne og fastholde
en bestemt struktur i et protein

Hydrofil: vandelskende,

Hydrofob: vandhadende,
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Kapitel 5

Datalogi

5.1 Introduktion

Datalogi er et ord, som I maske ikke har hert ofte. Dog har datalogien og dets vaesen
en storre indflydelse pa vores samfund end nogensinde fgr. Datalogi er egentlig blot den
danske version af ordet computer science. Datalogi beskaftiger sig med den teoretiske
forstaelse af computeren fra hardware til software, og alt derimellem. Det er den digitale
logik, 1’ere og 0’ere og hvordan de kan opereres pa med logiske operationer, men ogsa
hvordan man sorterer tal i en liste. I dette afsnit kommer vi til at lere indledende
programmering i Python, som er den praktiske del af datalogi.

Hvem er vi og hvad betyder datalogi for os?
Bamse

Det forste jeg programmerede var Lego Mindstorms. Dernaest kom jeg igang med en
tutorial til Gamemaker som Troldspejlet havde lavet, sa jeg fik lavet nogle sma compu-
terspil. Derfra fik jeg langsomt prgvet mere og mere programmering, sa nu har jeg en
kandidat i datalogi. I gjeblikket arbejder jeg dog kun lidt med programmering. Jeg har et
deltidsjob i et Escape Room, hvor jeg programmerer nogle Raspberry Pi’s og computere
til at vise videoer, tage imod indtastninger af forskellige koder og abne for elektroniske
lase. Det er meget sjovt, men datalogimzessigt er det ikke det der interesserer mig mest.

De dele af datalogi jeg synes er mest speendende er i den teoretiske og matematiske
side. Grafteori, algoritmer og kompleksitetsanalyse er det jeg har skrevet speciale om
og som jeg synes er sjovest at arbejde med. Kort sagt kan jeg godt lide at udteenke
lgsningen pa et problem, men har ikke et stort behov for faktisk at kode det. I gvrigt
elsker jeg at laere fra mig. Det er helt fantastisk at se nar folk laerer noget nyt, og dejligt
at kunne hjelpe dem pa vej.

Hvis man har det sjovt mens man programmerer, f.eks. ved at lave et fjollet spil, sa
plejer det at resultere i at man far programmeret mere, fordi man er motiveret til bruge
tiden pa at leere det som er ngdvendigt. Sa mit rad er at prgve at finde et sjovt projekt,
som kan hjalpe en med at holde sig igang.

Louie

Siden helt lille har jeg veaeret fascineret af matematik og dens underliggende betydning
for vores verden. Datalogi var noget jeg mgdte for forste gang i gymnasiet, hvor valgte
at tage programmeringslinjen. Programmering var et fag jeg meget hurtigt blev glad for,
fordi jeg fandt ud af at det ikke bare et vaerktgj, som kunne benyttes til at skabe hjem-
mesider, men ogsa gav viden, som kunne bruges til lgse udfordrende problemer igennem
diverse algoritmer. I dag studerer jeg fysik, og bruger ofte datalogi til studiet, blandt
andet til simulation af planeters baner samt avancerede former for databehandling.
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Mit gode rad for en person som gerne vil laere at programmere er at skrive men masse
programmer, enten som sma projekter eller lgsninger til programmeringsproblemer.

Ria

Mit fgrste rigtige mgde med datalogi og programmering var faktisk pa mit studie, der
ikke direkte handler om nogen af delene. Jeg studerer pa kandidaten i matematik pa
KU, hvor statistik fylder en del i min linje. Derfra laerte jeg at kode i R og har sidenhen
ogsa kodet en smule i Python.

Jeg vidste aldrig, at der ville vaere sa meget kodning i matematiske fag, men jeg er
rigtig glad for overraskelsen, for det har lsert mig en masse om, hvor sejt og brugbart
datalogi faktisk er. Szerligt kan jeg godt lide programmeringsopgaver der handler om
simulation og hvad der ellers indeholder sandsynlighedsregning.

Der findes utroligt mange grene af datalogien og endnu flere anvendelser. Hvis man godt
kan lide naturvidenskab kan man stortset altid finde et projekt, der bade involverer ens
interesser og ogsa leerer en at kode.

Hvad er datalogi og programmering

Dette afsnit er en kort introduktion til hvad programmering er, og kan anbefales for alle
at laese, for de kaster sig ud i det. For at forstd hvad programmering er, skal vi forst
forsta hvordan en computer fungerer.

Historien af computeren

Digitale computere som vi bruger i dag har sin oprindelse tilbage fra anden verdenskrig,
hvor de allierede var desperate for at kunne knaekke det sakaldte “Enigma-koden”, som
tyskerene brugt til at kommunikere med hinanden. Mange har maske hgrt om Alan
Turing, som hyldes for at veere grundlaeggeren for moderne datalogiske principper.

Figur 5.1: Alan Turing da han var 16

Turing var netop den der forsggte at designe saledes en maskine under anden ver-
denskrig, og det lykkedes for ham at opfinde en maskine der kunne knaekke tyskernes
Enigma, hvilket havde stor betydning for at de allierede kunne vinde krigen.
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Figur 5.2: Maskinen “Bombe”, som Turing designede for at knackke Enigma

Bombe var ikke en computer i nutidens forstand da den havde meget begraenset mu-
lighed for at beregne alt andet end at knakke Enigma-koder, mere specifikt kunne den
ikke udvides til en “Turing-maskine”. En Turing-maskine er en abstrakt maskine der te-
oretisk ville kunne udfgre enhver slags beregning som man kan finde pa. Turing-maskiner
eksisterer ikke i virkeligheden, og er blot en koncept, men de har inspireret udviklingen
af moderne computere. Nutidens computere kan udvides til en Turing-machine i den
forstand at hvis de havde adgang til uendelige meget hukommelse/lagerplads, sa ville de
vaere akvivalent med en Turing-maskine. Det samme kan man ikke sige om Bombe, da
den i meget begreenset omfang var kun malrettet til at kunne knsekke Enigma-koder. 1
dag med den processorkraft som vi har i 2022, kan vi faktisk simulere Bombe pa vores
egne baerbare computere!

Hvad er en computer?

Computere virker ved, at vi mennesker fortaeller den hvad den skal ggre, altsa hvilke slags
beregninger den skal kgre for at na frem til et resultat. Det er at manipulere/udfore
beregninger pa information, som reelt set udger formalet ved en computer. Det er
ogsa derfor at ordet IT benyttes, da det er en forkortelse for informations-teknologi.
Information kan i nemmeste forstand, teenkes som et stykke viden som har en betydning
for hvordan man handler i verden. Fx kunne jeg sige til dig “Det regner virkeligt meget
udenfor”. Det kan veere nyttigt for dig at vide det, hvis du skal planlaegge hvorvidt du
ber tage regnjakken pa. Din handling er sa det at tage regnjakken pa, som afhsenger
af informationen om hvorvidt det regner. Hvis en computer skulle kodes for at kunne
forteelle dig hvad du skal ggre nar det regner, sa kunne det fx veere:

regn = True
if regn:
print ("Tag regnjakken pa")
else:
print ("Det regner ikke, du behgver ikke en regnjakke")

Dette er en meget simpel algoritme, og de fleste kan nok regne ud, at de bgr tage
regnjakken pa hvis det regner. Men nar informationen man er givet bliver mere og mere
kompleks bliver man ngdt til at regne mere for at tage beslutninger, og det er her traeder
computere ind i billedet. I den virkelige verden har man brug for computere og algoritmer
til at forteelle hvad der praecist skal ggres under hvilke omsteendigheder. Det kan fx. vaere
at man i en fabrik har en computer, der styrer en robot, som haelder noget kemikalie i et
glas for at frembringe en kemisk reaktion. Her kan det vaere meget vigtigt at man holder
gje med, hvor meget kemikalie der er i glasset, hvad man har heeldt i glasset, samt hvor
lang tid er der gaet. Disse stgrrelser udggr den konkrete information som en computer
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kan regne pa for at finde ud af helt preecist hvor meget den skal haelde i for at glasset
ikke eksploderer.

Hvad er programmering?

Programmering er sa maden man udtrykker til computeren hvordan den skal behandle
den information som den modtager. I programmering skriver man i et programmerings-
sprog, som er et sprog som computeren kan forsta for at vide helt praecist hvad den skal
gore. For at kunne programmere computeren til at ggre noget, skal man kunne snakke
dens sprog. Vi vil her komme til at beskeeftige os med programmeringssproget Python,
som er et meget populeert og nemt sprog at laere, og er nok er det allermest brugte
programmeringssprog i hele verden!

Nar man programmerer, oversaetter computeren fra det programmeringssprog man be-
nytter videre til maskinkode, som er de specifikke instruktioner computeren taenker at
den skal udfgre. Det er ligesom, at man fx. kan snakke med en tysker hvis man snakker
engelsk, men man teenker selv i dansk, og tyskeren teenker i tysk, dog har I et felles
sprog, engelsk, som I begge kan forsta. Med computeren bliver det klart, at det feelles
sprog som I begge kan tale er Python. Men mere korrekt skal man forsta, at dette er
mere eller mindre en en-vejs kommunikation, computeren ggr det du fortaller den at den
skal ggre, og den rapporterer sa tilbage resultatet af arbejdet. I regnjakke-eksempelet
ovenfor bad vi computeren om at skrive: “Tag regnjakken pa” hvis regn variablen var
sand, ellers ville den skrive “Det regner ikke, du behgver ikke en regnjakke”.

Tabel 5.1: Relevante termer og deres betydning

‘ Ord ‘ Definition ‘
Information Noget viden der ggr at du handler pa en be-
stemt made
Computer En maskine der manipulerer pa den informa-
tion som vi mennesker giver den
Turing-maskine En hypotetisk maskine der er i stand til at

beregne alt hvad vi kan finde pa, alle moderne
computere kan udvides til Turing-maskiner
Programmering Disciplinen i at kommunikere med computeren
- at forteelle den hvad den skal ggre
Programmeringssprog/kodd Det man snakker for at kommunikere med

computeren

Maskinkode Instruktioner/ord som computeren forstar

Python Et programmeringssprog udviklet i 1991 af
Guido van Rossum

Python-interpreter Et program som oversatter Python kode til
maskinkode

Google-Colab Online vaerktgj udviklet af Google for at kgre

kode pa Google’s computere

Konsollen og print funktionen

Du er nu klar til at skrive dit fgrste stykke Python-kode. Vi benytter Google-Colab’s
Jupyter Notebooks for at ggre dette. Det er en online Python-editor hvor man kan skrive
Python kode, og derefter eksekvere koden.
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& NFW2022.ipynb
File Edit View Insert Runtime Tools Help

o

+ Code + Text

Q. ° print('Farvel verden...')

<> Farvel verden...

{x}

Figur 5.3: Google-Colab, hvor vi printer en streng

I billedet oven skriver vi koden print (’Farvel verden...’), hvorefter resultatet,
som er teksten, “Farvel verden...”, ville blive “printet” til konsollen linjen under. Kon-
sollen er der hvor Python udskriver resultatet for dens beregninger. For at printe noget
til konsollen skal man bruge print funktionen, som er en indbygget i Python. Teksten,
som man printer, kaldes for en string, som bare er Pythons ord for et stykke tekst.
Teksten i en string skal man altid skrive i mellem apostrofer, eller gasegjne, 2, "".
Man kan bruge print pa folgende mader:

# Prgv at skrive disse 1 Google-Colab

print (’Normal print med \’, man skal skrive \’ for at Python
— ikke tror at det er slutningen pa ens streng ’)

print ("Normal print med \", man kan ogsa bruge gasegjne frem
— for apostrof")

# Hvis man skriver , kan man print noget ekstra, fx et tal
<~ lige efter ens string
print (’Min alder er’, 19)

# Man kan ogsa bruge +, her skal man dog fgrst konvertere et
— tal til en string
print (’Jeg er ’+str(19)+’ ar gammel’)

Oven har vi nogle gange skrevet #, hvilket Python tolker som en kommentar. Kommen-
tarer har ingen pavirkning péa ens kode, og er der kun for at hjeelpe programmerer med
at huske hvad ens kode ggr. Man har ogsa mulighed for at fa Python til at tage imod
bruger-input, dvs. at man kan fa Python til at kgre noget kode baseret pa data man far
fra brugeren. Forsgg fx at kore fglgende

navn = input(’Hvad er dit navn? ’)
print (’Hej ’+navn+’, jeg glad for at mgde dig!’)

# Man kan ogsa skrive, men sa laver Python selv mellemrum
print(’Hej’, navn, ’, jeg glad for at mgde dig!’)

Man far sa lov til at skrive ens navn i konsollen, derefter vil Python printe ens navn og
at den er glad for at mgde dig.
Opgaver til konsollen og print funktionen

Opgave 5.1.1:
Hvorfor virker fplgende program ikke, kan du fikse det? (Se evt. neeste kapitel)

tal = input(’Giv mig et tal ’)
print (’Dit tal +5 er’, tal+h)

73



KAPITEL 5. DATALOGI

5.2 Typer og variabler

Datatyper

Hvad er en datatype? En datatype er en klassificering af hvilken type data man har at
gore med. Det kan godt lyde lidt som en cyklisk definition, s& for at forsta det bedre
kigges der pa nogle eksempler. Der er 5 basale datatyper i Python, de er:

1. int, som repraesenterer heltal, fx, -1, 2, 44, 42, 69
2. float, som er decimaltal, fx, -1.12, 3.1415, 1.4423, 2/3
3. boolean, som kan antage to sandhedsveerdier, True for sandt, og False for falsk

4. str, som er et stykke tekst, fx, "Se mor! Jeg koder i Python!", "Jeg er 14
— &r gammel"

5. NoneType, ingenting, hvis variablen er None.

Disse datatyper er dem som vi vil primeert beskeeftige os med. Typisk har man brug for
at konvertere fra en datatype til en anden. Fx kan Python ikke tolke print(’9°+10)
da man forsgger at plusse en str med en int, skal den printe >910° eller 197 Det ved
python simpelthen ikke. Derfor opstiller man i programmeringssprog klare konventioner
for hvordan operationer skal udfgres. For at kunne ggre ovenstaende, skal man derfor
enten konvertere tallet 9 fra str til int eller omvendt for 10. Det kan man ggre ved at
skrive, print (int(’9°)+10) eller print (9’ +str(10)). Man kan konvertere alt fra en
bestemt datatype til en anden, hvis man bare skriver t(_) hvor t kan vere alt mellem
int, str, bool, float og _ er det tal/streng man vil gerne konvertere.

Variabler

Variabler bruger man til at gemme en veerdi, som kan antage de datatyper beskrevet
ovenfor:

fem = 5
to = 2

syv = fem + to
print (syv)
>>> 7

For at danne en variable, skriver man fgrst navnet pa sin variabel, som i eksemplet
foroven var fem eller syv, variabel navnene kunne ligesa godt veere kaldt hhv. tallet_fem
eller antal_dage_i_ugen. Derefter skriver man et lighedstegn = fglgende med vzerdien
man gerne vil definere ens variabel med. Her kan man se flere eksempler

mit_yndlingstal = 420

tallet_pi = 3.14159265359
det_er_sandt = True

vores_navne = "Ria, Bamse og Louie"

nyt_tal = mit_yndlingstal + tallet_pi
print (nyt_tal)
>>> 423.14159265359

Du har maske bemsaerket, at vi ikke skriver med mellemrum, tal, “ eller 7, nar vi definerer
variabler. Det er noget, som Python klager over, hvis man ggr (bare prov at ggre det hvis
ikke I stoler pa os!). Der findes visse begraensninger for variablernes navne, alle variabler
skal opfylde fglgende
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1. Den kan enten starte med underscore, _ eller et bogstav. Man kan ikke starte en
variabel med et tall

2. Variabler ma kun indeholde bogstaver, tal eller underscore, _.

3. Variabler er “case-sensitive”, dvs. TALLET _fem og tallet_fem er to forskellige
variabler.

Man kan fx se et eksempel her

# Lovlige navne pa variabler:

myvar = "John"
my_var = "John"
_my_var = "John"
myVar = "John"
MYVAR = "John"
myvar2 = "John"

# Ulovlige variable navne, ALDRIG skriv disse:

2myvar = "John"
my-var = "John"
my var = "John"

Matematiske operationer

Variabler er en meget nyttige at bruge nar man skal lave regnestykker, som kreever at
man kan referer til noget data som man har gemt for, fx i matematik kan man lave
andengradsligninger, hvor der indgar variablerne a, b, ¢ og z i ligningen ax? +bx +c = 0.
I Python kan man udregne matematiske ligninger og funktioner ved at definere variabler,
og sa derefter lave matematiske operationer pa dem:

a =5
= 3
c = -9

# Vi udregner andengradsligningen her (det hedder rent
«— faktisk et andengradspolynomium...) for x lig 4

X = 4
resultat = a*xx**2 + b*x + c

print (resultat)
>>> 83

Pa linje 8 skrev vi koden a*x**2 + b*x + c, som reprasenterer den matematiske formel
ax’ 4+ br+c=>5-42+3-4—9 = 83. Der er visse operationer som man kan lave, her kan
I se en liste af dem

# Tal
3 # => 3

# Matematik som man forventer det

1 + 1 #t => 2
8 1 # => 7
10 *x 2 # => 20
35 / 5 # => 7.0

# NAr man dividerer 2 tal far man altid en float
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10 / 3 # => 3.3333333333333335

# Modulo operation, division med rest
7 % 3 # => 1, fordi 2 gange 3 = 6, som er 1 vak fra 7

# Potenslgftning (x**y, x oplgftede i det y’te potens)
2%%3  # => 2x2%2=8

# Parentes for hvilken operationer man regner fgrst
1 + 3 % 2 # =>7
(1 +3) 2 # =>38

Man kan lave ret avancerede matematiske ligninger, fx idealgasligningen (noget I kommer

til at leere i gymnasiet), PV = nRT. Her kan man isolere n = % og udregne n givet at

man har defineret variablerne P, V, R, T

P = 197 # Atmosfarisk tryk

V = 22.4 # Liter (vi definerer en float her)

T = 28 + 273 # Kelvin

R = 8.21 x 10**x(-2) # konstanten R, videnskabelige notation

n = (P*V)/(Rx*T)
print (’n har vi udregnet til at vare’, n, ’mol’)

# Hvis man ikke havde variabler, sa skulle man skrive noget
< rod i denne stil

n = (197%22.4)/((8.21 * 10%*(-2))*(28 + 273))

# Som er uoverskueligt da man ikke ved hvad tallene betyder

5.3 Sammenligninger og udtryk

Noget af det mest fundamentale i programmering er at man skal kunne sammenligne to
veerdier med hinanden for at afggre hvorvidt noget kode skal kgre eller ej. I matematik,
kan man fx opstille udtryk sasom:

sandt : 5 < 10
falskt : 1 =2

sandt : 6-52+4-5+9>0

Hver af disse linjer har en sandhedsverdi som er hvorvidt udsagnet er sandt eller falsk.
Det er sandt at 5 er mindre end 10, derimod er det falsk at 1 er lig 2. Bemszerk, at
ethvert af disse udtryk, bestar netop af 3 dele, 2 veerdier og et tegn der sammenligner
disse to veerdier. I det fgrste har vi veerdierne “5” og “10”, som bliver placeret pa
hver sin side omkring mindre-end tegnet “<”. I det allersidste udtryk foroven, har vi
andengradspolynomiet 6-5% 44 -5+ 9 som antager veerdien 179 hvis man udregner den,
og som er selvfglgelig stgrre end 0.

I Python findes der logiske udtryk, som har en af to veerdier. True for sand, eller
False for falsk. Fx kunne nogle af disse udtryk se ud pa fglgende mader

print (1 == 2)
>>> False

print (6*x10-10 < 40)
>>> False

print (’Ingen stavefejl her’ != ’Ingen stavefejl hr’)
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>>> True

tid = 800
print (tid < 900)
>>> True

Vi kalder de tegn man bruger til at sammenligne to veerdier med hinanden for sammenlignings-
operatorer, eller comparison operators pa engelsk. Her er en liste af alle de vigtige sam-
menligningsoperatorer.

Tabel 5.2: Tabel af sammenligningsoperatorer

Operator Tilsvarende i matematik Eksempel

5 == 4 er False

1= #* 5 1= 4 er True
>= > 5 >= 4 er True
<= < 5 <= 4 er False
> > 5 > 4 er True

< < 5 < 4 er False

Som man sa i eksemplet foroven, sa kan man fx. godt sammenligne strings med
hinanden, hvilket kunne veere meget nyttigt hvis man fx skulle teste om hvis en bruger
har tastet noget korrekt. Desuden sammenligner man for det meste af tiden, en variabel
med en anden vezerdi, som ogsa kunne vzre en variabel. Dette ggr, at vi kan opstille
betingelser for hvornar noget kode skal kgre, alt athaengigt af hvilken veerdi variablen
har (se naeste kapitel).

Vi skal nu til at snakke om boolske operationer, som er operationer der sammenligner
og negerer udtryk, hvor vi fgrhen havde sammenligningsoperationer, som sammenlignede
veerdier, og gav et udtryk, bruger vi boolske operationer pa selve udtrykkene. De tre mest
basale boolske operationer er, not, and og or. Operationen not negerer den boolske
veerdi, hvilket ville sige at et False bliver til et True, og omvendt bliver True til False.
Operationen or, sammenligner to udtryk, og hvis blot en af dem er True, sa returnere
den True. Kun hvis begge er falske returneres False. Sidst, men ikke mindst, sa er
der and. and sammenligner ligesom or, to veerdier. and returnerer kun True, hvis begge
veerdierne af sande, ellers returneres False. For at give et eksempel sa betragte folgende.
Lad A og B vaere vilkarlige udtryk, de kunne fx veere 5%5 == 25 eller tid < 1000, hvor
tid er en variabel. Disse udtryk har sa en sandhedsveerdi, og vi kan opstille en tabel
hvor vi bruger de boolske operationer, and og or pa disse udtryk:

Tabel 5.3: Tabel for boolske operationer

A B or and

True True True True

False True True False
True False True False
False False False False

Vi kan nu fx skrive mere komplicerede udtryk sasom disse:

tid = 900
penge = 1000

print (tid < 1000 and penge == 800)
>>> False
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tid_er_lig_penge = tid == penge
(%
print (tid + 100 == penge or tid_er_lig_penge)
>>> True
print (not (tid + 100 == penge))

>>> False

print (tid + 100 != penge)
>>> False

print (not (tid == penge and penge-100 < 100))
>>> True

Opgaver til datatyper og udtryk

e Opgave 5.3.1:
Udregn fglgende i Python og derefter print resultatet.

1. 939577132 - (2124 — 65)
2. 129% 2124 — 3
3. 420%

4. 5%

ee Opgave 5.3.2:
Taenk over resultatet (og om det kan evalueres og evaluer bagefter i Python.

1. (not False and True)or False

2. not not not not False

eee Opgave 5.3.3:
For vilkarlige udtryk A og B, er det korrekt at

1. not (A and B) == (not A or not B)
2. not (A or B) == (not A and not B)

Altid evaluerer til True?
Svar: ja, denne lov kaldes for De-Morgans lov, overvej hvorfor.

5.4 Control sequences, if, else, for, while
Vi skal nu kigge pa control sequences, som er maden man styrer hvilken kode, der skal

kgre under hvilke betingelser. Det er vigtigt at man mestrer brugen af disse nar man
skriver sine programmer.
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if-else udtryk

Vi starter med at forsta, hvad et if-else udtryk er. Koden for dette udtryk er struktureret
pa fglgende made:

mit_yndlingstal = 42
if mit_yndlingstal > 50:
print ("Mit yndlingstal er stgrre end 50")
elif 40 < mit_yndlingstal < 50:
print ("Mit yndlingstal er mellem 40 og 50")
else:
print ("Mit yndlingstal ma& vere mindre eller 1lig 40")

Ordet “if” er “hvis” pa dansk. Derudover er “elif” blot en forkortelse af “else-if”,
hvilket betyder “ellers-hvis” pa dansk. Til sidst har vi “else”, som betyder “ellers”.
Det er ikke seerligt sveert at gennemskue hvad der sker i koden. Der bliver fgrst defi-
neret en variabel, nemlig mit_yndlingstal, der seettes til 42. I det fgrste if skriver
vi en betingelse, som reelt kan veere hvilket som helst udtryk. Betingelsen i dette til-
feelde er mit_yndlingstal > 50 og hvis den er opfyldt, dvs. hvis variablen som hedder
mit_yndlingstal er rent faktisk stgrre end 50, sa vil strengen “Mit yndlingstal er stgrre
end 50” blive printet i konsollen. Det forste if-udtryk kan laeses meget direkte som: “Hvis
mit yndlingstal er stgrre end halvtreds, sa kgr koden nedenunder, der printer en saetning
i konsollen”.

Bemeerk her at der er 4 mellemrum (en tab) under linjen efter vores if, elif, else.
Det er ngdvendigt for Python at vide hvilket stykke kode den skal kgre, hvis betingelsen
er opfyldt. Fx er disse ikke lovlige if-else udtryk:

mit_yndlingstal = 42

N
if mit_yndlingstal > 50:
print ("Mit yndlingstal er stgrre end 50")
elif 40 < mit_yndlingstal < 50:
print ("Mit yndlingstal er mellem 40 og 50")
else:
print ("Mit yndlingstal ma& vare mindre eller lig 40")

I dette tilfeelde er mit_yndlingstal dog ikke 50, det er 42, sa her kommer elif ind i
billedet. Et “else-if” bliver kgrt hvis ens fgrste “if” ikke var opfyldt. Sa vil Python kigge
sekventielt pa den nzeste betingelse, der skal evalueres for at kgre noget, hvilket i dette
tilfeelde star i elif udtrykket. Man kan have vilkarlige mange elif udtryk og det ggr sa
man kan kontrollere meget praecist, hvad der skal kgres under hvilke omstzendigheder.
Til allersidst har vi else, som kgres hvis alt andet fejler, dvs. hvis alle ens if, elif
udtryk er falske. Her behgver man ikke at skrive en betingelse.

Opgaver til if-else udtryk

Opgave 5.4.1:
Hvilket af fglgende er korrekt brug af if-else?

else:
print ("Hej med dig")

min_yndlingsfarve = "1lilla"
if min_yndlingsfarve != "lilla":
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print ("Min yndlingsfarve var ikke lilla!")

# 3
louies_tal = 420
bamses_tal = 40
if louies_tal < 500:
if bamses_tal < 500:
print ("Bade Louie og Bamse har et tal under 500")
else:
print ("Louies tal er ihvertfald stgrre end 500, vi ved
<~ ikke om Bamse")

# 4 Overvej om hvis if-udtrykket (kig bort fra else) i 3 er
— det samme som

if louies_tal + bamses_tal < 1000:
print ("Bade Louie og Bamse har et tal under 500")

# og/eller
if louies_tal < 500 and bamses_tal < 500:
print ("Bade Louie og Bamse har et tal under 500")

5.5 For og while loops

Vi skal nu se pa for og while loops (lgkker pa dansk), som er maden man kan fa Python
til at kore det samme kode flere gange. Et for-loop antager folgende form:

# 1 Printer alle tal fra O til 9, 10 er ikke inklusive
for tal in range (0, 10):
print ("Hej tal:", tal)

# 2 Man bruger for loops til at iterere over lister, som i 1
— =®rer 1 naste kapitel

# Koden neden er samme som 1

nul_til_ni = [0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9]

for tal in nul_til_ni:
print("Hej tal:", tal)

# 3 Man kan have lister af alt muligt, her bruger vi strings
louie_og_bamse = ["Louie", "Bamse"]
for unfer in louie_og_bamse:

print("Hej", unfer)

Hvis man far Python til at kgre koden foroven, sa vil den printe strengen: “Hej tal: 7,
hvor _ lgber fra 0 til 9. Nar man skriver et for-loop, itererer man over elementer, som
fx kunne veere tal eller eller elementer i en liste. Hvis man vil gerne tzlle fra et bestemt
heltal a til et tal b, kan man bruge Python’s indbygget funktion “range”, til at skrive
range(a, b) som vil genererer alle tal fra a til b hvor b ikke er inkluderet. Det er helt
afggrende nar man skriver for-loops, at man bruger operatoren “in”, som udtrykker til
Python, at man gerne vil iterere over elementer der ligger i en liste eller range. I det
fgrste eksempel oven, kan vi laese for-loopet som “for alle tal mellem 0 og 10, print ”Hej
tal: ” til konsollen”. Vi bevaeger os videre til while-loops, som er en anden made man
kan skrive lgkker pa:

tal = 0
while tal < 10:
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print ("Hej tal:", tal)
tal += 1

Med while-loops er der tale om en betingelse, som skal vaere opfyldt for at while-loop’et
ma kgre. I eksemplet foroven, har vi et while-loop som betinger sig pa, at tal skal vaere
mindre end 10, i hvilket tilfselde den sa printer tallet, altsa fuldsteendigt tilsvarende til
det tidligere for-loop. I selve while-loop’et har vi koden tal += 1 som svarer til tal =
— tal + 1, som I maske kan regne ud hvad det betyder.

Et for-loop kgrer pa en anden slags betingelse end et while-loop. Den vaesentligste forskel
er, at for-loop’et kgrer sa laenge, at der er elementer til radighed. Et while-loop, derimod,
kgrer pa at while-udtrykket er opfyldt. I dette tilfeelde er det altsa ikke leengere end liste
eller “range”, der bestemmer hvor leenge loopet kgrer, men snarere et boolesk udtryk.

Opgaver til for og while loops

Opgave 5.5.1:
Overvej hvad der ville ske med koden nedenunder, prgv evt. at skrive dem i Python!

for tal in range(7, 5):
print (tal)

tal = 0
for tal < 10:
print (tal)

tal = 8
while tal < 10:
print (tal)

unf = ["Louie", "Bamse", "Ria"]
for unfer in unf:
print ("Vi har fat i", unfer)

if unfer == "Louie" or unfer == "Bamse":
print ("Og han er datalog!")
if unfer == "Louie":

print ("Okay, han er faktisk fysiker, men det er
<~ hemmeligt, shh!")
elif unfer == "Bamse':
print ("Og han kan lave mange seje tricks!")
else:
print ("Hmm, gad vide om vi har fat i den rigtige
— person? Mon ikke det er en matematiker?")

5.6 Datastrukturer: Lister og dictionaries

I denne sektion skal vi kigge pa nogle simple datastrukturer: lister og dictionaries.

Lister

Sa hvad er en liste? En liste er blot en samling af elementer, den kan veere vilkarligt lang
og man kan tilfgje og fjerne ting fra listen. Man bruger lister til at organisere ens data,
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fx hvis man har data der skal laeses i en bestemt raekkefglge for at det giver mening. Her
kan vi se hvordan vi definerer en liste med nogle elementer.

primtallene = [2, 3, 5, 7, 11, 13] # En liste med nogle
— primtal

ugens_dage = ["Monday", "Tuesday", "Wednesday", "Thursday",
< "Friday", "Saturday", "Sunday"] # En liste med ugens
— dage

forskellige = ["Monday", 1, "Tuesday", 2] # Man kan have
— forskellige datatyper i en liste

# Man behgver ikke at have noget i listen ndr man definerer
— den

# Det kan vare at man senere vil gerne tilfgje til den.

tom_liste = []

Sa hvad kan man ggre med lister? Man kan indicere, indsatte, fjerne og meget andet.
Nedenfor kan nogle eksempler ses. Her er det vigtigt, at naevne at lister er indicerede fra
0 af, hvilket betyder at man tilgar det forste element ved at referere til den 0 position i
listen.

# Indicere (tilga et element)
print (primtallene [0])
>>> 2

# Udskifte (Udskifte et element)

ugens_dage [1] = "Tirsdag" # Husk vi starter ved element 0, s
~— & er Tuesdag nr. 1 i listen

print (ugens_dage [1])

>>> Tirsdag

# Appende (Indsaztte et element i slutningen af listen)
tom_liste.append("Hej")

tom_liste.append("med")

tom_liste.append("dig")

print(tom_liste)

>>> [’Hej’, ’med’, ’dig’]

# Szt to lister sammen

hej1 ["Hej", "med", "dig"]

hej2 = [",", "hvordan", "gar", "det?"]

hej3 = hejl+hej2

print (hejl+hej2)

>>> [’Hej’, ’med’, ’dig’, ’,’, ’hvordan’, ’gar’, ’det?’]

# Slette

sgndag = ugens_dage.pop() # Fjerner allersidste element og
<~ returnere den, som er "Sunday"'

print (sgndag)

>>> Sunday

mandag = ugens_dage.pop(0) # Fjerner det fgrste element

print (ugens_dage)

>>> [’Tuesday’, ’Wednesday’, ’Thursday’, ’Friday’, ’Saturday
— 7]

# Dette m& du ikke ggre!

print (primtallene [10]) # Dette element eksisterer ikke (out
< of bounds)
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primtallene [10] = 15

Vi kan ggre mange ting med lister, hvis vi fx vil gerne udregne kvadratet af de forste 10
naturlige tal, kan vi bruge en for loop sammen med en liste

kvadraterne = []

for tal in range (10):
kvadraterne.append (tal **x 2)

print (kvadraterne)

>>> [0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81]

Opgaver til lister

Opgave 5.6.1:
Lav en liste med kvadraterne af tallene 1,2, 3, ....,100 og print resultatet.

Opgave 5.6.2:

Lav en liste hvor du bruger en for-loop til at finde differensen for hvert element i
kvadraterne med hvert element i kubik_tallene elementvis (treek kvaradratet fra
kubik-tallet). Print derefter resultatet.

C_>

(_>
kvadraterne = [i **x 2 for i in range (100)]
kubik_tallene = [i ** 3 for i in range (100)]

Opgave 5.6.3:

Konstrurere listen [[[LLLCLCLL’He;2]1111111111] ved at bruge en for loop. Start fra
listen [’Hej’] og forsgg at lave flere 'lag’ med en for loop. Overveje derefter hvordan
du ville ggre det for vilkarlige mange lag.

Dictionaries

Dictionaries kan man teenke lidt som en telefonbog, i gamle dage for internettet eksiste-
rede brugte man telefonbgger til at sla op telefonnummrene pa fx tgmre eller eletrikere.
Hvis man kender navnet pa det selsskab man ledte efter, kunne man se at telefonbogen
var organiseret i alfabetisk raekkefolge, og derefter sla deres nummer op. En dictionary
pa dansk kaldes for en ordbog, som ogsa giver lidt et intuitivt billede af hvad de kan.

telefon_bogen = {
"Bamse": 56723822,
"Louie": 66733234,
"Politiet": 112

}

Man definerer en dictionary ved at skrive {}. Dictionaries har fglgende struktur

min_dictionary = {
key: value,
key2: value2,
key3: value3d,
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Hvor key er typisk int, str og value kan veere hvad som helst (key skal veere en
hashable type, sla det op pa Google hvad det betyder). Vi kan sa sla ting op i vores
dictionary, fx hvis vi vil gerne have Louies nummer, kan vi skrive

louies_nr = telefon_bogen["Louie"]
print (louies_nr)
>>> 66733234

Vi kan tilfgje en ny veerdi til denne dictionary ved at skrive

telefon_bogen["Dig"] = 6213812

print(telefon_bogen)

>>> {’Bamse’: 56723822, ’Louie’: 66733234, ’Politiet’: 112,
<» ’Dig’: 6213812}

Vi kan have mere avancerede dictionaries, fx kan vi have dictionaries i dictionaries

folk_fra_unf = {
"Bamse": {"tlf": 56723822, "hobbyer": ["programmering",
< "minecraft"], "alder": 19},
"Louie": {"tlf": 66733234, "hobbyer": ["kompetitiv
— programmering", "unf", "fysik"], "alder": 20},
"Dig": {"tlf": 6213812, "hobbyer": ["datalogi", "unf"],
— "alder": 420},

Vi kan sa tilga nogle af disse veerdier ved at skrive:

print ("Bamses telefon nr. er", folk_fra_unf ["Bamse"]J["t1f"])
>>> Bamses telefon nr. er 56723822

print ("Hans hobbyer er", folk_fra_unf ["Bamse"]["hobbyer"])
>>> Hans hobbyer er [’programmering’, ’minecraft’]

Vi kan ogsa loope i gennem en dictionary, her looper vi med to variabler navn og info
pa folk_fra_unf.items() som giver os alle de key, value par for hver entry

for navn, info in folk_fra_unf.items () :
print ("Vi har fat i", navn)
print ("Her er deres info", info)

Opgaver til dictionaries

Opgave 5.6.4:

Forsgg at printe informationerne i for-loop’en pa en lidt psenere made, gerne fx printe
hver hobby for sig i stedet for at printe hele listen. Hint: Lav endnu en loop i for-loop’en
for at printe listen af hobbyer

Opgave 5.6.5:

Lav et program der simulerer dictionaries vha. lister. Man skal kunne tilga entries,
appende, og fjerne elementer. Lav det hele uden at bruge Pythons dictionaries. Hint:
teenk pa en liste af lister med 2 elementer, kan man bruge dem til at konstrurere en
dictionary?
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Funktioner

Funktioner er nok en af de allervigtigste begreber inden for programmering, det kan
veere sveert at forsta hvad en funktion er i starten, men den er et helt kritisk vaerktgj
i programmgrens veerkstgjskasse som enhver programmgr bgr mestre brugen af. Det er
nemmest i fgrste omgang at teenke funktionen som en maskine, der ggr et andet. Man
kalder funktionen, betyder at man taender for maskinen. Vi har hidtil stgt pa print,
som er en funktion der tager en string som input og printer den til konsollen. De fleste
funktioner tager i mod en eller flere inputs, og returnerer en output. Lad os definerer en
simpel funktion

def kvadradtet_af (x):
kvadrat = x *x* 2
return kvadrat

Funktionen oven kvadrere et tal, i dette tilfzelde tager den i mod en input, et tal x og
seetter den i anden, hvorefter veerdien bliver tildelt til variablen kvadrat, som vi til
allersidst retunerer. Vi kalder funktionen ved at skrive

ni = kvadradtet_af (3)
fire_treds = kvadradtet_af (8)
print(ni, fire_treds)

>>> 9 64

I koden oven finder vi kvadratet af tallene 3 og 8. Tallene erstatter x i definitionen af
vores funktion, og derefter bliver x ** 2 udregnet og sa returneret. Vi kan ogsa definere
funktioner med flere input variabler, navnene pa input variablerne er vilkarligt valgt

def sum_af_to_tal(x, y):
summen = X + y
return summen

def sum_af_to_tal(tall, tal2):
summen = tall + tal2
return summen

Vi behgver egentlig ikke returnere noget fra funktionen, fx kan vi godt have at funktionen
blot printer en string, i sa fald er en return ungvendigt

def hils(unfer):
print ("Hej med dig", unfer, "godt at mgde dig!")

hils("Louie")
>>> Hej med dig Louie godt at mgde dig!

Typisk bruger man funktioner til at mindske den maengde af kode man skal skrive, hvis
man fx har noget kode som gentages under forskellige omsteendigheder, sa giver det ikke
mening at man skriver det samme kode flere gange hvis man allerede skrevet koden en
gang. Programmering handler om at man ikke skal skrive mere end ngdvendigt, grunden
til at man fx har for loops er saledes at man ikke ender med at have kode sasom dette...

print (kvadratet_af (0))
print (kvadratet_af (1))
print (kvadratet_af (2))
print (kvadratet_af (3))
print (kvadratet_af (4))
print (kvadratet_af (5))

85



KAPITEL 5. DATALOGI

for i in range (6)
print (kvadratet_af (i))

For at demonstrere hvorfor det er smart med funktioner, sa kan det veere at man bliver
bedt om at anvende funktioner pa nogle elementer i en liste pa en bestemt en rackkefglge.
Det kan veere at man vil kvadrere alle tallene i en liste, derefter gange 5 og traekke 2 fra.
Men hvad hvis man vil ogsa prove forst at traekke 2 fra, derefter kvadrere og gange med
57 Vi kan definere disse funktioner

def trzk_2_fra(x):
return x-2
(_>

def gange_med_5(x):
return x*5

def kvadrere(x):
return x**2

def vores_funktion(liste_af_tal, liste_af_funktioner):

resultat_listen = []
for tal in liste_af_tal:
resultat = tal
for funktion in liste_af_funktioner:
if funktion == ’kvadrere’:
resultat = kvadrere(resultat)
elif funktion == ’gangeb’:

resultat = gange_med_5(resultat)
elif funktion == ’trazk2’:
resultat = trek_2_fra(resultat)
resultat_listen.append(resultat)
return resultat_listen
vores_funktion([1, 2, 3, 4, 5], ["kvadrere", "gangeb", "trea
— k2"1)
>>> [3, 18, 43, 78, 123]

vores_funktion([1, 2, 3, 4, 5], ["trzk2", "kvadrere", "
— gangeb"])
>>> [5, 0, 5, 20, 45]

vores_funktion([1, 2, 3, 4, 5], ["kvadrere", "gangeb", "trea
< k2", "trak2"])
>>> [1, 16, 41, 76, 121]

vores_funktion([1, 2, 3, 4, 5], ["kvadrere", "gangeb5", "tra
— k2", "trazk2", "trzk2"])
>>> [-1, 14, 39, 74, 119]

vores_funktion([1, 2, 3, 4, 5], ["gangeb", "gangeb5"])
>>> [25, 50, 75, 100, 125]

Der er flere sjove ting man kan lave med funktioner, fx kan man lave en funktion der
returnerer en funktion, eller rekursive funktioner som I kommer til at se i den nseste
kapitel.
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Opgaver til funktioner

Opgave 5.6.6:

I Python kan man lave en liste af funktioner, fx i koden tidligere kunne man have define-
ret listen liste_af_funktioner = [kvadrere, gange_med_5, trazk_2_fra], man kan
sa kvadrere fx ved at skrive liste_af_funktioner[0] (3). Brug en liste af funktioner
til at erstatte if-udtrykkene i vores_funktion.

Opgave 5.6.7:
Lav en funktion der returnerer det inderste element givet ved funktionen

def wrap(tal, gange):
wrapped = [tall
for i in range(gange):
wrapped = [wrapped]
return wrapped

hvad = wrap(5, 100)
print (hvad)

>>> [[...[[[511]...11]
(%

Hint: Man kan tjekke om hvis noget er en liste ved at skrive type(x)== list, brug
denne information samt en while-loop

Opgave 5.6.8:

En matematisk funktion f : X — Y er defineret som en relation mellem to maengder
X og Y. Helt formelt kan man definere en matematisk funktion, f, som en maengde af
ordnede par, hvorved der gelder det fglgende udsagn:

Vee XVyeYVzeY:(z,y) € fA(x,2) e f = y==z.

Dvs. for ethvert input « til funktionen, hvis det geelder at f(x) = y og samtidigt f(z) = 2
sa ma y = z.

Givet at du nu har modtaget en liste af ordnede par i Python (et ordnet par kan teenkes
som en liste med 2 elementer): [[1,2], [4, 5], [2, 3], [6, 311, sa skal du skrive
en funktion i Python der returnerer enten en True eller False afhaengigt af hvorvidt
listen kan udggr definitionen for en funktion. Antag at et ordnet par ikke kan optraede
flere gange i listen. Hint 1: start med at skrive def er_en_funktion(£f): hvor f er den
liste du far. Hint 2: Prgv at sla op Pythons indbygget funktioner set() og len() og
overvej hvordan du kan bruge disse til at bekrzefte hvorvidt £ er en funktion.

5.7 Algoritmer og biblioteker

I dette kapitel vil vi beskaeftige os med algoritmer. Hvad er en algoritme, er det fgrste
spgrgsmal man bgr stille sig selv, nar man meder ordet. Forsimplet, sa er en algoritme,
en sekvens af operationer, der udfgres pa et input, og derefter terminerer. Laeg her meerk
til det sidste ord, terminerer. Det er meget vigtigt, at algoritmen terminerer, ellers kan
vi aldrig vide om den rent faktisk virker. En algoritme kunne vaere, en funktion der
tager et vilkarligt antal tal og leegger dem sammen, ogsa kaldet en sum. Vi vil i de
naeste delkapitler kigge pa nogle simple algoritmer, som kan bruges til en lang reekke
problemer.
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Recursion

Vi starter ud med at diskutere rekursion, som er en bestemt type af algoritme. Rekursion
er nar en veerdi i en maengde afhaenger af en eller flere veerdier i selvsamme meengde.
Man kan for eksempel definere de naturlige tal rekursivt:

Tp =Tp-1+1

Hvor n gar fra 1,2, ... til uendeligt, notationen x,, betyder “det n’te x’er”, og vi kalder
n for indekset. Vi mangler dog en betingelse for at feerdigggre den rekursive definition.
Prgv at taenk over hvad den skal veere, inden du laeser videre.

For at den rekursive definition er veldefineret, skal man have en startveerdi. I tilfseldet
for veerdien af et naturligt tal, vil det veere

1'1:].

I Python kan man skrive ovenstaende, som et stykke kode.

def vaerdi_naturlige_tal(n):
if n == 1:
return 1
else:
return l+vaerdi_naturlige_tal(n-1)
(SN
>

Det her if statement indeholder det vi kalder en basecase. En basecase eller startveerdi,
er noget man ved om nogle af de fgrste veerdier i fglgen.

Opgave 5.7.1:

I stedet for at finde det n’ete naturlige tal (hvilket jo var ret abenlyst), sa vil vi nu
forsgge at finde summen af de naturlige af de naturlige tal fra 1 til og med n. Hvis nu
n er 5, vil summen veere 5+4+3+2+1. Startveerdien er her sum; = 1. Det rekursive
udtryk er at sum,, = sum,_1 +n. Prov nu at implementer en funktion i python der kan
regne ovenstaende rekursionsligning.

Opgave 5.7.2:

I denne opgave skal du arbejde med fakultetsfunktionen. Fakultet, som skrives n!, hvor n
er et helt tal stgrre end nul er beskrevet pa fglgende vis. n! = n-(n—1)! og startveerdien er
0! = 1. Du har faet givet startveerdien/basecasen samt det rekursive udtryk. Implementer
nu en funktion i Python der kan regne n! ud.

Opgave 5.7.3:
Denne opgave beskaftiger sig med potenser. Vi vil gerne vide, hvad 3" er, hvor n > 0.
Du ma her ikke bruge din viden om at Python bare kan udregne resultatet for dig.

1. Prov at teenke over hvad en basecase eller startveerdi kunne veere. Hint: hvad er
307

2. Du har nu fundet frem til hvad basecasen er. Kan du skrive et udtryk op for z,,
som afhaenger af x,,_;

3. Du har nu skrevet et udtryk op. Implementer det i Python.

4. Ekstra opgave: Generaliser din funktion, sa du kan regne z"

Opgave 5.7.4:

Fibonacci tallene er en sekvens af tal, som er spseendende indenfor naturvidenskab, da
forholdet mellem to sideliggende vaerdier konvergerer mod den gyldne ratio. Den gyldne
ratio ses ofte i naturen. Fibonacci sekvensen er defineret, som

ben = fibn,1 + f’ibn,Q
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Hvor at fib; = 0 og fiby = 1 Du skal nu finde det n’te fibonaccital med en funktion i
python.

Sortering

Nu gar vi videre til en af de vigtigste ting inden for at arbejde med datastrukturer,
nemlig sortering. At sortere en mangde, data er essentielt. Vi kan let finde medianen i
et sorteret datasset, max og min veerdier samt meget andet. I dette afsnit vil vi kigge pa
en sorteringsalgoritme nemlig insertion sort. Maden hvorpa insertion sort fungerer er:

o Itererer fra det andet element til det sidste element i listen

e Hver gang du er ved et element sammenligner du det forrige element med det
nuverende.

e Hvis det forhenvaerende element er stgrre en det nuveerende, sa byt rundt pa
elementet og det nuveerende. Nu vil dit nuveerende element veere pa det i — 1
elements plads. Fortsaet dette skridt indtil at elementet er stgrre en elementet
forinden eller at elementet er blevet placeret pa den aller fgrste plads.

Opgave 5.7.5:

Givet et array med 3 elementer. Find pa hvad de tre elementers veerdier kan veere for
at du skal lave et maksimalt antal sammenligner og iterationer for at sortere de tre
elementer.

Opgave 5.7.6:
Kan du sige noget mere generelt om hvor mange sammenligninger og iterationer man
skal lave i det veerste tilfaelde. Hvad med i det bedste tilfaelde?

Opgave 5.7.7:

Denne opgave er til de ekstra nysgerrige. Prgv selv at implementere insertion sort som
skrevet foroven. Vink: brug et for loop til at iterere over elementerne og under hver
iteration brug et while loop for at lave sammenligningerne og rokaderne af elementerne.

Fremadrettet ma I gerne bruge Pythons sort funktion.
Opgave 5.7.8:
Find medianen af datassettet [-1, 5, -5, -9, 1, -17, 3, 10, -3, 100, 73, 64,
— 902, 123, 653] Husk: medianen er givet som det midterste element hvis der er et
ulige antal elementer og ved et lige antal elementer er gennemsnittet af de to midterste
elementers veerdier.

Opgave 5.7.9:

Bamse har N tallerkner, og han vil gerne stable dem hurtigst muligt. Bamse vil gerne
stable sine tallerkner ved fgrst at stable de to tallerkner, som er taettest pa hinanden
og derefter fortseette denne process. Du skal i dette tilfeelde kun hjslpe Bamse med
at finde de forste to tallerkner, som han skal leegge ovenpa hinanden. Du er givet en
liste af punkter og skal ud fra denne liste bestemme afstanden de to tallerkner som
ligger taettest pa hinanden. [173.47, 1028.42, 479.5, 127.82, 802, 386.5, -102,
— 2034.2, 17.3, 640]. Opgaven kan lgses pa flere forskellige mader.
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Two pointers

En metode som kan benyttes til at lgse rigtig mange problemer effektivt er two pointer
metoden. I two pointer metoden holder man konstant styr pa to af sine elementer og
deres veerdier og bruger disse oplysninger smart.

Forestil jer at vi star pa i begyndelsen af en endelig gang, hvor der er lokaler pa venstre
side. Vi ved ikke hvor mange lokaler der i alt, men vi har faet af vide af vores klasselzrer,
at vi skal finde det midterste lokale. Vi kunne godt bare telle alle lokalerne, men vi kan
faktisk ggre noget andet som er super smart. Vi er to personer, og vi laegger den strategi,
at hver gang jeg passerer et lokale, sa skal du passere to lokaler. Nar du sa nar det sidste
lokale sa gangen raber du tilbage til mig ”Der er nu ikke flere lokaler. Du har fundet det
midterste”. Kan du se hvorfor dette er sandt?

Ideen er her, at det midterste lokale ngdvendigvis antallet er lokaler divideret med to.
Fordi du gar to lokaler frem ad gangen, og jeg kun et, vil jeg have gaet halvt sa langt
som dig, nar du har naet enden af gangen. Derfor er jeg altsa ved det midterste lokale.

Vi vil nu opstille et eksempel, denne gang med kode, hvor two pointers teknikken bruges.
Vi er givet et sorteret array af tal, og vi har faet at vide, at to af tallene lagt sammen er
lig z. Da tallene er sorterede ved vi at den mindste sum ma vaere det forste element lagt
sammen med det andet element, og at den stgrste sum ma veere nar vi leegger den sidste
veerdi sammen med den naestsidste. Vi kan derfor starte med at kigge pa summen af det
fgrste og det sidste element. Hvis denne sum er mindre end z, sa vil vi gerne have en
stgrre sum. Dette kan vi nu kun ggre ved at tage og element det andet element sammen
med det sidste. Hvis nu summen er for stor, sa skal vi nu ggre summen mindre. Dette
kan ggres ved at veelge det naest sidste element og leegge det sammen med det andet
element. Denne process fortsaettes indtil, at man finder en sum som er lig x.

arr = [1, 3, 18, 23, 103, 527, 700, 1903, 12039]

a =0

b len(arr) -1

x = 550

while a <= b:
summen =

arr

if summen ==
break

elif arr[al+arr[b]l > x:

[al]+arr [b]
X:

else:

print (f"De to tal der lagt sammen gav {x} var {arr[al} og {
— arr[b]l}")

Opgave 5.7.10:
Find den mindste sum af to tal i en liste, som er stgrre end x. Vink: prgv at tag inspiration
fra den kode du ser foroven.

Opgave 5.7.11:
En delsum er defineret som at man tager elementerne fra et index til et andet index og
leegger disse vaerdier sammen. Givet en liste af tal find den maksimale delsum.

Opgave 5.7.12:
En delsum er defineret som at man tager elementerne fra et index til et andet index og
leegger disse veerdier sammen. Givet en liste af tal find den maksimale delsum.
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eecoececee (Opgave 5.7.13:
Roter elementerne i et array k gange. Med rotation menes, at man rykker elementerne
en til hgjre, og hvis elementet er det sidste element rykkes det til start.

Biblioteker

I Python kan man importere kode som andre har skrevet for at ggre ens liv lettere, man
kalder disse kode for “biblioteker”. Der findes masser af Python biblioteker hvis man
googler pa internettet, lad os kigge pa de biblioteker der hedder math og random. Du
kan importere et bibliotek ved at skrive:

import random

Her vil random biblioteket blive importeret, og den har en raekke funktioner som vi kan
kalde. Google evt. “random library python” for at se hvilke funktioner den har. Som et
eksempel kan vi genererer et tilfeeldet decimaltal mellem 0 og 1 ved at skrive:

import random

tilfeldigt_tal = random.random ()
print(tilfaeldigt_tal)
>>> 0.32935699857938416

Med math biblioteket kan vi kalde matematiske funktioner

import math

print (math.pi)
>>> 3.141592653589793

print (math.exp (1))
>>> 2.718281828459045

print (math.factorial (6))
>>> 720

Nar vi importerer et bibliotek skriver vi som regel import bibliotek, derefter for at kal-
de bibliotekets funktioner kan vi skrive bibliotek.funktion(). Vi kan ogsa importere
specifikke funktioner fra biblioteket ved at skrive from bibliotek import funktion,
sa behgver vi ikke at kalde funktionen ved at skrive bibliotek. foran. Fx kan vi sa
skrive:

from random import random

print (random())
>>> 0.6595022595617526

5.8 Er datalogi en naturvidenskab?

Datalogi i sig selv kan ikke helt kaldes for en naturvidenskab, datalogiens ontologiske
status bygger pa matematikkens, og iseer indenfor klassisk datalogi (vi kigger bort fra
kvantecomputere), sa opnas ny viden i datalogi ikke gennem den naturvidenskabelige
metode, men i stedet gennem den aksiomatisk-deduktive metode. Resultater vedrgrende
algoritmer og kgretider i datalogi bliver bevist vha. matematiske metoder, og er funda-
mentalt anderledes end fx fysik, kemi eller biologi, hvor man bl.a. anvender induktive
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metoder ved at indsamle mange observationer. Tilgengaeld, anvendes den naturviden-
skabelige metode i et meget specifikt omrade indefor programmering, og det kan argu-
menteres, at det er en af reneste anvendelser af den naturvidenskabelige metode, eller i
hvertfald den deduktive metode.

Den naturvidenskabelige debugging

Debugging, eller fejlfinding, er det vigtigste evne for alle programmgrer at mestre. Det
er et kendt ordsprog blandt programmgrer at kun 20% af den tid man bruger i udvik-
ling, skriver man rent faktisk kode, de resterende 80% af tiden er brugt pa at fejlfinde.
Processen i at fejlfinde, er en ren naturvidenskabelig proces. Det handler om at man vil
gerne identificere en arsag til et symptom som man observerer i ens program, hvilket kan
ggres vh.a. den deduktive metode. Som programmgr opstiller man sa en raekke hypoteser
som man tester af, i habet om at finde hvad symptomet egentlig skyldes.

Identificering af symptomet

Symptomet, eller fejlen, er noget der ikke stemmer overens med vores forventning om
hvordan vores program bgr have eksekveret. Symptomet skal preaeciseres i sprog fgr man
er i stand til at anvende den naturvidenskabelige metode, fx er fglgende eksempler pa
en god identificering af symptomet vs darlige identificeringer. Her er der taget udgangs-
punkt i at man fx har en funktion der ikke returnerer det rigtige output:

1. Darlig identificering, denne er en hypotese, ikke en identificering: “Min funktion
returnerer ikke den rigtige output fordi jeg ikke kgrte den med de rigtige parame-
tre”

2. Darlig identificering, vagt udsagn: “Programmet laver ikke det den skal”

3. God identificering: “Funktionen returnerer en None value, hvor den skulle have
returneret en liste med 5 tal.

Man skal preecisere hvad man mener nar man siger at ens program ikke virker, pa
hvilken made burde det have virket? Kom med tekniske detaljer pa hvad der skulle have
returneres og hvor henne. En identificering af symptomet kan teenkes som det man laeser
direkte fra skeermen, uden at man har gjort nogen tanker omkring hvad det kan skyldes.

Hypotese-dannelse

En god identificering af symptomet ggr typisk at man meget hurtigt kan danne sig nogle
hypoteser som man vil forsgge at teste af. Man skal desuden vaere meget opmaerksom pa
de antagelser som man har gjort sig for at have naet til denne fase. Det er vigtigt, at man
ikke allerede i starten da man skulle identificere symptomet, laver for mange antagelser,
for sa vil man kunne risikere at bruge lang tid pa at jagte efter en falsk hypotese, som
man ikke ville have gjort hvis man har identificeret symptomet klart og tydeligt. Fx
kunne et eksempel veere at man tror at man har kaldt en specifik funktion fgr man kgrte
ens kode, det er en antagelse som kunne veere forkert, og i lyset af at man har antaget
noget forkert, kommer ens hypoteser heller ikke til at veere baseret i virkeligheden.
Selve hypotese-dannelsen kommer sa efter man har identificeret symptomet. Vi kan
kalde vores symptom for p som er blot et udsagn eller pastand, fx fra tidligere eksempel:

p : Funktionen returnerer en None value

Derefter er vores arbejde at forsgge om at finde arsagen ¢ hvor det geelder at ¢ = p,
som lezeses “q medfgrer p”. Et simpelt eksempel pa ¢ kunne veere:

q : return statement var blevet kommenteret ud ud

Som kan verificeres hvis man laeser det sted 1 koden hvor man har ens return statement.
Men det er ikke nok at verificere ¢, vi skal ogsa vide at den ¢ som vi har fundet, rent
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faktisk forarsager vores symptom. Her benytter man en kendt slutningsregel, modus
ponens, som siger at vi skal vide at g eksisterer, og samtidigt at ¢ = p vi kan sige
at ¢ er den rigtige arsag. Det kan veaere en af arsagerne, der kan ogsa eksistere flere
andre arsager som potentielt kan resultere i det symptom vi observerer, altsa kan der
veere tale om en rakke arsager, qi,qo, ..., qn, der hver iseer medfgrer p. Vores job er
sa at udelukke alle de arsager som ikke findes, dvs. vi skal konstatere at de ikke er
tilstede i vores program, her kan veere smart at benytte kontraponering som kommer fra
bevis ved kontraposition. Typisk har flere af disse mulige arsager ¢, g2, ..., ¢ 0gsa visse
“side-effects”, s1, sa, ..., Sk, som er andre konsekvenser der kan ske udover det specifikke
symptom som vi observerer. Vi ved pa forhand (typisk gennem erfaring) at disse side-
effects sker hvis g’erne sker. Disse side-effects kan veere noget som vi meget nemt kan
bekraefte eller afkraefte ved at observerer programmets opferelse. Vi vil sa vaere sikker
pa at en arsag g; medferer en reekke side-effects: sq, so, s3, sa kan vi blot forkaste en af
disse (kommer an pa hvad der er nemmest) for at modbevise ¢; findes, denne form for
kontraponering af en implikation ser saledes ud i logisk form:

g = p="P — ¢

Hvor symbolet — betyder “ikke” eller “negation”, og = betyder “aekvivalens”, som i at
de to slutningsformer er sekvivalente. Et konkret eksempel kunne veere at ¢ stod for “Det
regner” og p var “Jorden er vad”, implikationen ¢ = p har sa den tolkning: “Hvis
det regner, sa bliver jorden vad”. Ved kontraponering kan vi sa slutte at -p = —q,
hvilket betyder “Hvis jorden ikke er vad, sa regner det ikke”. Kontraponering er et af
de steerkeste veerktgjer man har nar man skal fejlfinde.

Konkret debugging eksempel

Lad os tage udgangspunkt i det tidligere eksempel hvor man havde en funktion der
returnerede et None frem for en liste af 5 tal. Vi har umiddelbart identificeret symptomet
direkte ved at sige helt konkret pa det kode-meessigt niveau. Vi har nu muligheden for at
opstille flere forskellige hypoteser for hvad er arsagerne til dette symptom, de hypotetiske
arsager kunne fx veere:

1. ¢1: return udtrykket var blevet udkommenteret

2. go: Der var en stavefejl da vi kaldte funktionen med dens navn, altsa var der en
anden funktion der hed det samme

3. g3: Der var sket en kvantemekanisk fluktuation i computerens hukommelse som
slettede listen

4. q4: Vi havde Chrome-browseren abent samtidigt da vi kerte koden

Det ses at g3 en sjov hypotetisk arsag, som ikke ngdvendigvis er forkert, da den vil
sagtens gor at listen ville blive slettet, men hypotesen er altsa sveert at bekreefte eller
afkraefte hvilket ggr at den ikke ngdvendigvis er en szrlig god hypotese. Man kunne
sa sige, at sandsynligheden for at g3 sker er ekstrem lille, maske hvis man derfor kgrte
funktionen en anden gang og den sa lykkedes, sa ville man have noget grundlag for at
acceptere hypotesen, men det er stadigt meget tvivlsomt om hvis man ville det.

Vi ser at q4 er nemt at teste for, dog allerede pa forhand ser vi at den er en lidt dum
hypotese da det slet ikke klart er hvordan ens Chrome-browser vil kunne pavirke den
Python kode som vi kgrer. Der skal veere en meget mystisk forklaring bag hypotesen for
at gore g4 rent faktisk medfgrer vores p. Hypotesen kan nemt afkreeftes hvis vi slukker
Chrome-browseren og kgrer koden igen (eller kan vi det? Se en af opgaverne), og man
burde egentlig ikke have dannet denne hypotese til at begynde med.

Til sidst ser man at q; og ¢ er eksempler pa nogle mere fornuftige hypoteser, der
er nemt at tjekke og som ville samtidigt kunne medfgre vores p, hvis de rent faktisk var
sande. Men lad os antage nu at vi har tjekket ¢ og g2 ved at laese i koden, og vi ser at de
ikke er tilstede, hvad kan vi sa ggre? Vi bliver sa ngdt til at opstille andre forklaringer, fx
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kunne man spgrger om hvis koden bliver rent faktisk gemt, altsa kunne man sa forsgge
at modbevise at ens kode er gemt, sa ville ens hypotese veaere

q : Koden er gemt
Vi ser at en umiddelbart konsekvens/side-effect kunne veere
s : Alle print udtryk vi skriver ville blive printet

Sa kunne en taktik for at modbevise ¢ vaere at vi skrev nogle print udtryk i funktionen,
hvis vi sa observerer at de ikke bliver printet til konsollen, sa ville vi kunne ved kon-
traponering konkludere at koden ikke blev gemt (eller i hvertfald ikke gemt ordentlig).
Denne slutning kan vi lave fordi vi ved pa forhand at p = s, dermed betyder det at
—s = —p. Vi vil maske sa se at vi ikke har trykket pa Ctrl-S for at gemme, og vi vil
have god grund til at acceptere det som arsagen til vores symptom hvis vi ser, efter vi
har gemt koden, at den kgrer som vi havde forventede.

Perspektivering af debugging mod andre naturvidenskab

Det kan derfor argumenteres at fejlfinding i programmering er nok den reneste anvendelse
af den deduktive metode i naturvidenskabelige ssammenhaeng. Debugging er et fantastisk
eksempel pa det deduktive metode, fordi software er uafheengigt af tid, betyder det at
hvis man korte noget kode i dag, ville det ikke kgre anderledes i morgen hvis ikke
man har sndret i koden eller opdateret ens system. Denne tids-uathaengighed giver os
muligheden for at eksperimentere med sendring til en variabel ad gangen, og ggr at vi
kan veere ret sikker pa at vi har fundet fejlen. I modsaetning til andre naturvidenskab,
kan det nogle gange veere sveert at sige hvad har forarsaget en begivenhed, da man ikke
kan ga tilbage i tiden. Nogle gange har man kun en enkel observation til radighed, hvilket
ggr at man kun ma anvende abduktion eller slutning til bedste forklaring, som ikke er
seerligt tilfredsstillende.

Nu har vi kun naevnt den deduktive metode, men man benytter faktisk ogsa induktion
og abduktion i debugging processen. Abduktion, eller slutning til bedste forklaring,
bruges nar vi genererer vores hypoteser. Hypoteserne er valgt efter hvad der giver bedst
mening, og her vil vi altid gerne identificere de mest sandsynlige arsager fgrst. Induktion
benytter vi nar vi generaliserer fra de observationer vi har, det kan vaere meget nyttigt
at identificere symptomet. Fx kunne vi godt observere en maerkelig opfgrelse blandt de
funktioner der kalder en bestemt funktion X, sa kan vi generalisere ved at sige at vores p
er “Alle funktioner der kalder X har en meerkelig opforelse”. Men vi skal passe pa nar vi
benytter disse induktive argumenter, vi husker at vores symptom p er selv et udsagn, som
godt kan veere forkert. Det er derfor kritisk at vi er helt sikker pa at vores identificering
af symptomet er korrekt. For at teste at hvorvidt symptomet er sandt, kan vi betragte
de side-effects som symptomet ville medfgre, og se hvis de ikke er tilstede, og derefter
benytte kontraponering for at modbevise at vores symptom var korrekt identificeret.

Taenke-opgaver til debugging og NV-metoden

Opgave 5.8.1:

Hvordan kan vi veere sikker pa at ¢ = s, hvis vi tager udgangspunkt i det konkrete
eksempel fra tidligere. Kan vi altid veaere sikker pa at en arsag har den konsekvens som
den har? Overvej hvad der ligger grund for denne antagelse.

Opgave 5.8.2:

Kan vi slutte p = ¢ fra ¢ = p? Overvej hvis g hed “Det regner” og p hed “Jorden
er vad”. Konkluder hvorfor vi ikke ngdvendigvis kan slutte arsagen direkte efter at have
observeret en side-effect.

Opgave 5.8.3:
Kontraponering gor os i stand til at identificere hvilke arsager ikke kan veere rigtige,
overvej om hvis der findes fordele ved at benytte kontraponering, frem for at forsgge at
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pege pa en arsag direkte. Overvej det i sammenhaeng med at et symptom eller side-effect
kan veere resulteret pa grund af flere mulige arsager.

Opgave 5.8.4:

Med udgangspunkt i det konkrete debugging eksempel fra fgr, hvis vi observerer at
koden ikke kgrer nar vi har Chrome-browseren abent, og observerer samtidigt at den
heller ikke kgrer nar vi lukker for browseren, er der sa grundlag for at konkludere at
arsagen ikke skyldes Chrome-browseren? Taenk ¢: “Chrome-browseren er abent”, hvis p
sker under bade ¢ og —q, er p sa uafthaengigt af ¢ eller —g?

Opgave 5.8.5:

Hvis vi efter at have trykket pa Ctrl-S for at gemme, finder ud af at vores kode rent
faktisk kgrte, har vi sa nok grundlag til at sige at arsagen var at vi ikke gemte koden?
Prgv at google “underdetermination” og laes Wikipedia artiklen, overvej hvordan be-
grebet kan veere relevant i denne sammenhaeng. Giv derefter et eksempel pa en anden
arsag (som gerne ma vaere absurd), der potentielt kunne have i stedet gjort at vores
kode virkede.

Opgave 5.8.6:

Hvordan skal vi veelge de hypoteser vi har lyst til at teste? Kan du teenke pa nogle
regler /tips for hvad der definerer gode hypoteser? Tenk: hvor mange hypoteser kan
man egentlig lave?

5.9 Projekter

Nu har I leert hvordan Python fungerer, sa kunne det veere sjovt at anvende jeres pro-
grammeringsviden i nogle projekter som vi har lavet, her kan I veelge mellem to forskellige
projekter: Casino projekt og Approksimation af w projekt. Begge projekter handler om
simulation. I casino projektet vil du leere, hvordan man kan bruge Python til at simulere
et spil pa et casino. I approksimation af pi vil vi benytte viden om Pythagoras, cirkler
og andet, til at approksimere pi.

5.10 Casino simulation

Vi vil se pa, hvordan det ville ga, hvis du tog pa casino og spillede plat eller krone. Fra
et datalogisk perspektiv er malet at langsomt bygge nogle funktioner i Python, der i
sidste ende vil forteelle dig, hvordan din tur pa casinoet gik.

Plat eller krone

I sportsgrene med to hold ser vi tit, at retten til at starte med bolden afggres med et
mgntkast. Mgnten er et godt veerktgj, da den har en 50/50 sandsynlighed for at vise plat
eller krone og derfor er fair. Det betyder, at hvert hold ville starte med bolden cirka lige
mange gange hvis de spillede flere gange.

For at kunne oversaette den idé til casinoer, er vi forst ngdt til at lsere en smule sandsyn-
lighedsregning. I matematikken bruger man sakaldte Bernoullifordelinger til at beskrive
mgntkast og det skrives bern(p), hvor p er sandsynligheden for at den lander pa plat,
f.eks. 50%. En fair mgnt vil altid have p = 50% = 0.5.

Lad os nu forestille os, at vi tog pa casino, hvor vi vinder 1 kr. hvis mgnten viser
plat og mister 1 kr. hvis den viser krone. Det er meget almindeligt, at casinoer ikke
bruger fair mgnter. For at de kan tjene penge pa deres spil, er de ngdt til at sikre, at du
taber flere gange end du vinder. Med andre ord skal mgnten vise krone flere gange end
den viser plat, hvilket casinoet sikrer ved at sendre pa sandsynligheden p. For nu kan vi
antage, at p = 46% = 0.46. Hvis vi spillede plat eller krone 100 gange, ville vi vinde 46
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gange og casinoet ville vinde 54 gange, preecis som de vil have. Det er altsa ikke laengere
en 50/50, men snarere end 46/54.

Opgave 5.10.1:
Hvad betyder det i ord, at en mgnt er bern(0.4)?

Mgntkast i Python

Lad os nu forsgge at simulere et enkelt mgntkast i Python. Vi vil bruge pakken scipy
til at hente Bernoulli variablen, der vil fungere som den veegtede mgnt, og den grund-
leeggende kode vil se ud pa fglgende made.

from scipy.stats import bernoulli
udfald = bernoulli.rvs(0.46)
print (udfald)

Variablen udfald vil enten tage veerdien 1 eller 0, hvor 1 svarer til plat og 0 svarer til
krone. Vi skriver veerdien 0.46, da vi har valgt, at sandsynligheden for at vinde 1 kr.
skal veere 46%.

Hvis vi er interesserede i at teste udfaldet for forskellige sandsynligheder, kan vi definere
en funktion i Python. Denne funktion skal tage en sandsynlighed som input og lave et
mgntkast som output.

def coin(sandsynlighed):
udfald = bernoulli.rvs(sandsynlighed)
print (udfald)

l_>
coin (0.55)
x = 1

while x < 10:

x = x + 1

Med en funktion kan vi altsa hurtigt simulere et mgntkast for enhver sandsynlighed,
hvor eksemplet ovenover bruger p = 0.55 = 55%.

Opgave 5.10.2:

Definér funktionen coin i Python. Funktionen returnerer tallet 0 eller 1, hvorimod vi
gerne vil vide, om mgnten viser plat (veerdi 1) eller krone (veerdi 0). Implementér en
lgsning pa dette problem i din coin funktion ved hjelp af et ifelse statement og print
funktionen.

Penge pa spil

Lad os nu se pa, hvordan vi kan bruge ovenstaende til at undersgge, hvilken effekt
sandsynligheden ville have pa et spil plat eller krone i et casino.

Vi kan tilfgje en variabel i funktionen coin, der forteeller, hvor mange penge du har.
Funktionen skal nu veaere defineret ved:

def coin(sandsynlighed, penge):

(_>
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I spillet har vi antaget, at vi vinder eller taber 1 kr. ad gangen. Vi vil gerne implementere
denne konsekvens i ifelse-statementet fra opgaven ovenover. Idéen er fglgende:

penge = penge + 1

Nar denne idé bliver tilfgjet i coin, vil funktionen bade forteelle os om vi slog plat eller
krone og justere pengebelgbet. Du har tidligere leert, hvordan man far Python til at prin-
te tekst og tal samlet i konsollen, hvilket vil vaere brugbart at implementere i funktionen.

Opgave 5.10.3:

Vi bygger videre pa coin fra opgave 1.11.2, men nu med den ekstra variabel penge. I
dit ifelse-statement skal du tilfgje, at pengebelgbet bliver justeret efter mgntkastet.
Derudover skal din print-funktion nu ikke blot forteelle, om vi slog plat eller krone, men
ogsa hvor mange penge vi nu har.

Opgave 5.10.4:

Prov at kgre funktionen for sandsynligheden p = 0.46 = 46% og et antal penge under
50. Kgrer din funktion for evigt, eller stopper den fordi du mister alle dine penge? Hvad
nu hvis du kgrer den flere gange; far du nogensinde flere og flere penge, eller gar du i 0
hver gang? Hvad kunne vaere en forklaring pa dit resultat?

Opgave 5.10.5:

For bedre at kunne fglge udviklingen i spillet, kgrer vi nu flere mgntkast ad gangen. Vi
vil gerne tilfgje en tredje variabel kaldet antal, der forteeller hvor mange gange vi spiller.
Funktionen coin skal starte pa folgende made:

def coin(sandsynlighed, penge, antal):
x =1
while x < antal:

x =x + 1
—

Brug ovenstaende samt din kode fra opgave 1.11.3 til at implementere coin som beskre-
vet ovenover.

Husets fordel

Vi kan beregne, hvor mange penge vi forventer at tjene pa spillet. I spillet beskrevet i
hele sektionen, nemlig p = 0.46 = 46% samt et tab og en gevinst pa +1, ggres det pa
fglgende made:
46 54
it=1-——-1-— =-0.08= -8
profi 100~ 100 %

Vi forventer at miste 8% af de penge, vi startede med. Hvis vi starter med 100 kr., vil
vi tage hjem med 92 kr. I casino-begreber siger vi, at husets fordel er 8%. Pa engelsk
kaldes denne for the house edge. Mere generelt vil formlen se saledes ud:

profit = gevinst - p — tab - (1 — p).

For at fa tallet i procent, kan vi gange med 100. Hvis profitten bliver negativ, vil spillet
for det meste ga skidt, og hvis profitten er positiv, vil vi forvente, at det gar godt. De
—8% forklarer, hvorfor vi gar i 0 hver gang i opgave. 1.11.4; i gennemsnit vil vi altid tabe.

Opgave 5.10.6:
Implementér en funktion der kan beregne husets fordel pa fglgende made:
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def fordel(gevinst, tab, p):

eeeee Opgave 5.10.7:
Vi gemmer nu fglgende variable efter at have defineret de to funktioner coin og fordel:

loss =1
profit =1
money = 40

probability = 0.46

plays = 1000

edge = fordel(profit, loss, probability)
:_>

Som spiller vil du maske gerne vide, hvad husets fordel er inden du siger ja til at tage
pa casino og spille plat eller krone.

I denne opgave skal du bruge ifelse-statements, print-funktionen og input-funktionen
til at skrive kode, der forteeller spilleren hvad husets fordel er, og spgrger om de vil
fortsaette. Fremgangsmetoden er folgende:

Hvis edge-variablen er positiv (dvs. spilleren har fordelen), antager vi at spilleren gerne
vil fortseette.

Hvis edge-variablen er negativ (dvs. at huset har fordelen), skal koden spgrge spilleren,
om de vil fortseette pa trods af de darlige odds.

Der er nu to muligheder. Hvis spilleren takker nej, skal koden stoppe, hvilket du kan
gore ved at skrive exit () i den relevante del af koden. Hvis de takker ja, skal koden blot
fortseette.

Plot over udvikling

Nu er vi naesten i mal med simulationen af turen i casinoet, men vi mangler en fornuftig
made at fortolke resultaterne pa. Det kan veere sveert at danne sig et overblik over tu-
ren, nar udfaldet fra hvert mgntkast bliver printet i sin egen linje. I stedet vil vi hellere
plotte hele udviklingen i vores pengebelgb, sa vi far én graf, der forteeller os alt om spillet.

Til dette formal bruger vi pakken matplotlib og du skal skrive:

import matplotlib.pyplot as grafplot

For at kunne plotte udviklingen, er vi ngdt til at vide, hvor mange penge vi har tilbage
efter hvert enkelt mgntkast, sa f.eks. 10 kr., 9 kr., 10 kr., 11 kr., 12 kr., 11 kr. og sa
videre. Vi laver en liste kaldet udvikling, der kan gemme alle disse vaerdier. Derudover
bruger vi append-funktionen til at tilfgje det nye pengebelgb efter hvert mgntkast. Et
eksempel pa dette kunne veere:

a = [10, 9, 10, 11, 12]
print (a)

a.append (11)

print (a)

>>> [10, 9, 10, 11, 12]
>>> [10, 9, 10, 11, 12, 11]

Efter while-loopet i coin-funktionen plottes veerdierne i udviklingen-listen ved hjeelp af
grafplot. Hvis vi fortsaetter med eksemplet ovenover, vil plottet blive lavet pa fglgende
made:
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grafplot.plot(a) #her gemmer vi plottet
grafplot.show() #her far vi Python til at vise os
— plottet
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12.0 4

11.5 4

11.0 4

10.5 4

10.0 4

9.5 1

9.0 1

Figur 5.4: Plot over tallene i listen a

eeeee Opgave 5.10.8:
Tilfgj kode til din coin-funktion, der kan plotte udviklingen i pengene. Du kan fglge
nedenstaende kode:

def coin(sandsynlighed, penge, antal):
udvikling = [penge]
(%
x =1
while x < antal:

udvikling . append (penge)

X = + 1

Flwd

grafplot.plot(udvikling)
<_>

ee Opgave 5.10.9:
Nu kan du kegre hele koden! Husk at have gemt variablene fra opgave 1.11.7. Tilfgj
fglgende i bunden af din kode og kgr hele dokumentet:

coin(probability, money, plays)
grafplot.show ()

Du ma ogsa gerne sendre variablene og eksperimentere lidt. Spillet er dit!

e Opgave 5.10.10:
Hvis du gerne vil simlere spillet mange gange og fa flere grafer i samme plot, kan du
skrive fglgende i stedet for linjen fra opgave 1.11.9:

y =1
while y < 100:
coin(probability, money, plays)

y =y +1

grafplot.show ()

Her har vi bare valgt at spille 100 gange, men du kan veaelge det tal du har lyst til.
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Projekt i at approksimere 7

Konstanten 7w dukker op overalt, og ikke mindst kan vi ved brug af numeriske metoder,
forsgge at tilnserme os konstanten. For dem der ikke ved hvad 7 er, sa teenk pa runde
objekter I har set i virkeligheden. Hvis man tager et rundt objekt, maler dets omkreds
og dividerer med dets diameter, sa ville man se at uanset hvilket objekt man tager, er
forholdet cirka lig 3.14 ~ 7. Vi kan sa forestille os at hvis vi havde det perfekte runde
objekt der havde perfekt lige omkreds, sa kan vi tilneerme os m meget praecist med en
meget preecis lineal.

I dette projekt tager vi en anderledes tilgang til at approksimere m, vi vil benytte
os metoden Monte-Carlo, som handler om at man vha. tilfeeldighed (tilfeeldige tal), kan
lave nogle rimelig przecise approksimationer. I bedes om at ga ind pa https://bit.1ly/
3HgDyZE, som er en Google Colab notebook hvor vi har nogle opgaver klar til jer.

5.11 Konklusion og videre emner

I har nu veeret igennem en del af datalogiens verden, en meget meget lille del. Der er
meget meget mere at leere, og man kan ga i mange forskellige retninger. Sa dette afsnit
er dedikeret til forskellige retninger og tilhgrende ressourcer, sa kan I selv kigge dem i
gennem.

Googling og StackOverflow

Google, google og google. Det kan ikke understreges nok hvor vigtigt det er at kunne
google som programmgr, google alt det som I ikke forsta. Der er sa mange detaljer vi
har undladt at skrive om i dette afsnit for Datalogi, simpelthen fordi det ikke kan lade
sig ggres at deekke alt omkring programmering, det er derfor vigtigt at I selv finder frem
til de kilder ved at google. En fejl som mange typisk laver er at google pa dansk, det er
sveert at finde brugbare resultater hvis man googler pa dansk, oversaet dit spgrgsmal til
engelsk i stedet nar du forsgger at finde noget, for ellers bliver du skuffet. Typisk kan man
finde svar til ens programmeringsspgrgsmal pa en hjemmeside der hedder StackOverflow,
det er et forum hvor man kan stille spergsmal til (typisk) mere erfarende programmgrer
(google det :)).

Editors og IDEs

Hvis man vil gerne lave stgrre Python projekter, eller bare kode projekter generelt, sa
kan det veere en god ide at satte en kode editor op. En kode editor eller IDE som star
for Integrated Development Environment, kommer med adskillige features der gor det
nemmere for programmgrer at spotte fejl i deres kode. Vi anbefaler bl.a. PyCharm og
Visual Studio, som er nok de mest brugte IDEs.

Andre programmeringssprog

Der findes mange andre programmeringssprog i verden, I kan selv google jer frem til
hvilke de er. Her er dog en liste af de mest populere programmeringssprog og deres
beskrivelser:

e Java: Java er nok en af de mest kendte programmeringssprog, og var helt sikkert
den mest brugte i starten af den 20 arhundrede. Java programmering fglger noget
som man kalder for OOP (Object Oriented Programming) paradigmet, hvilket
er en bestemt made at teenke kode pa. Det kan vaere utroligt nyttigt at forsta
forskellene mellem programmeringsparadigmerne (google dem!). OOP paradigmet
haft en keempe indflydelse pa alt vi ser pa internettet i dag. Mange nye startups i
dag er gaet vack fra at lave OOP til at lave funktionel programmering, og det er fx
noget som JavaScript er kendt for. Java er typisk brugt i store coporate enterprise
firmaer, dvs. banker, store administrative bureauer.
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+ Helloworld - [-/PycharmProjects/Helloworld] - .../Hellowoarld.py - PyCharm Community Edition 4.5.1

Hext Tip

Figur 5.5: PyCharm CE (Screenshot er taget fra Wikimedia Commons, public domain)

e JavaScript: Har nasten intet at gore med Java, bare lige heads up. JavaScript
er det der kgrer pa ens browser nar man loader en hjemmeside, altsa bliver den
brugt til at lave ret meget frontend-programmering som er programmering rettet
mod bruger-vendt interfaces (google hvad det betyder). JavaScript bruges typisk i
de meget populaere frameworks som er Vue, React Native, Express.js (pa node.js)
(google!). Man siger at JavaScript er funktionel programmering, fordi man arbej-
der ikke sa meget med at manipulere states pa objekter, i modsaetning til OOP
programmering.

e C og C++: C er nok den allerfgrste moderne programmeringssprog, og C+-+
baserer sig pa C som kommer med nogen flere features. Man skriver C eller C++
hvis man virkelig vil gerne optimere ens kode, og lad den kgre hurtigt. Et program
skrevet i Python, kan veere op til 45 gange langsommere end det samme program
skrevet i C (google ”Python vs C speed”). Man kan sa sperge, hvorfor skriver alle
ikke bare C eller C++7 Det er et godt spgrgsmal, og svaret ligger i at hvis man selv
forsgger at lere C eller C++, sa indser man hvor sveert det er at forsta noget C
kode, fremfor at bare kgre Python pa en bedre computer. Ej, det er lidt overdrevet,
det reelle svar er noget i den stil, der er ikke sa mange biblioteker /veerktgjer til
C eller C++ i modseetning til Python. Python er meget mere nemmere at leere
og meget mere overskueligt at laese. Man bruger dog C i mange steder hvor det
kreaever det kgrer hurtigt. Fx er de fleste styresystemer skrevet i C eller C++, og
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) File Edit Selection View Go Run Terminal Help Welcome - Visual Studio Code

) Welcome X

Visual Studio Code
Editing evolved

Start Getting Started
* Get Started with VS Code

Discover the best customizations to make VS Code yours.

* Learn the Fundamentals

Jump right into VS Code and get an overview of the must-
Recent have features.

Boost your Productivity

¥ Show welcome page on startup

Figur 5.6: Visual Studio Code (Screenshot er taget fra Wikimedia Commons, public
domain)

Python er faktisk selv skrevet i C!

e PHP: Lad veer med at bruge det her, bare kgr med JavaScript og Express.js i
stedet...

e Assembly: Hvis man vil helt ned til metallet, og arbejde med at flytte bits rundt i
en computerens hukommelse, samt fortalle direkte til CPU’en hvad den skal ggre,
sa skriver man i Assembly language. Assembly er i sig selv ikke er et programmering
sprog, men i stedet en kategori af programmeringssprog.

Programmering i virkeligheden

Programmering i den virkelige verden bestar af mange forskellige omrader, en af de
vigtigste aspekter inden for software-udvikling er “software deployment”. Software er
ikke feerdig fgr den kan kgres, bare fordi man har skrevet noget kode skal man ogsa sikre
sig at koden kgrer ordentlig pa de maskiner og servere man har til radighed. Typisk
nar man skriver noget kode, sa skal den i gennem en leengere proces hvor flere udviklere
skal reviewe og godkende ens kode. Man benytter bl.a. veerktgjet GitHub, som det man
kalder for “version-control” eller “versionsstyring” pa dansk. GitHub er udviklet for at
sikre at den kode man skriver ikke indeholder bugs og fejl, dette ggres gennem “pull-
requests”, hvor man beder andre udviklere om at se pa ens kode for den bliver skubbet
til kodebasen. Derefter skal den kode man har skrevet deployes pa forskellige servere,
hvis man fx skriver backend kode. Man benytter sig at forskellige cloud-providers, som
kunne bl.a. veere Google Cloud, Amazon Web Services (AWS) eller Microsoft Azure.
Udtrykket “cloud-computing” refererer til brugen af virtuelle computerressourcer, som
ikke ligger lokalt hos den udvikler eller firma der arbejder pa at udvikle software. Man
har typisk keempe datacentre andre steder i Europa, hvor al den kode man har skrevet
bliver uploadet og kgrt. Processen for udvikling og deployment kaldes ogsa for “DevOps”.
“Dev” udtrykket kommer fra ordet “Development”, som betyder udvikling, og “Ops”
star for “IT Operations”, som er de processer vedrgrende deployment af selve koden og
maintenance.
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H facebook / react-native ' Puoic

<> Code © Issues 18k 11 Pull requests 311 ® Actions f Projects 4 0 wiki © security |~ Insights

Remove lint restricting properties on DynamicColorIOS #33182

JSLeRStl) ShikaSD wants to merge 1 commitinto facebook:main from ShikasD:export-D34475985 (5}

Q) Conversation 5 - Commits 1 El checks 2 [® Files changed 2

Changes from all commits ~  File filter ~ Conversations ~ Jumpto~ €3~

v -} 5 mmmmm packages/eslint-plugin-react-native-community/_tests_/platform-colors-test.js (O

1 00 -22,6 +22,7 00 eslintTester.run(’../platform-colors’, rule, {
"const color = PlatformColor ('controlAccentColor', ‘controlColor');",

"const color = DynamicColorI0S({light: 'black', dark: 'white'});",

"const color = DynamicColor10S({light: PlatformColor('black'), dark: PlatformColor('white')});",

1
invalid: [
{
3 60 -38,11 39,11 @0 eslintTester.run(’../platform-colors’, rule, {
X
{

a1 ode: "const black = 'hlack’: const color = DvnamicCalorTOSCE1iaht: hlack. dark: ‘white'}1:

Figur 5.7: En GitHub pull request

2N RRBR
o

N

Figur 5.8: Nogle server racks, formentlig i et datacenter

Datalogiens videnskabsteori

Vi har introduceret jer til den aspekt vedrgrende programmering og udvikling inden for
datalogiens verden, men datalogi er meget bredere end blot programmering. Program-
mering er blot en af de praktiske anvendelser af datalogiens teori, men Datalogi har ogsa
en teoretisk fundament som kan veere interessant at studere for sig selv. Her beskaeftiger
man bl.a. med spgrgsmal om fx Turing-completeness, som er en egenskab af programme-
ringssprog, tidskompleksitet, som er hvor lang tid det tager at kgre en bestemt algoritme,
rekursionsteori, kvantecomputerer, Kolmogorovs kompleksitet, og mange flere! Et godt
sted at starte pa at leere disse emner er gennem Wikipedia, man kan starte med at sgge
“Computer Science Wikipedia” i Google, og laese hvad man selv finder interessant!

Kompetitiv programmering

Kompetitiv programmering kan beskrives som datalogiens sportsgren. Konceptet gar ud
pa, at man far givet en opgave som man skal lgse ved sin datalogiske viden. Ofte skal
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man fa nogle ideer, sa man kan restrukturere problemet til noget man ved hvordan man
kan lgse. Et aspekt af kompetitiv programmering, som gor det sveert, er at man ofte skal
komme pa de bedste lgsninger til problemet. Med bedste lgsninger, menes der dem der
pa noget input kan give et svar, hurtigt. Arsagen til dette er at der er en tidsbegraesning
pa hvor lang tid det ma tage koden, at give output ved et givent input. Kompetitiv
programmering er ikke bare en god made at udvide sin datalogiske forstaelse, men ogsa
et middel til at udvikle sine problemlgsningsevner. Der findes mange hjemmesider med
problemer, og vi kan varmt anbefale fglgende.

e https://cses.fi/

e https://codeforces.com/
e https://open.kattis.com/
e https://leetcode.com/

e https://onlinejudge.org/

Det anbefales desuden at man starter med problemer som har lav rating og derefter
bevaeger op. Man kan komme ret langt med betinget udfersel, loops, dictionaries, arrays
osv. Derefter har man brug for at leere teori. Det forste link har tilknyttet en god bog
til at laere basal teori.
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Kapitel 6

Medicin

6.1 Hvad er medicin?

Hjertet er et af de vigtigste organer, vi har i kroppen. Det sidder i brystet, godt gemt
og beskyttet af muskler og knogler. Hjertet er motoren, der far hele kroppen til at kgre.
Dets funktion er at pumpe alt det blod vi har, rundt i kroppen, sa vi far ilt og energi helt
ned til teeerne. Og det ggr hjertet, uanset om vi taenker over det eller ej. Hvor hurtigt og
hvor hardt hjertet slar, athzenger dog af, hvad vi laver. Det er blod, som hjertet arbejder
sa hardt for at pumpe rundt. Blod indeholder alt den energi og ilt som vi har brug for.
Nar man bare ser pa blod med det blotte gje, er det bare en varm, rgd, veeske. Men
hvis vi kigger nzermere, kan vi se at blod indeholder mange forskellige celler, som alle
bidrager til kroppens funktion. Det var hjertet og blod - helt kort, lad os nu grave lidt
dybere ned i de forskellige aspekter.

Overordnet overblik over kroppen:
Hjerne

Vores hjerne - sammen med rygmarven, som sidder i vores rygrad i forlaengelse af hjernen
- er vores centralnervesystem. Det er her de komplekse interaktioner mellem nerveceller,
neuroner, giver ophav til vores bevidsthed, vores tanker, vores forstaelse af sanseindtryk,
vores personlighed. Alt hvad vi veelger at ggre har ophav i hjernen - hver eneste ord,
hvert skridt. Der gar forbindelser fra overalt rundt om i kroppen til hjernen, og fra
hjernen rundt i hele kroppen.

Knogler

Vores skelet bestar af knogler - 206 knogler. Og de knogler har mange vigtige funktioner,
nogle mere abenlyse end andre. For det fgrste giver vores knogler os stabilitet. Knogler
er faste og giver noget som vores muskler kan heefte sig til. Knogler beskytter ogsa vores
mere skrgbelige dele af kroppen: rygmarven beskyttes af rygraden, hjernen beskyttes
af kraniet, vores lunger og hjerte beskyttes af ribben. Knoglerne er dog ikke kun som
mursten blokke vi bruger til at bygge os selv, de har ogsa meget aktive funktioner.
Knoglerne har netop et hardt, fast ydre, men indeni finder man knoglemarven. Her
starter processen der laver vores blodceller - bade rgde som hvide. Vores knogler bestar
hovedsageligt at to ting: calcium og fosfat. De to stoffer skal man have en balance af i
kroppen, og knoglerne fungerer som et depot for dem. Hvis man far meget calcium vil
noget af det bliver lagret i knoglerne, mens hvis man har for lidt calcium i resten af
kroppen vil noget blive frigivet fra knoglerne.
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6.2 Hjertets anatomi

Hjertet er en muskelpumpe der er placeret i brystkassen (thorax) mellem lungerne, hjer-
tet er skratstillet og ligger ikke helt centralt men er lidt til venstre for kroppens mid-
terlinje, hvilket ggre at den venstre lunge er lidt mindre end den hgjre. I oprejst stilling
ligger hjertet bag de nederste to-tredjedel af os sternum (brystbenet) og er beskyttet af
ribbenene (costae). Hjertet hviler pa den muskuleere membran, kaldet diaphragma, som
adskiller brysthulen fra bughulen. Lige under mellemgulvet, i den gvre del af bughulen,
ligger Leveren, hgjre side af leveren hviler op ad hjertet. Samlet set ligger hjertet teet pa
lungerne og leveren, mens det er langt fra milt, pancreas, tarmene, nyrerne og bleeren.
Hjertet er omgivet af en membran kaldet pericardium, som hjalper med at beskytte
hjertet og holder det pa plads i brysthulen. Som mange andre organer vokser hjertet
sig med tiden, men fysisk traening og visse sygdomme (fx forhgjet blodtryk) kan ogsa
oge stgrrelsen af hjertet. Hjertet kan inddeles i to forkamre kaldes for atrier og to ho-
vedkamre kaldes ventrikler. Hgjre atrium og ventrikel arbejder sammen for at pumpe
iltfattigt blod til lungerne, mens venstre atrium og ventrikel pumper iltet blod ud til
resten af kroppen. Hjertet har ogsa fire hjerteklapper, som abner og lukker for at styre
blodstrgmmen gennem hjertet. Hjerteklapperne fungerer som ventiler, der sikrer, at blo-
det flyder i den rigtige retning gennem hjertet. De fire hjerteklapper er: mitralklappen,
aortaklappen, tricuspidalklappen og pulmonalklappen.

1. Mitralklappen: Denne klappen er placeret mellem venstre atrium (VA) og venstre
ventrikel (VV). Nar ventriklen trackker sig sammen, lukker mitralklappen for at
forhindre blod i at strgmme tilbage til atriumet. Nar ventriklen slapper af, abner
mitralklappen, sa blod kan strgmme fra atriumet til ventriklen.

2. Aortaklappen: Denne klappen er placeret mellem venstre ventrikel og aorta, krop-
pens stgrste arterie. Nar ventriklen trackker sig sammen, abner aortaklappen, sa
blod kan strgmme ud i aorta og videre ud i kroppen. Nar ventriklen slapper af,
lukker aortaklappen for at forhindre blod i at stremme tilbage til ventriklen.

3. Tricuspidalklappen: Denne klappen er placeret mellem HA og HV. Nar ventriklen
traekker sig sammen, lukker tricuspidalklappen for at forhindre blod i at strgmme
tilbage til atriumet. Nar ventriklen slapper af, abner tricuspidalklappen, sa blod
kan strgmme fra atriumet til ventriklen.

4. Pulmonalklappen: Denne klappen er placeret mellem hgjre ventrikel og lungearte-
rien. Pulmonalklappen abner for at tillade blod at strgmme ud i lungekredslgbet,
nar ventriklen traekker sig sammen, og den lukker for at forhindre blod i at strgmme
tilbage til ventriklen, nar den slapper af.

Blodet transporteres til og fra hjertet vha. kar. Hjertets kar er vigtige for at sikre
en effektiv transport af blodet gennem kroppen. Der er to hovedtyper af kar: arterier
og vener. Arterier fgrer blodet vack fra hjertet og ud i kroppens vaev, mens vener fgrer
blodet tilbage til hjertet. De vigtigste kar i hjertet omfatter:

1. Vena cava superior og inferior: Vena cava superior (gvre hulvene) og inferior (nedre
hulvene) er to store vener, der forer iltfattigt blod fra kroppens gvre og nedre dele
til hgjre atrium.

2. A. pulmonalis: A. pulmonalis (lungearterien) fgrer iltfattigt blod fra hgjre ventrikel
til lungerne, hvor det optager ilt og afgiver kuldioxid.

3. Vv. pulmonales: Vv. pulmonales (lungevenerne) forer iltet blod fra lungerne til
venstre atrium.

4. Aorta: Aorta (legemspulsaren) er den stgrste arterie i kroppen og ferer ilt- og
naeringsrigt blod fra venstre ventrikel til resten af kroppen.
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Det system, som transporterer blodet rundt i kroppen kaldes for Hjertets kredslgb. Det
bestar af to separate kredslgb, det systemiske kredslgb og det pulmonale kredslgb.

o Det systemiske kredslgb er ansvarligt for at transportere ilt- og naeringsrigt blod fra
venstre ventrikel gennem aorta og ud til kroppens celler. Nar blodet har afgivet ilt
og naeringsstoffer til cellerne, bliver det iltfattige blod transporteret tilbage gennem
venerne og ind i hgjre atrium.

e Det pulmonale kredslgb er ansvarligt for at transportere iltfattigt blod fra hgjre
ventrikel til lungerne, hvor det optager ilt og afgiver kuldioxid. Det iltede blod
fgres derefter tilbage til venstre atrium gennem lungearterierne og lungevennerne.

Begge kredslgb er drevet af hjertets kontraktioner, som skaber et tryk, der driver blodet
gennem kredslgbssystemet. Hjertets fire kamre og de fire hjerteklapper spiller dermed en
afggrende rolle i at sikre, at blodet bevaeger sig i den rigtige retning gennem kredslgbet.
Helt specifik kan man inddelle blodets vej gennem hjertet og kroppen i disse trin:

1. I det systemiske kredslgb kommer det ilt- og naeringsrige blod fra lungerne ind i
venstre forkammer gennem vena pulmonalis(lungevenerne).

2. Venstre forkammer traekker sig sammen, og blodet strgmmer gennem mitralklap-
pen (bicuspidalklappen) ned i venstre ventrikel.

3. Venstre ventrikel trackker sig sammen, og blodet pumpes ud gennem aortaklappen
og ind i aorta, som fgrer blodet ud i det systemiske kredslgb.

4. Blodet fgres rundt i kroppen gennem arterierne og arteriolerne, hvor det afgiver
ilt og naeringsstoffer til veevene.

5. I det pulmonale kredslgb kommer det iltfattige blod fra kroppens veev tilbage til
hjertet gennem de store vener, og det lgber ind i hgjre forkammer.

6. Hgjre forkammer treekker sig sammen, og blodet strgmmer gennem trikuspidal-
klappen ned i hgjre ventrikel.

7. Hgjre ventrikel traekker sig sammen, og blodet pumpes ud gennem pulmonalklap-
pen og ind i lungearterierne, som fgrer blodet til lungerne.

8. Tlungerne afgiver blodet kuldioxid og optager ilt gennem kapillaererne, og det iltede
blod lgber tilbage til hjertet via lungevenerne og strgmmer ind i venstre forkammer
for at starte kredslgbet igen.

Det er vigtigt at bemaerke, at hjerteklapperne i bade det systemiske og pulmonale
kredslgb sgrger for, at blodet kun bevaeger sig i én retning gennem hjertet og kroppen,
og at hjertemuskulaturen i ventriklerne trackker sig sammen rytmisk og koordineret for
at pumpe blodet effektivt ud i kredslgbet.
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HIERTETS OPBYGNING

Vena cava . g : ' N Lungearterier
v # 'Lungepulsaren
- Lungevener
Hgjre
forkammer . ~ Venstre
forkammer

Trikuspidalklappen-- .‘
... Mitralklappen

Pulmonalklappen -’

.. Aortaklappen
Hgjre
hovedkammer
_ Venstre
Skilleveeg “hovedkammer

Figur 6.1: Pa billedet kan man se de naevnte kar og klapper. Prgv at se, om I kan skrive
blodets retning ind i de hvide bokse.

6.3 Hjertets fysiologi

Fysiologi er et omrade af medicin, der handler om funktion. Hjertefysiologi handler
derfor om hjertets pumpefunktion. Hjertets fornemmeste opgave er at sgrge for, at der
er ilt og neering til hele kroppen. Hjertet modtager afiltet blod fra kroppen. Blodet skal
fgrst ud til lungerne, hvor det optager en masse ilt. Derefter skal det tilbage til hjertet.
Og til sidst bliver blodet sendt ud i resten af kroppen. For at hjertet skal kunne pumpe
sa meget blod ud i kroppen er det vigtigt at pumpefunktionen er godt koordineret, sa
der kommer én samlet kontraktion. Mange faktorer spiller ind pa, hvor hurtigt og hvor
hardt hjertet pumper. Denne regulering er vigtig for at man kan lave de ting, som kraever
lidt mere af kroppen end den er vant til.

Hjertets pumpefunktion

Vi ved nu, hvilken vej blodet lgber gennem hjertet, og dets rute gennem lungerne og
ud til kroppen. Men hvordan kommer blodet rundt? Hjertets funktion er at pumpe,
men hvad betyder det egentlig? Helt kort betyder det, at hjertet forst har en afslappet
fase, hvor det fyldes med blod og dernast har en fase, hvor det traekker sig sammen og
skubber blodet ud til enten lunger eller resten af kroppen.

Den fase, hvor hjertet fyldes med blod, kaldes diastolen. Dia- betyder aben og -stole
betyder at sende. Hgjre atrium fyldes af afiltet blod, der kommer fra hele kroppen. I
diastolen abnes tricuspidalklappen og hgjre atrium traekker sig sammen. Det betyder, at
blodet fra hgjre atrium lgber ned i hgjre ventrikel. Samtidigt lober blod fra lungevenerne
ind i venstre atrium, som fyldes med iltet blod fra lungerne. I diastolen abnes mitralklap-
pen og venstre atrium treekker sig sammen, ligesom pa hgjre side. Dermed lgber blodet
fra venstre atrium ind i venstre ventrikel. I diastolen bliver klapperne mellem atrier og
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ventrikler abnet og blodet fra atrierne bliver sendt til ventriklerne. Nar ventriklerne er
fyldt med blod kan systolen starte. Sys- betyder sammen (som i sammentraekning). Hojre
ventrikel er nu fyldt med blod, der kom fra hgjre atrium. Under systolen lukkes tricu-
spidalklappen, pulmonalklappen abner og hgjre ventrikel treekker sig sammen. Dermed
bliver blodet sendt gennem pulmonalarterien til lungerne. Venstre ventrikel er samtidigt
ogsa fyldt med blod, der kom fra venstre atrium. Under systolen lukkes mitralklappen,
aortaklappen abnes og venstre ventrikel treekker sig sammen. Herfra bliver blodet sendt
ud gennem aorta til resten af kroppen. Denne cyklus mellem diastole og systole kgrer
hele tiden. Man kan hgre klapperne der abner og lukker, nar man lytter pa hjertet med
et stetoskop.

Blodtryk

Nar blodet pumpes ud af hjertet, bliver det presset ud i arterierne med en vis kraft.
Blodet i hele kredslgbet bliver hele tiden trykket fremad af hjertet. Dette tryk kaldes for
blodtrykket. Et blodtryk bestar af et systolisk blodtryk og et diastolisk blodtryk. Det
systoliske blodtryk er det tryk som opstar i blodkarrene under systolen, hvor ventriklerne
treekker sig sammen. Det er pa det her tidspunkt, at trykket er hgjest, og man taler derfor
om at det systoliske tryk, er det stgrste tryk, som hjertet kan lave. Nar hjertet slapper
af i diastolen, kan man male det diastoliske blodtryk. Det diastoliske tryk er altsa det
laveste blodtryk, som man kan male i blodkarrene.

Blodtryk males i en lidt meerkelig enhed, som hedder mmHg (“millimeter kviksglv”).
I gamle dage, da man malte blodtryk, brugte man en lidt kompleks malemetode. For at
male blodtrykket brugte man en cylindrisk beholder. I den skabte man et vakuum ved
hjeelp af kviksglv. Jo hgjere et blodtryk, des mere ville overfladen pa kviksglvet stige.
I dag bruger man ikke leengere kviksglv til at male blodtryk. Man bruger i stedet et
sphygmomanometer. Sphygmomanometeret bestar af en oppustelig manchet og en lille
computer, der kan vise blodtrykket. Manchetten pustes op og luften tommes langsomt ud
af den igen. Pa den made kan maskinen male bade det systoliske og diastoliske blodtryk.
Man siger at et normalt systolisk blodtryk er omkring 120, mens det diastoliske skal ligge
omkring 80. Det skriver man pa den her made: 120/80 (“120 over 80”). Det betyder at
hjertet i systolen laver et tryk der er stort nok til at fa kviksglvsgjlen til at stige med
120 mm. Under diastolen stiger sgjlen med 80 mm.

Regulering af blodtrykket

Det er vigtigt at kunne kontrollere sit blodtryk. Det er ikke noget man kan ggre bevidst,
men der er mange faktorer der spiller ind i regulering af blodtrykket. Man kan beregne
blodtrykket ved ligningen: MAP = CO - TPR.

CO: Cardiac output (minutvolumen)

Hjertets minutvolumen er den maengde blod, som hjertet kan pumpe rundt pa 1 minut.
En normal CO ligger omkring 5 L/minut. Det svarer nogenlunde til at alt blodet i
ens krop kommer igennem hjertet pa 1 minut! CO kan ligesom blodtrykket variere og
afhaenger meget af, hvor meget ilt og neering kroppen skal bruge. Jo mere ilt der er behov
for, des stgrre skal CO veere, sa man kan tilbyde kroppen den ilt, der skal bruges.

CO regnes ved ligningen: CO = HR - SV. HR (hjerterytme) er hvor hurtigt hjertet
slar. Det er ogsa det man kan maerke som puls. Hjertet er meget god til at regulere puls.
Pulsen kan stige og falde meget hurtigt, alt atheengigt af, hvor stort et behov der er for
ilt i kroppen. SV (slagvolumen) er hvor meget blod der bliver pumpet ud af hjertet i ét
slag. Man kan ogsa se det som, hvor hardt hjertet slar. Stgrrelsen pa SV kan ikke sendre
sig lige sa meget og lige sa hurtigt som pulsen. Men med lsengere tids treening kan SV
ogsa blive stgrre.

Lige sa snart man gar i gang med en aktivitet der kraever mere ilt, eksempelvis sport
begynder hjertet altsa at sla hurtigere og hardere. Det ggor, at der kan pumpes mere blod
ud i kroppen, som kan bruges af musklerne, som bruger mere ilt, nar de arbejder.
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TPR: Total perifer resistance

Nar blodet kommer fra hjertet ud i blodkarrene, begynder det lidt efter lidt at lgbe
langsommere. Det skyldes at der er modstand i blodkarrene. Nar blodkarrene har en
lille diameter, er det sveerere for blodet at lgbe igennem, og der er stor modstand. Har
blodkarrene til gengzeld en stor diameter, er det lettere for blodet at lgbe igennem, og der
er lille modstand. Generelt bliver modstanden stgrre, jo leengere vaek man kommer fra
hjertet, da blodkarrene bliver mindre og mindre. Men et blodkar har ogsa muligheden for
at eendre lidt pa sin diameter. Blodkar har kontrahere (treckke sig sammen) og dilatere
(slappe af), hvilket ggr deres diameter mindre og stgrre. Nar en bestemt muskel bliver
brugt, vil blodkarrene der lgber til den muskel dilatere, sa der kan komme mere blod ud
til den muskel. Bliver en muskel ikke brugt vil blodkarrene til den muskel kontrahere, og
der kommer dermed mindre blod ud til denne muskel. Hvis man eksempelvis lgber en
tur vil blodkarrene i ens ben generelt veere dilaterede, mens blodkarrene til ens tarme er
mere kontraherede, da man jo ikke bruger sine tarme til at lgbe.

Hjertets elektriske ledning

For at kunne lave en god kontraktion, der kan pumpe sa meget blod som muligt ud af
ventriklerne under systolen er det vigtigt at hele hjertet treekker sig sammen pa samme
tid. Det ggr hjertet helt uden at vi skal taenke over det. I venstre atrium sidder en lille
gruppe af seerlige hjertemuskelceller, som vi kalder for sinusknuden. Fra sinusknuden
udgar en elektrisk impuls i en regelmaessig rytme, som dikterer hvor hurtigt hjertet
skal sla. Impulsen spreder sig forst til begge atrier, som traekker sig sammen fgrst i
diastolen. Der er kun ét sted i hjertet, hvor den elektriske impuls kan lgbe fra atrierne til
ventriklerne. Det sted kaldes for AV-knuden. Nar AV-knuden modtager impulsen har den
en vigtig funktion. Her skal impulsen nemlig forsinkes, bare et lille gjeblik. Pa den made
far hjertet lov til at lave diastolen. Herefter sendes impulsen ned gennem ventrikelseptum
og ud til ydervaeggene af ventriklerne. Fgrst nar alle dele af begge ventrikler har modtaget
signalet, trackker ventriklerne sig sammen og der bliver lavet en kraftig uddrivning af
blodet fra ventriklerne: Systolen.

e Iltning (samspil med lunger) Ligger mellem lungerne og arbejder taet sammen med
dem.

6.4 Blodets komponenter

Vores blod bestar af mange forskellige komponenter. Disse komponenter har hver deres
rolle som er enormt vigtige for kroppen. Her gennemgas de rgde blodceller, de hvide
blodceller, blodpladerne, koagulationsfaktorer og det der er tilbage, serum.

Serum

Blodets serum, som er stgrstedelen af blodet pa ca. 55%, indeholder alle de dele af
blodet som ikke er celler eller blodstgrknende komponenter. Dette inkluderer blandt
andet hormoner, som skal rejse gennem blodet og fungere som signalstof fra ét organ
til andet veev. Der findes derudover adskillige proteiner, elektrolytter, antistoffer samt
mere.

Blodplader

Blodplader, som ogsa hedder trombocytter, er fragmenter fra meget store celler der hed-
der megakaryocytter. Trombocytter flyder frit rundt overalt i vores blod. Trombocytter
er helt essentielle for blodets evne til at stgrkne. Trombocytter klistrer til hinanden og
til der hvor saret er opstaet og stopper dermed blgdningen. Mangel pa raske trombo-
cytter kan derfor lede til en tilstand hvor sar bliver ved med eller tager meget leengere
tid for de stopper med at blgde. Trombocytterne udger kun en meget lille del af blodets
komponenter.
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Koagulationsfaktorer

koagulationsfaktorer er proteiner, som er meget mindre end celler eller trombocytter,
der findes i blodet og gennem en kompleks raekke af reaktioner med trombocytter og i
tilstedeveerelsen af et sar leder til koagulation og dermed stoppes en blgdning. Koagula-
tion kraever bade blodplader savel som koagulationsfaktorer og andre stoffer ikke naevnt
her.

Hvide blodceller

Hvide blodceller hedder leukocytter og er ansvarlige for vores immunsystem, der be-
keemper sygdomme. Leukocytterne er kun en lille brgkdel af blodet og udggr kun ca.
1% af blodets komponenter. Vi har bade leukocytter der reagerer hurtigt og uden at
tilpasse sig sygdommen, og sa har vi mere specifikke leukocytter der tager laengere tid at
reagere pa sygdommen, men kan tilpasse sig - ogsa kaldt adaptere sig - til sygdommen
og lave en “hukommelse”, sa vi er bedre beskyttet mod den sygdom i fremtiden. Der er
flere forskellige leukocytter bade blandt dem der reagerer hurtigt og dem der reagerer
langsomt med forskellige funktioner og roller. Blandt de adaptive leukocytter er der dem
der kan lave antistoffer. Antistoffer er sma proteiner som har meget specifikke mal de
angriber, og de mal kaldes antigener. Alle mulige dele af vores krop, eller en fremmed
mikroorganisme, kan veaere et antigen for et specifikt antistof, og der kan laves millionvis
af forskellige antistoffer.

Rgde blodceller

Erythrocytter, som er navnet for de rgde blodceller, udggr omkring 45% af blodets kom-
ponenter. Det er dem der giver blodet dets rede farve og de er ansvarlige for at transpor-
tere ilt rundt omkring i blodet. Uden ilt kan kroppen ikke overleve, da ilt er ngdvendigt
for at danne energi i kroppen. Kroppen kan kun producere energi, iseer til hjernen, i
meget kort tid uden ilt. Erythrocytter har ikke nogen cellekerne og en sjov form som
en disk der buer indad i midten. Erythrocytter beerer proteiner pa deres overflade som
andre blodkomponenter kan interagere med. Men de proteiner er forskellige i forskellige
mennesker og er bestemt af vores DNA og hvad vi har nedarvet fra vores foraldre. Disse
proteiner pa overfladen af erythrocytter kan blive angrebet af vores leukocytter hvis de
ses som “fremmede” af de leukocytter. Men pa den modsatte side har vores leukocytter
tolerance for vores egne erythrocytters overfladeproteiner, sa vores egne erythrocytter
ikke bliver angrebet af vores egne leukocytter. Nar erythrocytternes overfladeproteiner
bliver angrebet af leukocytter sker det ved at leukocytterne laver antistoffer der angriber
overfladeproteinerne. Dermed fungerer disse overfladeproteiner som antigener for anti-
stofferne. Et menneske laver aldrig antistoffer mod deres egne erythrocytters antigener,
men laver tilgeengaeld antistoffer mod alle andre slags erythrocyt antigener. Det giver
ophav til det vi kalder blodtyper. Disse antigener kaldes meget simpelt A og B, og man
kan have den ene, den anden, begge, eller ingen af dem. Hvis man har bade antigen A
og B er ens blodtype AB. Hvis man kun har antigen A har man blodtype A, og samme
for antigen B og blodtype B. Hvis man hverken har antigen A eller B er ens blodtype 0.
Det er kombinationen af ens gener der bestemmer ens blodtype. Man nedarver netop en
kopi fra ens far og en kopi fra ens mor. Det at man har to versioner af et gen hedder at
man har to “alleler”. En allel kan vaere “dominant” eller “recessiv”’. En dominant allel
vil altid komme til udtryk, mens en recessiv allel kun kommer til udtryk hvis der ikke er
nogen dominante alleler. A og B er begge dominante alleler, mens 0 er recessiv. Man kan
derfor kun have blodtype 0 hvis begge ens alleler er 0. Nar man arver blodtype gener
fra ens forzeldre vil det kun veere ét af deres to alleler, og det er tilfeeldigt hvilket det er.

6.5 Sygdomslare

Nu har vi kigget pa, hvordan hjertet og blodet ser ud, nar det hele fungerer. En stor
del af medicin og leegevidenskab handler til gengzeld om den syge krop, og hvordan man
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behandler sygdomme. Sa hvad kan ga galt? Vi kigger lidt nsermere pa, hvad der sker
med hjertet og kredslgbet ved en af de store folkesygdomme: Hypertension.

Hypertension
Hvad er hypertension?

Hos nogle mennesker fungerer den fine regulering af blodtrykket ikke helt som den skal.
Det kan fgre til at man far for hgjt blodtryk. For hgjt blodtryk hedder hypertension pa
leegesprog. Hyper- betyder for meget og -tension betyder tryk, altsa for meget tryk. Nar
man har hypertension, arbejder hele kredslgbet lidt hardere end det egentlig har lyst til.

Et normalt blodtryk defineres som systolisk tryk under 135 og et diastolisk tryk
under 85. Graenserne er dog fleksible, og det atheenger af, hvilke sygdomme man ellers
har. T udgangspunktet snakker man dog om en gvre graense pa 135/85. Hvis man har
endnu mere tryk pa systemet kan man have meget hgjt blodtryk. Meget hgjt blodtryk
er et blodtryk pa 175/105 eller derover.

Mekanismer og arsager bag hypertension

Nar man ved, hvilke faktorer der spiller ind pa blodtrykket, kan man ogsa finde ud af,
hvor i ligningen reguleringen slar fejl. Fejlen kan ligge i hjertets slagvolumen (som afhaen-
ger af hjertets rytme og det samlede blodvolumen) eller den totale perifere modstand.
Lad os kigge pa de forskellige dele af blodtryksreguleringen.

Hjerterytme

Hjertets rytme kan veere hurtig eller langsom. Jo hurtigere den er, des hgjere vil blod-
trykket veere. Hjertets rytme afhsenger i hgj grad af, hvad vi laver. Hvis kroppen er
i fysisk aktivitet, vil pulsen stige, og dermed vil blodtrykket ogsa stige. Nar man er i
hvile, vil hjertet sla langsommere og blodtrykket falder. Det er et normalt respons fra
kroppen. Hvis man i sin hverdag dyrker meget motion treener man sine muskler. Jo mere
man ¢ver sig i at lgfte tunge ting, des tungere ting vil man kunne lgfte pa lang sigt.
Det samme ggr sig geeldende for hjertet, da hjertet ogsa er en muskel. Nar man er fysisk
aktiv treener man dermed ogsa sit hjerte. Nar man traener sit hjerte, vil muskelcellerne
i hjertet blive bedre til at kontrahere, og selve kontraktionen af hjertet bliver derfor
kraftigere. Hjertet bliver bedre til at pumpe, og kan nu uddrive mere blod pr. slag det
laver. Vi skal stadig bruge samme maengde blod i kroppen. Derfor kraever det altsa feerre
hjerteslag at pumpe samme maengde blod, da hvert slag bevaeger mere blod. Noget andet
der sker i kroppen, nar man treener, er at man bliver bedre til at udnytte den ilt og den
neering, som blodet bringer rundt i kroppen. Nar man gver sig pa noget og gor det ofte,
bliver man bedre til at udfgre handlingen. Nar man dyrker motion bliver kroppen altsa
bedre til at traekke ilt ud af lungerne. Cellerne bliver bedre til at komme af med deres
affaldsstoffer. Kroppen danner endda nye kapillaerer, sa der kan komme mere blod ud til
de muskler som bliver brugt meget. Alt det her betyder, at kroppen bliver meget bedre
til at bruge blodet effektivt. Den samme maengde blod kan derfor give mere energi, hvis
man er meget fysisk aktiv. Derfor kan hjertet sla lidt langsommere, nar man er i god
form, fordi kroppen bliver bedre til at udnytte blodet.

Sa kroppen har mange mader, hvorpa den kan ggre sig selv bedre til bade at pumpe
blodet rundt i kroppen og at udnytte det blod, der bliver pumpet rundt. Derfor har man
en lavere puls, nar man er regelmeaessigt fysisk aktiv. Og dermed vil ens blodtryk vaere
lavere, nar man dyrker motion i sin hverdag. Hvis man sa ikke dyrker motion, vil ens
puls altsa veere hgjere, og man har stgrre risiko for, at ens blodtryk ogsa er hgjere.

Blodvolumen

En anden faktor der pavirker blodtrykket, er meengde af blod i kredslgbet. Jo mere
blod der er, des stgrre tryk kommer der pa systemet, og dermed stiger blodtrykket.
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Kroppen regulerer selv hvor meget blod der er i karbanen, og blodvolumen afhasenger
af flere forskellige faktorer. Blod bestar som tidligere beskrevet af mange komponenter,
som alle skal veere i balance, nar det hele fungerer som det skal. Det betyder, at hvis
der er flere celler, proteiner eller elektrolytter, skal der ogsa veere mere vaeske. Vi kan
ikke selv kontrollere, hvor mange celler der er i blodet. Dette kunne veere man var
forkglet, hvilket vil give flere hvide blodlegemer i blodet. Vi kan heller ikke kontrollere
hvor mange proteiner der er i blodet. Proteiner dannes mange steder i kroppen. Jo flere
proteiner i blodet, des mere vaeske skal der ogsa veere. Dog kan proteiner have forskellig
virkning pa kroppen. Bade bugspytkirtel, nyrer og hjerne kan producere proteiner som
er signalstoffer, der ssetter processer i kroppen i gang, som respons pa ting der sker
omkring os. Hvis der er et for lille blodvolumen, som kommer gennem nyrerne, vil de
sende signal ud om, at der skal ske en stigning i blodtrykket. Dette sker bl.a. ved, at
man bliver mere tgrstig og at man skal tisse mindre. Pa den made bliver mere veeske
holdt tilbage i kroppen, sadan at man kan fa blodtrykket til at stige. Omvendt, hvis der
kommer for meget blod gennem nyrerne vil kroppen fa signal om, at der skal udskilles
mere veeske. Dette sker ved, at man far besked af hjernen om at tisse noget mere. Den
del af blodet, som vi i hgjere grad selv kan styre, er elektrolytterne, seerligt natrium er
vigtig i blodtrykskontrol. En stor del af det natrium vi har i kroppen, kommer fra den
salt vi spiser. Jo mere salt man indtager, des mere natrium i blodet. Nar der kommer
mere natrium i blodet vil der ngdvendigvis ogsa komme mere vasske. Ens blodvolumen
bliver altsa stgrre, nar man spiser meget salt. Ens blodvolumen bliver ogsa stgrre, nar
man drikker meget vand. Vand bliver fordelt pa en szerlig made i kroppen, sadan at
der er en bestemt andel af vandet i blodbanen. Hvis man drikker meget vand, kommer
der derfor mere vand ud i blodkarrene, og derfor vil blodtrykket stige, hvis man drikker
meget vand.

Total perifer modstand

Den sidste faktor som pavirker blodtrykket, er den totale perifere modstand. Normalt er
blodkar meget elastiske, og kan dermed dilateres og kontraheres i den grad, som kroppen
har brug for, for at holde blodtrykket under kontrol. Det kan dog ske, at blodkarrene
bliver stiverer, sa deres elasticitet falder. De kan derfor ikke dilatere og kontrahere som
de skal. Det er iseer et problem ift. dilatation, da en gget diameter pa blodkarrene kan
bidrage til at szenke blodtrykket. Arsagen til at blodkars elasticitet falder er hyppigst
fordi der bliver aflejret fedt i karvaeggen. Det kaldes arterosklerose. Artero- betyder kar
og -sklerose betyder at noget bliver hardere i strukturen. Det der sker, er derfor at
karrene bliver mere faste i strukturen, og dermed kan de ikke udvide sig lige sa meget,
som de plejer. Meengden af arterosklerose athzenger af flere faktorer, men i hgj grad af
hvor meget fedt man spiser. Jo mere fedt man spiser, des hardere skal kroppen arbejde,
for at opbevare det de rigtige steder. Kan kroppen ikke folge med, kan fedtet blive lagt i
forkerte steder i kroppen. Blodkarrene er et af de steder, der ikke er ment til at opbevare
fedt. Derfor bliver blodkarrenes funktion darligere, nar der kommer fedt ind i deres vaeg.
Nar blodkarrene ikke kan dilatere som de skal, far man derfor stgrre risiko for at fa
hypertension.

Opsamling pa arsager til hypertension

Selvom der er mange ting man selv kan ggre, for at sendre pa sit blodtryk, er det faktisk
sjeeldent man kan udpege én bestemt arsag til ens hypertension. Hos 90-95% kan man
ikke sige med sikkerhed, hvorfor de har hypertension. Dog ved man at hypertension hos
langt de fleste skyldes en blanding af arv og livsstil.

Er hypertension farligt?

Det er ikke sundt for kroppen at have hgjt blodtryk i lang tid. Nar trykket er hgjt hele
tiden, er der stort pres pa kredslgbet, og der kan ske skader pa forskellige organer.
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Forst og fremmest skal hjertet arbejde meget hardere for at pumpe blodet rundt i
kroppen. Som tidligere naevnt bliver hjertet stgrre og steerkere, nar man er fysisk aktiv,
og dermed treener sit hjerte. Men forskellen pa at have hgjt blodtryk, nar man dyrker
motion og at have hypertension er, at hjertet far lov at hvile ved et lavere blodtryk,
nar man ikke leengere er fysisk aktiv. Nar man har hypertension, er trykket er hgjt
hele tiden, og hjertet har ikke tid til at hvile. Hvileperioden er vigtig, for det er her
hjertet bygges op systematisk til at veere steerkere og at kunne pumpe kraftigere. Nar
hjertet ikke kan hvile og fa lov at opbygge mere muskel pa en ordentlig made, bliver
musklerne bare opbygget lidt tilfzeldigt. Hjertet har brug for mere styrke til at pumpe
det hgje blodtryk, men fordi der ikke er tid til at opbygge muskler under hvile, bliver
muskelfibrene lavet lidt hulter til bulter. Normalt er muskelfibrene i hjertet lagt i samme
retning, sadan at de alle kan samarbejde om at lave en god kontraktion. Ved hypertension
ser man at hjertemuskulaturen bliver opbygget i alle mulige forskellige retninger. Sa
selvom hjertet rent fysisk bliver stgrre, bliver dets funktion ikke bedre. Faktisk bliver
funktionen darligere. Ved hypertension kan man altsa ende med et hjerte, der er for stort
og som virker darligere.

Udover hjertet kan mange andre organer ogsa tage skade. Det er isser organer med
mange kapilleerer. Da kapilleerer er de mindste blodkar vi har i kroppen kan de ikke
handtere et stort tryk. Normalt er trykket meget lavt i kapilleererne, men nar man har
hypertension, kan trykket i kapilleererne ende med at blive meget hgjere end normalt.
Det gor at kapilleererne kan ga i stykker, og at man kan blgde i de organer med mange
kapilleerer. Dette kunne veere i hjernen, gjnene eller nyrerne.

Der kan ske mange ting i kroppen, hvis man har hypertension, og det kan blive rigtigt
farligt. Derfor er det vigtigt at opdage og behandle hypertension, sa man kan undga at
fa skade pa sin krop.

Behandling af hypertension

Lad os kigge pa, hvordan man behandler hypertension. Der er flere mader, man kan
gore det pa. Vigtigst er det at vide, at behandling af de fleste sygdomme er baseret pa
et trappeprincip. Det betyder at man starter med behandling, som er nem at bruge og
med fa ting der kan ga galt, men som maske ikke virker sa godt. Hvis det ikke kan ggre
folk raske, gar man et trin op af trappen og man leegger mere behandling oveni. Den
behandling man lsegger oveni, kan veere lidt sveerere at bruge, have lidt flere ting der
kan ga galt, men som maske ogsa virker bedre. Nar man behandler sygdomme, er det
vigtigt at finde balancen med, hvor store risici man skal tage ift. hvor god en virkning
kan veere.

Hvem skal behandles?

Nogle mennesker har flere risikofaktorer, som ggr, at de skal have mere behandling
end andre. Derfor skal leegen sammen med patienten finde ud af, hvilken behandling
patienten skal have. Der er mange forskellige ting man skal teenke over, nar man skal
behandle en patient med hypertension. Her er nogle af de ting, som kan give en stgrre
risiko for at fa skader pa kroppen, nar man har hypertension:

e Man er en mand

e Man har en hgj alder (55+ for maend og 65+ for kvinder)
e Man har et familiemedlem som har hypertension

e Man ryger

e Man er overvaegtig

Dem med flere risikofaktorer skal ofte behandles mere end dem med fa risikofakto-
rer. Hvor meget man skal behandles med, afhaenger ogsa af, hvor hgjt blodtrykket er.
Figur 6.2 nedenfor viser, hvordan hvilken behandling man skal give.

116



6.5. SYGDOMSLZARE

Grad af blodtryksforhejelse (mmHg)

Risikofaktorer Heai normal Grad 1HT Grad 2 HT Grad 3HT

N SBT 125-134 SBT 135-154 SBT 155-174 SBT =175
Asymptomatisk
organskade eller eller eller eller eller
sygdom DBT 80-84 DBT 85-94 DBT 95-104 DBT 2105

« Livsstilseendringer
= |lngenBT = Senere tillaeg BT-
Ingen intervention medicin med
malet <135/85

Livsstilszndringer.

Livsstilszndringer

Senere tillaeg BT- = Senere tillaeg BT-

1-2 risikofaktorer medicin efter 3-6 mdr medicin med

med malet <135/85 mélet <135/85

Livsstilszndringer

Senere tilleeg BT-

=3 risikofaktorer medicin med

mélet <135/85

Figur 6.2: Behandlingsalgoritme til hypertension. HT: Hypertension. BT: Blodtryk.
SBT: Systolisk blodtryk. DBT: Diastolisk blodtryk.

Livsstilseendringer

Det fgrste man ggr, nar man vil behandle hypertension, er at kigge pa livsstil. Der er flere
af risikofaktorerne, som man kan fjerne ved at fa en sundere livsstil. Man kan stoppe med
at ryge, eendre pa det man spiser og drikker (mindre fedt, salt og alkohol), og man kan
dyrke mere motion. At sendre pa livsstil er ikke farligt, og der er ikke s& mange ting, som
kan ga galt. Derfor er livsstilseendringer det fgrste trin pa behandlingstrappen. Selvom
livsstil er det forste trin pa trappen, er det ikke altid let at sendre pa sin livsstil. Derfor
er det vigtigt at den plan man leegger som laege er i samarbejde med patienten, s man
er sikker pa, at patienten far alt den hjelp de behgver.

At sendre pa livsstil kan veere nok for nogle, mens andre skal have medicin for at
kontrollere deres hypertension.

Medicin

Der er mange forskellige slags medicin man kan give patienter med hypertension. De
modarbejder alle de forskellige mekanismer, som giver hypertension.

Man kan give medicin som ggr, at hjertet slar langsommere og mindre kraftigt. Man
kan ogsa give medicin, som ggr at man tisser mere, hvilket ggr at blodvolumen bliver
mindre. Til sidst kan man give medicin som forhindrer at der kommer mere fedt ind i
karveeggen, hvilket ggr, at blodkarrene ikke bliver endnu stivere end de allerede er. Som
regel starter man med en slags medicin. Hvis en slags medicin ikke er nok til at senke
blodtrykket kan man leegge flere oveni.

Opgave 6.5.1:
Hvor mange risikofaktorer har patienten? Hvilken grad af hypertension har patienten?
Og hvordan vil du behandle patienten?

1) Karl er en mand pa 67 med et blodtryk pa 150/82. Han lgber 2 gange om ugen og
drikker en flaske vin hver fredag.
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2) Johan er en mand pa 75 med et blodtryk pa 146/90. Han ryger en pakke cigaretter
og spiser en pose chips om dagen. Han kan godt lide at ligge pa sofaen.

3) Hanne er en kvinde pa 50 med et blodtryk pa 178/110. Hun drikker ikke alkohol,
ryger ikke og gar i fitnesscenter 4 gange om ugen.

For mere information om hypertension refererer vi til [2] og [3].
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Ungdommens Naturvidenskabelige Forening

Ungdommens Naturvidenskabelige Forening (UNF) har til formal at fremme kendskabet
til og interessen for naturvidenskab og teknologi fortrinsvis blandt unge.

Formalet realiseres ved at arrangere foredrag, studiebessg, workshops, offentlige events
og ikke mindst ScienceCamps! Malgruppen er iszr elever ved ungdomsuddannelserne,
men i de seneste ar er der ogsa kommet fokus pa folkeskolens eldste klasser. Mens isaer
ScienceCamps altid har en veldefineret malgruppe, er de gvrige aktiviteter normalt abne
for alle.

Pa landsplan har vi over 15.000 deltagere, der hvert ar har gleede af mere end 170
spaendende arrangementer.

Det hele organiseres af over 300 frivillige unge, primeert universitetsstuderende og gym-
nasieelever, som braender for at dele deres gleede ved naturvidenskaben. De frivillige i
foreningen planlaegger og afholder aktiviteterne, og de, der har lyst, er ogsa med til selv
at undervise og formidle naturvidenskaben. Det frivillige arbejde i UNF er kompetence-
givende i flere sammenhaenge, og samtidigt giver det et godt netveerk pa tveers af hele
landet.

Foreningens rgdder strackker sig helt tilbage til H. C. Orsted, som i 1824 stiftede SNU -
Selskabet for Naturleerens Udbredelse. UNF sa dagens lys i 1944, da en gruppe gymnasi-
eleerere fra SNU gnskede at fokusere udelukkende pa unge. Stiftelsen af landsforeningen,
UNF Danmark, i 2002 samlede de fire lokalforeninger i Aalborg, Kgbenhavn, Odense og
Aarhsu og muliggjorde blandt andet afholdelsen af ScienceCamps og andre landsdaek-
kende arrangementer.

I april 2005 blev Hendes Kongelige Hgjhed Kronprinsesse Mary protektor for UNF.
Vi er meget beaxrede og taknemmelige for den anerkendelse, der ligger i vores protekto-
rat. Det er UNF’s hab, at det kongelige protektorat kan hjeelpe os i vores virke for at
fremme de naturvidenskabelige og tekniske discipliner i Danmark.
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