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INDHOLD

Introduktion

Velkommen til det faglige kompendium! Kompendiet indeholder alt det faglige materi-
ale, I kommer til at arbejde med pa campen, bade teori, gvelser og forsggsvejledninger,
men det er ogsa velegnet til selvstudie. Kompendiet er skrevet af de faglige pa hvert
omrade pa UNF Masterclass 2020, en tidligere weekendcamp. Alle os faglige gnsker jer
god forngjelse med campen!

Vi gnsker at rette en stor tak til Next Sukkertoppen Gymnasium og DUFs som-
merpulje for at muligggre campen. Der star mere information om sponsorerne bagest i
kompendiet.






Kapitel 1

Matematik

1.1 Introduktion

Velkommen til matematikforlgbet pa Naturfagssommercamp! Inden vi springer ud i ho-
vedemnet for forlgbet, vil vi gerne give en lille introduktion til, hvad matematik er for
en videnskab. Hvad teenker du pa, nar du hgrer ordet "matematik”? Du teenker sikkert
pa regning med tal, optegning af figurer med lineal eller passer osv. Men det er fak-
tisk slet ikke essensen i matematikken. Matematikere er ofte slet ikke gode til regning!
Matematikere er til gengaeld gode til at taenke abstrakt og lgse problemer med meget
specifikke veerktgjer. Det er i arbejdet med udviklingen af disse veerktgjer, at det sjove
og interessante ved matematikken fremkommer.

Selve forlgbet

I dette forlgb skal vi arbejde med grafteori, som er en gren af sakaldt diskret matematik
(matematik uden "kommatal”). Hvad skal I fa ud af forlgbet? Vi haber naturligvis pa,
at I bliver klogere, men det er faktisk vigtigere, at I udvider jeres horisont og opdager, at
matematik er langt mere end bare regning. Synes du ikke, at matematik er det sjoveste
fag i dagligdagen, kan faget stadig veere noget for dig! Den eneste ting, du skal kunne
fra starten i dette forlgb er at leegge tal sammen, og sa skal du veere nysgerrig pa at laere
noget nyt.

1.2 Hvad er grafteori?

Vigtige begreber

Grafteori er studiet af grafer. Du teenker maske pa grafer af funktioner i et koordinat-
system, men dette er en helt anden type graf. En graf i denne workshop er en samling
af knuder og kanter, der forbinder knuderne med hinanden. Lad os se pa et eksempel:

Figur 1.1: Eksempel pa en graf
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Knuder tegner vi som cirkler eller firkanter, som kan have et navn (her blot bog-
staver), mens kanterne er linjerne, der forbinder knuderne. Man kan teenke pa grafer
pa flere mader. Forestil dig f.eks. et vejkort. Her er knuderne placeringer og kanterne
veje. Dette skal vi ga i dybden med til sidst i forlgbet. Man kan i det hele taget teenke
pa grafer som illustrationer af ting, der er relateret til hinanden. Grafteori har man-
ge konkrete anvendelser, nok fordi man kan tzenke pa grafer pa flere mader. Dette har
nok ogsa veeret motivationen for opfindelsen af dette felt af matematikken. Grafteoriens
opfinder er en af de stgrste matematikere nogensinde, Leonhard Euler. Han undersggte
et konkret problem angéende broerne i Konigsberg (i dag hedder byen Kaliningrad og
ligger i Rusland), nemlig om det er muligt at ga over hver af de 7 broer over floden
Pregel (nu kaldet Pregolya) praecist én gang [1]. Lidt senere i forlgbet far i lov til at ga
i Eulers fodspor og lgse dette problem.

I dette afsnit skal vi leere de mest grundleeggende begreber i grafteori, sa vi er klar
til at lgse rigtige problemer i de senere afsnit. Der kan veere en del begreber at huske,
men heldigvis er de fleste af navnene ret intuitive.

Definition 1.2.1. Vi har fglgende definitioner:

1. En lgkke er en kant, som starter og slutter i samme knude.
2. To forskellige knuder kaldes naboknuder, hvis der er en kant, der forbinder dem.

3. Valensen af en knude er lig antal kanter, der har endepunkt i knuden (en lgpkke
leegger 2 til valensen). Den totale valens for en graf er summen af valensen for alle
knuder i grafen.

4. En isoleret knude er en knude, hvor ingen kanter har endepunkt. Med andre ord,
en knude med valens 0.

Lad os illustrere disse begreber med en figur:

Figur 1.2: Illustration af begreberne i definition 1.2.1. A og B er et eksempel pa to
naboknuder. C har en lgkke. E er en isoleret knude, idet denne knude ingen kanter har.
Valensen af A er 1, for B er den 2. Valensen af C' og D er henholdsvis 5 og 2.

Nar man i matematik har indfgrt en definition, vil man ofte gerne bygge ovenpa
definitionerne med nogle resultater. Valens er et vigtigt begreb, som vi kommer til at
bruge en del fremover. Vi har denne ssetning om valensen i en graf:

Saetning 1.2.2. Den totale valens for en graf er lig antallet af kanter gange 2.

Bevis. Alle kanter i en graf starter og slutter i en knude (muligvis den samme knude).
Altsa ma alle kanter bidrage med 2 til grafens totale valens. |

Nar man har vist en ssetning i matematik, kan det ske, at man far et nyttigt resul-
tat eller to mere herudfra. Sadan en fglgessetning kaldes et korollar. Vi har sadan en
hjeelpesaetning:
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Korollar 1.2.3. Den totale valens for en graf er et lige tal.

Bewvis

. Da den totale valens for en graf er lig 2 gange antallet af kanter, ma 2 ga op i

den totale valens. Altsa er den totale valens lige. |

Nar vi arbejder med grafer, vil vi gerne kunne beskrive, hvordan forskellige knuder
er relateret til hinanden i grafen. Derfor indfgrer vi nogle flere begreber:

Definition 1.2.4. Lad G vere en graf med knuder A og B.

1.

5.

Der er en rute mellem A og B, hvis vi kan komme fra A til B ved at bevaege os
langs nogle knuder og kanter i grafen. Fglgen af knuder og kanter, vi bevaeger os
igennem, er selve ruten.

. En tur fra A til B er en rute fra A til B, hvor man kun ma ga langs hver kant én

gang.

En vej fra A til B er en tur fra A til B, hvor man kun ma passere hver knude én
gang.

En rute kaldes lukket, hvis forste og sidste knude pa ruten er ens. Samme gaclder
for en lukket tur og en lukket vej. Hvis en rute, tur eller vej ikke er lukket, kaldes
den aben.

En kreds er en lukket tur, hvor de eneste gentagne knuder er start- og slutknuden.

For at ggre definitionerne lidt lettere at huske, har vi folgende tabel:

Tabel 1.1: Tabel til begreberne i definition 1.2.4

Definition Gentagne kanter Gentagne knuder Samme start- og slutknude
Rute Tilladt Tilladt Tilladt

Tur Nej Tilladt Tilladt

Vej Nej Nej Nej

Lukket rute Tilladt Tilladt Ja

Lukket tur Nej Tilladt Ja

Kreds Nej Kun fgrste og sidste Ja

Ser vi pa figur 1.2, kan vi se, at der er ruter mellem alle knuder undtagen E. Der
findes ogsa nogle lukkede ture. F.eks. kan vi ga fra D til C langs én af kanterne og tilbage
til D gennem den anden kant. Denne tur er ogsa en kreds. Kan du finde andre lukkede

ture?

Andre kredse? En anden illustration af begreberne ses i grafen herunder:

Figur 1.3: En graf med mange slags ruter.

I denne graf er der mange ruter! Dog er der ikke ruter mellem alle knuder, f.eks.
findes ingen rute mellem I og A. Vi kan ligeledes finde mange ture, ogsa lukkede af
slagsen. F.eks. kan vi ga fra B til C til D og tilbage til B. Dette er ogsa en kreds. Kan
vi finde en lukket tur, som ikke er en kreds? Ja, lad os starte i F' og ga til G, til H,

3
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tilbage til F', til E og tilbage til F' langs den anden kant. Dette er en lukket tur, da ingen
kanter bliver brugt mere end én gang, og vi bade starter og slutter i F'. Men vi passerer

F undervejs i turen, sa F' optreeder ikke kun som start- og slutknude. Derfor er denne
lukkede tur ikke en kreds.

Se igen pa figur 1.3. Der er noget seerligt ved knuderne I og J i forhold til de andre
knuder i grafen. I og J kan forbindes med en rute, men de kan ikke forbindes med ruter
til nogle andre knuder i grafen. P4 samme made kan knuderne fra A til H forbindes med
ruter indbyrdes. Disse overvejelser giver os ideen til en ny definition:

Definition 1.2.5. En graf kaldes sammenhengende, hvis det for alle par af knuder i
grafen geelder, at disse kan forbindes med en rute.

Graferne i figur 1.2 og 1.3 er ikke sammenhangende. Det er grafen pa figur 1.1 til
gengaeld.

Nogle graftyper

Vi vil nu komme ind pa nogle bestemte typer grafer, som er gode at kende.

Definition 1.2.6. En simpel graf er en graf uden lgkker, og hvor ingen naboknuder er
forbundet af mere end én kant.

Grafen i figur 1.1 er et eksempel pa en simpel graf, mens grafen i figur 1.2 ikke er en
simpel graf. F.eks. har knude C en lgkke. Simple grafer bliver vigtige i sidste afsnit, nar
vi ser pa vaegtede grafer. Man kan teenke pa simple grafer som grafer uden ”overfladige
kanter”, altsa der er netop det antal kanter i grafen, som skal bruges, for at de samme
knuder er forbundet. Vi ser nu pa en speciel type af simple grafer.

Definition 1.2.7. En komplet graf er en simpel graf, hvori alle par af forskellige knuder
er forbundet med hinanden. Den komplette graf med n knuder betegner vi som K,,.

Lad os se pa de to komplette grafer K3 og K4 som eksempel:

Figur 1.4: Graferne K3 og Kj.

Den sidste type graf, vi vil kigge pa her, er kredsgrafer. Definitionen er meget, som
navnet antyder.

Definition 1.2.8. En kredsgraf er en simpel graf, hvor alle knuderne indgar i netop én
kreds. Kredsgrafen med n > 3 knuder betegner vi som C,, (C’et star for ”cycle”, det
engelske ord for ”kreds”).

Hvorfor skal vi have n > 37 Hvis n er 2, kan vi slet ikke lave en kreds uden at skulle
tegne flere kanter mellem de to knuder. Men sa kan grafen ikke veere simpel! Definitionen
giver altsa kun mening, hvis n > 3. Lad os se pa et eksempel, nemlig graferne Cy og Cs:

4
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Figur 1.5: Graferne C4 og Cs.

Definition 1.2.9. En vejgraf er en simpel graf, hvor én vej kan gennemlgbe alle knuder
og kanter i grafen. Vejgrafen med n knuder betegner vi P, (P’et star for ”path”, det
engelske ord for "vej”).

Nedenfor ser vi to eksempler pa vejgrafer.

Figur 1.6: Graferne Py og Ps.

Vi kan afslutte med at bemerke, at komplette grafer, kredsgrafer og vejgrafer (de
tre standardgrafer) altid er sammenhaengende. Vi er nu parate til at kaste os ud i at lgse
nogle interessante problemer med grafteori.
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Opgaver til Hvad er grafteori?

Opgave 1.2.1:
Tegn fglgende:

1)En graf med tre knuder med valens 1, 2 og 3.
2)En graf med fire knuder alle med valens 1.
3)En graf med fem knuder med valens 1, 1, 2, 2 og 4.

4)En ikke-sammenhaengende graf med fire knuder, alle med valens 2.

Opgave 1.2.2:
Tegn dit hus/din lejlighed som en graf, hvor et veerelse er en knude, og kanterne vejene
mellem disse. Hvordan kan man f.eks. handtere flere etager?

Opgave 1.2.3:
Tegn en sammenheengende graf uden lgkker, der indeholder netop 2 kredse.

Opgave 1.2.4:
Hvor mange grafer kan du tegne, som er sammenhaengende, simple, og hvor alle knuder
har lige valens? Kender du nogle i forvejen? Hvor mange findes der?

Opgave 1.2.5:
Tegn graferne:

1)Den komplette graf med 5 knuder, K.
2)Kredsgrafen med 6 knuder, Cg.

3)En sammenhaengende graf med 7 knuder. Knuderne skal have valens 1, 2, 3, 4, 5, 6 og
7.

Opgave 1.2.6:
Tegn en graf med 4 knuder. Knuderne skal have valens 1, 2, 2 og 3. Findes en graf med
fire knuder af valens 1, 2, 2 og 47 Hvis ja, tegn den. Hvis nej, hvorfor ikke?

Opgave 1.2.7:
Se pa K,, og C,. For hvilke veerdier af n er disse grafer ens? Husk, at n > 3.

Opgave 1.2.8:

I disse opgaver skal vi se pa, om det er muligt i en gruppe af personer, at hver person er
ven med et bestemt antal personer i gruppen. Vi antager, at hvis person = er ven med
person y, er person y ogsa ven med person z. Hvis det er muligt, tegn da en graf, som
illustrerer vennerelationerne.

1)Antag, at gruppen er pa 4 personer. Er det muligt for alle gruppemedlemmer at veere
venner med preecist 2 andre i gruppen?

2)Antag, at gruppen er pa 7 personer. Er det muligt, at alle gruppemedlemmer er venner
med przecist 5 andre i gruppen?

3)Antag, at gruppen er pa 211 personer. Er det muligt, at alle gruppemedlemmer er
venner med praecist 193 andre i gruppen?

Opgave 1.2.9:
Bevis, at der i alle grafer er et lige antal knuder med ulige valens. [Vink: brug korollar
1.2.3]

Opgave 1.2.10:
Giv et argument for, at alle sammenhaengende grafer med n knuder har mindst n — 1
kanter.
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Opgave 1.2.11:

1)Vis, at K, har % kanter [Vink: Tegn K, for f.eks. n =5 og teel op for hver kant,

brug dette til at give et argument for det generelle tilfeelde].

2)Vis, at en simpel graf med n knuder hgjst kan have % kanter.

3)Find en simpel graf, der har dobbelt s& mange kanter, som den har knuder. [Vink:
brug forste delopgave]

De folgende opgaver omhandler en bestemt type graf, nemlig et ¢re.

Definition 1.2.10. Et tre er en sammenhangende graf, der ikke indeholder nogle
kredse.

Opgave 1.2.12:
I denne opgave far vi en grundlaeggende forstaelse for traeer og viser nogle centrale
egenskaber for dem.

1)Tegn et tree med henholdsvis 3, 5 og 10 knuder.

2)Bevis, at et tree bliver ngdt til at veere simpelt.

3)Hvor mange traeer findes der med 4 knuder? Hvad med 5 knuder?

4)Findes et tree med 7 knuder og 7 kanter? Hvis ja, tegn treeet. Hvis nej, hvorfor?

5)Hvor mange kanter er i et tree med n knuder? [Vink: brug opgave 1.2.10. Hvad sker
der, hvis man tilfgjer flere kanter?]

6)Hvad er den totale valens for et tree med n knuder?
Opgave 1.2.13:

Bevis fglgende resultat:

Proposition. Lad G vere en graf med n knuder. Hvis G er sammenhaengende og har
n — 1 kanter, er G et tre.

[Vink: Antag, at G indeholder en kreds. Vis, at dette forer til en selvmodsigelse, og
konkludér, at G ikke kan have en kreds, ergo ma G veere et tree

Definition 1.2.11. Et blad er en knude i en graf med valens 1.

Opgave 1.2.14:

1)Bevis, at der findes mindst ét blad i et tree. [Vink: start i en vilkarlig knude og hop
videre til den naeste]

2)Bevis, at der findes mindst to blade i et tree, hvis treeet har to eller flere knuder. [Vink:
brug 1)]
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1.3 Eulerture

Grafteoriens fadsel - historien om Konigsberg

I 1736 blev Leonhard Euler bedt om at finde en rute gennem byen Konigsberg, sa en
procession (et optog) kunne ga over samtlige 7 broer i byen praecis én gang (som I maske
husker fra tidligere, er det definitionen af en ”tur”). Aret efter udgav han en artikel, som
analyserede, hvorvidt dette var muligt. Denne artikel betragtes som det fgrste bidrag
til grateorien [2]. Nedenfor pa figur 1.7 ses et billede af Konigsbergs broer, og hvordan
dette kan repraesenteres med en graf.

Figur 1.7: Venstre: Tegning af Konigsberg med broerne [3]. Hgjre: Konigsberg reprae-
senteret ved en graf. Knuderne er de fire landomrader, og kanterne er broerne mellem
dem.

Abne og lukkede Eulerture

Efter dette store bidrag til grafteorien har Euler naturligvis faet et begreb opkaldt efter
sig:

Definition 1.3.1. En Euler-tur er en tur, som indeholder alle grafens kanter.
En Euler-tur kan enten veere aben eller lukket. Her genbruger vi blot definition 1.2.4-(4):

e En lukket Euler-tur starter og slutter i samme knude.
e En aben Euler-tur starter og slutter i to forskellige knuder.

Eksempel 1.3.2. For et helt simpelt eksempel pa en lukket Euler-tur kan vi se pa
kredsgrafen med 5 knuder igen:
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For at lave en lukket Euler-tur kan vi veelge en vilkarlig knude at starte i. For
eksempel kan vi starte i A. Vi kan nu ga turen A - B - C — D — E — A. Da alle
kanterne er med i turen netop én gang og vi har samme start- og slutknude, har vi altsa
lavet en lukket Euler-tur i grafen!

Overvej: Gaelder det for alle kredsgrafer?

Eksempel 1.3.3. For et helt simpelt eksempel pa en aben Euler-tur kan vi se pa

vejgrafen med 3 knuder Ps:
W——©

For at lave en aben Euler-tur skal vi veelge en knude at starte i med en smule omtanke.
Vi skal nemlig starte og ende i en af endeknuderne for, at vi kan fa alle kanter og knuder
med. For eksempel kan vi starte i A. Vi kan nu ga turen A — B — C. Da alle kanterne
er med i turen netop én gang, og vi har forskellige start- og slutknuder, har vi altsa lavet
en aben Euler-tur i grafen!

Nu har vi kun kigget pa simple eksempler, men det er ikke sveert at forestille sig meget
store grafer med hundredevis af knuder og tusinder af kanter imellem sig. Hvordan kan
vi finde ud af, om den har en Eulertur? Det siger denne sesetning noget om:

Saetning 1.3.4. Betragt en graf G uden isolerede knuder.

1. G har en lukket FEulertur, hvis og kun hvis den er sammenhaengende og alle knuder
har lige valens.

2. G har en aben Eulertur, hvis og kun hvis den er sammenhengende og har praecist
to knuder med ulige valens.

Bevis. For at bevise pastand 1, skal vi vise to ting. Forste skal vi vise, at hvis G har en
lukket Eulertur, er G sammenhaengende, og alle knuder har lige valens. Dette overlades
som en gvelse, se opgaverne. Dernaest skal vi vise, at hvis en graf G er sammenheangende,
og alle knuder har lige valens, vil G have en lukket Eulertur. Denne implikation udelades,
da den bygger pa et induktionsargument, som raekker en del udover forlgbets indhold.
At bevise pastand 2 forlgber pa tilsvarende vis. |
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Opgaver til Eulerture

Vi konkluderede i eksempel 1.3.2, at alle kredsgrafer har lukkede Eulerture. I de naeste to
opgaver ser vi pa de to andre typer af standardgrafer K,, (komplet graf) og P, (vejgraf)
og undersgger, om disse har Eulerture (abne eller lukkede).

Opgave 1.3.1:
[Vink: Tegn graferne!]

1)Har P, en Eulertur? Hvis ja, er den sa aben eller lukket?

2)Har en vilkarlig vejgraf P, en Euler-tur? Hvis ja, er den sa aben eller lukket?

Opgave 1.3.2:
[Vink: Tegn graferne!]

1)Har K4 en Eulertur? Hvis ja, er den sa aben eller lukket?
2)Har K5 en Eulertur? Hvis ja, er den sa aben eller lukket?
3)Har Kg en Eulertur? Hvis ja, er den sa aben eller lukket?

4)Hvilke komplette grafer har en Eulertur? Hvad skal der geelde om n? [Vink: se pa
valensen af en knude]

Opgave 1.3.3:
Denne opgave er fra [2]. Afger om graferne har en lukket eller aben Eulertur, og find om
muligt en.

1)

2)

28
b

3)

ee Opgave 1.3.4:

Denne opgave er fra [2]. Herunder er tegnet en plan over to huse. Tegn passende grafer
over begge huse, sa rummene er knuder og dgrene kanter (betragt haven U som et rum

10
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i hvert hus). Afger herefter, om det er muligt at g& en tur gennem huset, s& man gar
gennem hver dgr netop én gang.

Figur 1.8: Plan over de to huse.

Opgave 1.3.5:
Kan man finde en lukket Eulertur over broerne i Kénigsberg?

Opgave 1.3.6:
Kan man finde en aben Eulertur over broerne i Konigsberg?

Opgave 1.3.7:
Lad G veere en graf med en lukket Eulertur.

1)Bevis, at G er sammenhengende.

2)Bevis, at alle knuder i G har lige valens.

Opgave 1.3.8:
Lad G vere en graf med en aben Eulertur.

1)Bevis, at G er sammenhaengende.

2)Bevis, at netop to knuder i G har ulige valens. [Vink: hvad skal geelde om valensen af
de knuder, som turen starter og slutter i? Hvad med alle andre knuder?]
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1.4 Vagtede grafer og grafalgoritmer

I dette afsnit udvider graf-begrebet og introducerer algoritmer. Hvad er en algoritme?
Du har maske hgrt en af datalogerne navne ordet. En algoritme er blot en fglge af
instruktioner, der beskriver en proces preecist, hvor et givet input bliver til et bestemt
output [4]. S& praecist, at man ofte kan fa en computer til at udfere den. Algoritmer er
meget vigtige bade i matematik og datalogi, og studiet af dem udger et seerdeles nyttigt
samspil mellem de to discipliner.

Vagtede grafer

En vaegtet graf er blot en graf, hvor alle kanter har en veaerdi tilknyttet. Denne vaerdi
kaldes en veegt. Et eksempel ses herunder:

Figur 1.9: En simpel vaegtet graf

Man kan fortolke vaegtede grafer som mange ting. Et eksempel kunne veere steder og
veje mellem disse. Vaegtene kan her vaere afstande, omkostninger med mere. I virkelig-
heden vil man ofte veere interesseret i at finde den korteste vej fra et sted til et andet.
I grafteori kan dette omsaettes til: Givet en veaegtet graf G, find den rute fra knude A
til knude B, hvor summen af vaegten af kanterne i ruten er mindst mulig. Det er netop
dette problem, som Djikstras algoritme lgser (Djikstra udtales ”deigstra”), hvis man
lader alle vaegtene veere positive.

Lad os overveje en anden fortolkning af veegtede grafer. Forestil dig, at du har et
netveerk af f.eks. fabrikker, og du gnsker at bygge et netveaerk af veje mellem dem. Det
skal veere muligt at komme fra en vilkarlig fabrik til en hvilken som helst anden fabrik
i netveerket, men du gnsker ikke at lave sa meget som én vej for meget. Vi kan lade
samtlige muligheder for veje udggre en sammenhaengende graf G. Problemet svarer da
til at finde et trae, der udspeender grafen, dvs. et trae, som indeholder de samme knuder
som grafen. Sadan et trae kaldes et udspendende tre. Hvis G er en vaegtet graf, og vi
ydermere gnsker, at veegten af traeet (dvs. summen af veegtene for alle kanterne i traeet)
skal veere mindst muligt, kaldes det et mindste udspendende tre. Kruskals algoritme er
én af mange algoritmer, der finder et mindste udspeendende tree i en veegtet graf.

Djikstras algoritme og korteste veje

Nu gennemgas Djikstras (udtales deigstra) algoritme. For at algoritmen kan begynde,
skal den have en startknude og en vaegtet graf, hvor alle vaegtene (kanternes veerdier) er
positive. Djikstras algoritme findes i flere udgaver. Den udgave, vi tager udgangspunkt
i, giver den korteste afstand fra startknuden til alle andre knuder i grafen.

12



1.4. VEGTEDE GRAFER OG GRAFALGORITMER

Djikstras algoritme

1. Velg en startknude s, og seet afstanden fra s til alle andre knuder til uendelig, co.
Markér s som besggt (en besggt knude bliver aldrig besggt igen).

2. Udregn afstanden fra s til den nuveerende knudes naboer. Hvis afstanden er kortere
end den tidligere noterede afstand, erstat den gamle afstand med den nye.

3. Udveelg knuden (der ikke ngdvendigvis er en nabo til den nuveerende knude) med
kortest afstand til s og markér denne som bespgt. Denne knude bliver ogsa den
nye nuvaerende knude.

4. Gentag trin 2 og 3, indtil alle knuder er besggt.

Bemerkning 1.4.1. Djikstras algoritme giver ikke selve vejen som output, kun leengden
af den korteste vej. Dog er det ofte let at aflaese selve vejen ud fra ens udregninger.

Det kan veere noget af en mundfuld, nar man stgder pa sadan en algoritme for fgrste
gang. Algoritmen forstas bedst gennem nogle eksempler. Vi tager et nu:

Eksempel 1.4.2. Betragt den veegtede graf:

Figur 1.10: En vaegtet grad med 6 punkter.

Vi anvender Djikstras algoritme til at finde den korteste vej fra A til alle andre
knuder. A er vores startknude, sa den er implicit markeret som besggt. Dette er forste
trin i algoritmen. Vi ser, at A er nabo til knude B og C med afstand 3 og 5. Vi skriver
afstandene ned i et skema, hvor afstanden til A star under hver knude:

Nuveerende knude B C D FE F

A— 3 5 o0 00 o™

B har kortest afstand til A. Vi markerer derfor B som besggt. B har veje til D og F
af leengde 7 og 10. Vi kopierer disse oplysninger ind i skemaet:

Nuveerende knude B (C D FE F

A— 3 5 00 00 00
B — v 5 347 oo 3410

Husk, at tallene under knuderne er afstanden til A med den vej, vi har fundet! Det
ses, at knude C har kortest afstand til A, sa den fortssetter vi med. C har en vej til D

13



KAPITEL 1. MATEMATIK

og FE med lsengde 2 og 1. Den forrige vej til D havde leengde 3 + 7 = 10, men vi har
fundet en ny vej med lezengde 5+ 2 = 7. Vi skriver de nye oplysninger ind i skemaet:

Nuveerende knude B (C D FE F
A— 3 5 00 00 00
B — v. 5 347 00 3+ 10
C — v. 5+2 5+1 13

Det ses, at E er knuden med kortest vej til A, som vi endnu ikke har besggt. E
har en vej til F' med laengde 6, sa vi har fundet en kortere vej til F' end fgr. Vi skriver
oplysningerne ind:

Nuveerende knude B (C D FE F
A— 3 5 00 00 00
B — v. 5 347 00 3+ 10
C — v . 5+2 5+1 13
FE — 7 v 6+ 6

Vi ser, at D er den ikke-besggte knude, der har kortest afstand til A. D har dog ingen
naboer, vi endnu ikke har besggt. Vi markerer derfor D som besggt og hopper videre:

Nuvarende knude B C D E F
A— 3 5 00 00 00
B — v 5 347 00 3+ 10
C — v 5+2 5+1 13
FE — 7 v 6 +6
D — v 12
Der er kun F tilbage, som vi markerer som besggt:
Nuvarende knude B C D FE F
A— 3 5 s 00 00
B — v 5 347 00 3+ 10
C— v 5+2 5+1 13
E — 7 v 6+6
D — v 12
F — v

Da der ikke er flere knuder tilbage at tjekke, er vi feerdige! Vi aflzeser de nederste
veerdier 1 skemaet under hver knude og far, at den korteste vej fra:

o Atil Ber3
e AtilCerb
e Atil Der7
o Atil Eer6
o Atil Ferl2

Lad os tage et andet eksempel, hvor hvert trin ikke gennemgas lige sa grundigt som
i forrige. Hvis du taber traden undervejs, er det helt ok. Laes evt. forrige eksempel igen
og se, hvor forstaelsen glipper. Husk, at du altid kan spgrge os!
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Eksempel 1.4.3. Vi betragter den vaegtede graf:

Figur 1.11: Endnu en veegtet graf.

Vi vil finde den korteste vej fra A til alle andre knuder. A har veje til C' og E, og vi
noterer afstandende i skemaet herunder:

Nuvarende knude B C D FE
A — o 30 oo 25

E har kortest afstand til A, sa den gar vi videre med. E har veje til bade B, C og
D, hvor vejen til C er laengere end den direkte vej fra A til C. Vi far derfor:

Nuveerende knude B C D E
A— 00 30 00 25
E— 25+60 30 25+50 V

C har kortest afstand til A, sa den gar vi videre med. C har en vej til B, der er
kortere end den, vi fandt for. Vi far:

Nuveerende knude B C D E

A— %) 30 ) 25
E — 254+60 30 25+50 V
C — 30 +40 V 75

B har kortest afstand til A, sa den fortssetter vi med og far:

Nuveerende knude B C D FE
A— 00 30 %) 25
FE — 25+60 30 25+50 V
C— 30 +40 V 75
B — v 75

Vi mangler kun at tjekke D, og vi far:

Nuveerende knude B C D FE
A— %) 30 %) 25
E— 254+60 30 25+50 V
C— 304+40 V 75
B — v 75
D — v
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Vi kan nu se ud fra skemaet, at den korteste vej fra:

e A til Ber 70, nemlig ABC
e A til C er 30, nemlig AC'
e Atil D er 75, nemlig AED

o A til E er 25, nemlig AE

I starten af sektionen haevdede vi, at Djikstras algoritme altid giver den korteste vej
i en veegtet graf med positive vaegte. Dette er et resultat, vi fremheever her (dog uden
bevis):

Saetning 1.4.4. Lad G vere en vegtet graf, hvor alle vegte er positive, med en knude
s. Djikstras algoritme giver den korteste vej fra s til alle andre knuder.

Bewis. Beviset udelades, idet det er for langt til, at vi kan gennemga det her. Et klassisk
bevis, der benytter sakaldte lgkke-invarianter, kan findes i [4]. |

Bonus: Orienterede grafer

Vi har set, at man til en graf kan tilfgje den ekstra egenskab, at hver kant har en vaegt.
Her tilfgjer vi endnu en, nemlig at kanterne har en orientering (de peger i en bestemt
retning). Nar forst I har faet styr pa veegtede grafer, er dette emne ikke sa sveert. En
orienteret graf er blot en graf, hvor kanterne har en retning. Herunder ses et eksempel:

Figur 1.12: Orienteret og veegtet graf

I mange byer valger man at ensrette vejene, sa trafikken glider lettere. Man kan
teenke pa knuderne som steder i byen og kanterne som veje. Hvad gor vi, hvis vi vil finde
den korteste vej fra knude A til de andre knuder? Vi anvender selviglgelig Djikstra’s
algoritme! Vi skal bare tage hensyn til vejenes retning. F.eks. kan vi ga direkte fra knude
D til A, men ikke omvendt. Vejenes retning tvinger os til at tage en omvej. Bemeerk
desuden, at der ikke findes en vej fra A til F.

Eksempel 1.4.5. Vi finder den korteste vej fra A til alle andre knuder i grafen fra figur
1.12. Vi ggr fuldsteendig som i de tidligere eksempler og laver et skema. A har en vej til
BogE:

Nuverende knude B C D E F

A— 5 oo o0 3 o

E har den korteste vej til A, sa den fortseetter vi med. E har dog ingen veje til andre
knuder, vi ikke allerede har besggt, sa vi far bare:
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Nuveerende knude B C D FE F
A— 5 oo oo 3 oo
E — 5 oo oo Vv 0o

B har den korteste vej til A, sa den gar vi videre med. B har veje til C og E, men
E er allerede besggt, sa vi far:

Nuveerende knude B C D FE F
A— 5 00 oo 3
F— 5 9 o Vv
B — v 5+3 o 00

C har kortest afstand til A, sa den fortsesetter vi med. C' har en vej til D, og vi far:

Nuvarende knude B C D E F
A — 5 s 00 3 o
E — 5 00 00 v o0
B — v. 543 00 00
C — v 8+ 7 s

Nu er vi faktisk feerdige. D har kortest afstand til A af de ikke-besggte knuder, men
D har ingen naboer, vi ikke allerede har besggt. Sa er der kun F' tilbage, men A har
ingen vej til F'| sa afstanden fra A til F' er co. Vi har altsa:

Nuveerende knude B C D E F
A— 5 0 o0 3 o0
E — 5 00 00 v o
B — v 543 00 0
C — v 8+ 7 00
D — v %)
F— v

Og vi kan konkludere, at den korteste vej fra:

A til B er 5, nemlig AB
e A til C er 8, nemlig ABC
e Atil D er 15, nemlig ABCD

e Atil E er 3, nemlig AE

A til F er oo, da der ikke findes en vej fra A til F'

Kruskals algoritme og mindste udspsendende traer

Her gennemgas Kruskals algoritme til at finde et mindste udspsendende trze i en graf.
Dette er det sidste emne i forlgbet. Overordnet fungerer algoritmen ved at tilfgje kanter
efter lavest veegt én for én til et trae, der ender med at udspaende grafen. Proceduren er:
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Kruskals algoritme

1. Sortér kanterne i grafen efter veegt fra mindst til stgrst. Har nogle af kanterne ens
vaegt, er rackkefplgen ligegyldig. Lad A betegne maengden (som i starten er tom)
af de kanter, der skal vaere med i vores tree.

2. Kig pa kanten med mindst vaegt. Hvis tilfgjelsen af kanten til A skaber en kreds i
A, spring kanten over. Ellers tilfgj kanten til A.

3. Gentag trin 2 for den naeste kant i den sorterede liste af kanter, indtil alle kanter
er blevet checket.

Vi tager naturligvis et eksempel:

Eksempel 1.4.6. Betragt den veegtede graf:

Figur 1.13: En vaegtet graf med 5 knuder

Vi benytter Kruskals algoritme til at finde et mindste udspsendende trze. Kanten, vi
betragter i et givent trin, farves rgd, mens kanterne, der tilfgjes, farves grgnne.
Kanten mellem B og D har mindst vaegt, sa den tilfgjes til meengden A.

Den naeste kant, vi ser pa, er mellem B og C med vaegt 2. Vi far ingen kreds ved at
tilfgje denne til A, sa det ggr vi. Det samme ser vi for kanten mellem A og B, sa den
tilfgjer vi ogsa og far:
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Den nzeste kant er kanten mellem C' og D:

Tilfgjes denne kant, ser vi, at der opstar en kreds gennem B, C' og D. Ergo tilfgjer
vi ikke denne kant. Herefter ser vi pa kanten mellem C og E med veegt 5. Vi far ingen
kreds ved at tilfgje denne kant, sa det ggr vi:

Tilfgjelsen af flere kanter giver en kreds, idet vi allerede har et udspsendende tree. Ergo
er vi feerdige, og det mindste udspsendende tree har en samlet veegt pa 1+2+3+5 = 11.

Vi konkluderer med fglgende resultat:
Saetning 1.4.7. Kruskals algoritme giver altid et mindste udspendende tre.

Beuvis. Vi refererer til [4] for et bevis. |
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Opgaver til vaegtede grafer og grafalgoritmer

Opgave 1.4.1 til 1.4.10 omhandler Djikstra’s algoritme og korteste veje, mens de reste-
rende omhandler Kruskals algoritme og mindste udspsendende treeer.
Opgave 1.4.1:

1)Brug Djikstra’s algoritme til at finde leengden af den korteste vej fra A til D i folgende
graf:

og bestem selve den korteste vej.

2)Bestem selve de korteste veje fra A til alle andre knuder i grafen fra eksempel 1.4.2.

Opgave 1.4.2:
Giv et eksempel pa en vaegtet graf, hvor den korteste vej mellem to knuder ikke er

entydig, altsa der er flere forskellige korteste veje. Veelg din yndlingsknude og anvend
Djikstra’s algoritme pa din graf.

Opgave 1.4.3:

I denne opgave skal I overveje, hvad vi skal ggre mht. Djikstra’s algoritme, hvis en
graf har to eller flere veje mellem to knuder, f.eks.:

1)Nar vi skal finde korteste veje, hvorfor kan vi sa bare antage, at en veegtet graf kun
har én vej mellem to naboknuder?

2)Hvad gor vi, hvis en graf har knuder med lgkker?

3)Hvorfor kan vi uden problemer antage i dette afsnit, at alle grafer er simple, idet vi
gnsker at bestemme korteste veje?

Opgave 1.4.4:

1)Kan vi stadig bruge Djikstra’s algoritme pa en ikke-sammenhaengende graf? Og i sa
fald, hvordan?

2)Se grafen herunder:
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Med overvejelserne fra 1) i tankerne, hvad er den korteste afstand fra A til F?

3)Overvej til slut, hvorfor vi mon saetter afstanden fra startknuden til de andre knuder
til uendelig oo i starten af algoritmen.

Opgave 1.4.5:

Superman befinder sig i by A og har hgrt, at der er problemer i by G. Godt nok
flyver Superman hurtigt, men han vil stadig gerne tilbageleegge sa kort en afstand som
muligt. Heldigvis kender Superman alle ruter mellem byerne. Ud fra fglgende graf, find
leengden af den korteste vej fra A til G samt selve vejen:

Opgave 1.4.6:
Tegn en vaegtet graf, hvor Djikstra’s algoritme ikke giver den korteste vej.

Opgave 1.4.7:

1)Antag, at vi arbejder med en veegtet graf, hvor alle veegte er positive eller 0. Bevis,
at en korteste vej ikke kan indeholde en kreds, medmindre kredsens samlede vaegt er 0
(s& alle kanter i kredsen har vaegt 0).

2)Tegn en sammenhaengende veegtet graf (ikke ngdvendigvis positive veegte), hvor en
korteste vej mellem to knuder ikke eksisterer. [Vink: kan du tegne en graf, hvor man kan
gore afstanden mellem to knuder arbitreert lille?]

Opgave 1.4.8:

Bevis fglgende pastande for en vaegtet graf med positive vaegte, G, hvori A og B er
knuder (du ma ikke benytte Djikstra’s algoritme i dit argument!):

1)Hvis der findes en vej fra A til B, findes ogsa en kortest mulig vej fra A til B. [Vink:
brug forrige opgave!]

2)Antag, at den korteste vej fra A til B gar gennem en knude C. Da er den del af vejen
fra A til B, som gar mellem A og C, den korteste vej fra A til C'. Med andre ord: korteste
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veje er opbygget af korteste veje.

Note: Delopgave 2) viser, at problemet med at finde korteste veje i en vaegtet graf
med positive veegte har sakaldt optimal delstruktur. Det betyder, at en optimal lgsning
til problemet bestar af optimale lgsninger til delproblemer.

ee Opgave 1.4.9:

Tegn selv en vaegtet graf og find leengden af den korteste vej mellem din yndlings-
knude og alle andre knuder.

eee Opgave 1.4.10:

Batman sidder i Batmobilen ved boligblok A, idet han hgrer, at der er et rgveri i
gang ved boligblok K. Hans GPS giver ham fglgende graf, der viser de mulige veje dertil:

Bemeerk, at en del af vejene er ensrettede! Hvad er leengden af den korteste vej fra
Batmans position til rgverne? Og hvad er selve den korteste vej?

e Opgave 1.4.11:

1)Find et mindste udspeendende tre i folgende graf:

(D)

Hvad er den minimale veegt for et udspzendende trae?

2)Hvis veegten af kanten fra C' til D sendres til 30, er dit udspeendende trae fra opgave
1) stadig et mindste udspesendende tree?
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Opgave 1.4.12:

Tegn en vaegtet graf med mindst 6 knuder og 9 kanter, hvor der findes mere end ét
mindste udspaendende tree.

Opgave 1.4.13:

Hvis vi dropper kravet om at sortere kanterne efter veegt i starten af Kruskals algo-
ritme og blot betragter dem i en vilkarlig raekkefglge, far vi sa stadig altid et mindste
udspeendende trae, nar algoritmen terminerer?

Opgave 1.4.14:

Lad A udggre en samling af kanter i en veegtet graf G, der forbinder samtlige knuder
i G og som har minimal samlet vaegt.

1)Bevis, at hvis alle kanter i G har positiv veegt, er A ngdvendigvis et tree.

2)Geelder det samme, hvis vi tillader kanterne i G at have negativ vaegt? Giv enten et
bevis eller et modeksempel.

Opgave 1.4.15:

Du er ansat pa en fabrik, der fremstiller elektroniske komponenter. Du far udleveret
fglgende skitse af en chip:

Figur 1.14: En skitse af chippen

Kanterne skal her forstas som mulige forbindelser, der kan laves med kobbertrad.
Vagtene er leengden mellem knuderne (jo leengere, jo mere kobber skal der bruges for
at lave den forbindelse). Fabrikken vil have, at alle punkter pa chippen skal indga i ét
netveerk. Find sadan et netveerk, hvor der skal bruges sa lidt kobber som muligt. Hvor
meget kobber skal der bruges i netvaerket?

Opgave 1.4.16:

Lad G veere en sammenhaengende vaegtet graf med en kant e. Antag, at e indgar i
en kreds og har maksimal vaegt af alle kanterne i kredsen. Bevis, at der eksisterer et
mindste udspaendende trae, der ikke indeholder e.

Opgave 1.4.17:
Lad G veere en sammenhaengende vaegtet graf med naboknuder A og B. Antag, at

kanten fra A til B har minimal veegt blandt kanterne i grafen. Bevis, at denne kant vil
tilhgre et mindste udspaendende trae for G.
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1.5 Konklusion

Hvad ger vi sa herfra? Det grafteori, I har arbejdet med, er kun en brgkdel af det samlede
billede. Der er utroligt mange omrader at udforske i grafteori, f.eks. kom vi slet ikke ind
pa farvelsegning af grafer, Hamilton-ture, permutationer eller kombinatorik. Det viser
bare, hvor meget matematiske koncepter kan udvikle sig langt ud over den oprindelige
problemstilling. Euler var uden tvivl genial, men selv han ville nok ikke vzere i stand til
at se, hvor meget grafteori ville vokse som matematisk felt, og hvor mange problemer vi
i dag kan lgse ved at bruge grafteori.
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Kapitel 2

Fysik

2.1 Introduktion

I dette kapitel vil vi forsgge at introducere leeseren til noget af den fysik, man mgder i
gymnasiet, og samtidig ggre det klart, hvad det er, der ggr fysik til noget sezerligt inden
for naturvidenskab. Fokus vil veere pa det mere konceptuelle, for ikke at forvirre laeseren
med ungdvendige matematiske kroller og regler. @nsker man alligevel en dybere gen-
nemgang af fysikken gennem matematikken, kan man blot spgrge underviserne.

P& denne camp vil vi i fysik arbejde med et overordnet begreb man kalder bevarede
storrelser. En bevaret stgrrelse er netop kendetegnet ved, at den i et givet system er
bevaret. Det vil sige, at kigger du pa et afgraenset omrade med en opstilling, ogsa kaldet
dit “system”, sa sendrer den bevarede stgrrelse sig ikke, uanset hvad der sker. En bevaret
storrelse er nyttig for fysikere, idet vi kan bruge den til at udregne, hvordan et system
vil opfere sig. For eksempel kan vi bruge den bevarede stgrrelse kendt som impuls til at
beregne bevaegelserne af nogle billiard kugler pa et bord. De to bevarede storrelser vi
skal arbejde med her er netop impuls og ogsa energi.

Hvis du synes, at det lgd lidt kringlet, sa fortvivl ej. I fysik kan vi godt lide at finde
ind til de mest generelle og grundliggende principper, der ligger bag de faenomener vi
kan observere, sa formuleringerne kan godt komme til at virke lidt abstrakte. I dette
kapitel vil vi forsgge at tage dig i handen, og fore dig fra noget konkret og handgribeligt
over i de mere generelle fysiske principper bag.

2.2 Matematik

Ligesom i alle andre naturvidenskaber, spiller matematik en vigtig rolle i fysikken. Mate-
matik er bade det sprog vi bruger til at kommunikere fysiske sammenhaenge, og samtidig
et vaerktaj vi bruger til at lgse problemer. I dette kapitel forudseetter vi derfor, at leeseren
er bekendt med algebraisk manipulation til lgsning af simple ligninger. Hvis du ikke er
helt sikker pa hvad det betyder, sa kig pa kapitlet om matematik.

Algebra

Ligninger slipper man ikke uden om i fysikken, det kan veere I har leert at lgse en ligning
fgr, men vi vil her give en kort forklaring. En fundamental regel er, at det du ggr mod et
element i din ligning, det gor du mod alle elementer i din ligning. Det kan forstaes som,
hvis du har ligesd mange lektier som din klassekammerat, og I begge far 1 lektie mere
for, sa geelder ligningen for jeres meengde af lektier stadig, da I stadig har lige mange
lektier for. Det kunne ogsa veere, at I begge klarede halvdelen af jeres lektier, sa geelder
ligningen stadig. Men hvis du kun klarer halvdelen af dine lektier, eller din klassekam-
merat far flere (ekstra) lektier for, sa geelder ligningen ikke, da I sa ikke leengere har lige
mange lektier for. I mange matematiske tilfzelde beskriver vi lektier, eller hvad det nu er
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for en stgrrelse vi er interesseret i, med et x. Man veelger ofte x, da x kan betegne hvad
som helst, f.x. lektier. Vi gengiver “lektie ligningerne” nedenunder, hvor x er mangden
af lektier, som du startede med, og y er meengden af lektier, som din kammerat startede
med. Hver side af lighedtegnet angiver, hvor mange lektier I hver isser har nu.

I starter begge ud med den samme maengde lektier, men vi skriver dem her med sym-
bolerne z og y:
xT=y (2.1)

I er hver iseer startet ud med x og y og I har begge faet en lektie mere, sa nu har I
folgende maengde lektier:
r+1l=y+1 (2.2)

Er I hver iseer startet ud med = og y, og I har begge lavet halvdelen af jeres lektier, kan
det skrives saledes: r oy
z_2 2.3
5= (2.3)

Hvis vi indsaetter og siger, at x = 1 i den fgrste ligning, og alle de andre, sa skulle vi
finde, at y har samme vzerdi i alle andre ligning som i den fgrste, da vi startede med at
antage, at I havde faet den samme maengde lektier for:

1=y (2.4)

Her skriver vi, at y er 1, da vi indsatte x = 1 i © = y, derfor ma y ogsa veere lig med 1 i
de resterende ligninger.

Vi skulle gerne fa samme resultat, nar vi kigger pa alle ligningerne som vi har gen-
nemgaet. Lad os derfor se pa den anden ligning som vi gennemgik. I starter begge ud
med z og y, og I har begge faet 1 lektie mere:

l+l=y+1=2 (2.5)

Her far vi sa en ny ligning y + 1 = 2, men hvis vi traekker 1 fra pa begge sider, sa ma
vi kunne finde ud af, hvad y er. Hvis vi formindsker begge sider med 1, sa ma de stadig
vaere lige store, 20 = 20 og 20 — 1 = 20 — 1 = 19 har begge det samme staende pa hver
side af deres lighedstegn. Altsa; 20 er ikke det samme som 20 — 1, men 20 — 1 er det
samme som 20 — 1. Traekker vi nu 1 fra pa begge sider af ligningen:

y+l1-1=2-1=1 (2.6)
Safarviaty =1, fordiy+1—1 = y+0 = y, da +1 og —1 gar ud med hinanden og giver 0.

Vi ser nu pa ligningen, hvor I begge har lavet halvdelen:
(2.7)

Her bliver vi ngdt til at gange med 2 pa begge sider, det ma vi igen godt, fordi fordobler
vi begge sider, sa ma begge sider stadig vaere lige store. For eksempel sa har 20 = 20 og
20 -2 = 20 -2 = 40 begge det samme staende pa hver side af deres lighedstegn, ligesom
tidligere, hvor vi trak det samme fra pa begge sider.

1 Y
Z.9=2.9-1= 2.8
5 5 y (2.8)
Sé vi far altsé igen, at y = 1, fordi £-2 = y-2 = y-1, da 2 halve giver 1 hel. Vi bemaerker
kort at alle regnerglerne ogsa virker, hvis = og y ikke er lig med hinanden, som hvis du

eller din ven gik i en klasse med ekstra lektier.
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Nu antager vi, at du starter ud med x lektier, og du har 1 lektie mere end din kammerat,
der starter ud med y lektier. Dette kan udtrykkes i en ligning som denne:

r=y+1 (2.9)

Har vi sa, at du far z = 3 lektier for, sa ma din kammerat fa y = 2 lektier for, da 3 = 2+1.

Forestil dig, at du far = lektier for, og du har en mindre sgskende i en mindre klasse,
hvor de far y lektier for, der er halvt sa mange lektier, som du far:

Nu kan vi prgve at seette 2 ind som x og prgve at finde y:

2=y-2 (2.11)
Dette giver:
2 L_,.2 =1 (2.12)
e T T '

Vi far altsa, at din mindre sgskende har 1 lektie for, hvis du har 2 og generelt bare
dobbelt s& mange som du har.

Konklusionen du kan tage fra det her er, at hvis du gerne vil isolere noget (det er
det, vi kalder nar vi far noget til at sta alene, sa for eksempel i udtrykket t = y+1er x
isoleret), ligesom vi har gjort for at finde y, sa skal du bare “anti”-ggre det, der pavirker
den. I tabel 2.1 kan I se de forskellige regnetegn og deres modseetninger. Hvis du f.x. har
et tal benaevnt a, som du gerne vil fjerne fra den ene side i en ligning, f.x. i x = y + «a,
sa skal du bare finde ud af, hvad den modsatte operation til + er, og her ville det vaere
at traekke fra, sa * —a = y + a — a = y. Vi kan ogsa prgve at indsatte a = 1 og se, at
det passerzx —1=y+1—-1=y.

Tabel 2.1: Regneveerktgjer og deres modsaetning

Regneveerkte] Regnetegn Modseetning Anti-regnetegn

Laegge til a+b Treekke fra a—b
Gange a-b Dividere z
2. Potens a? Kvadratrod Va

Man skal bare huske, at ggr du noget ved én ting, skal du ggre det ved alle ting, hvis
du ligger 1 til pa den ene side af lighedstegnet, sa ggr du ogsa det pa den anden side af
lighedstegnet.

Hvis du fordobler et led, sa ggr du det pa alle led, (her er et led bare tal ganget
sammen og led pa samme side af et lighedstegn er adskilt af + eller —, sa 2-3 eller z -y
er hver et led, men 2-34+x-y-zertoledog1-2=2-3-44x-y er tre led, da det
er tre forskellige ting, der hver for sig er ganget sammen, som laegges sammen. Dette er
illustreret i folgende ligning:

1.-2=2-3-4+x-y
1. led 2. led 3. led

Se pa det som, at du har 4 forskellige bunker, der har en eller anden samlet vaegt,
og hver bunke har sit materiale f.x. stal, pap, plast og trae. Den samlede vaegt er altsa:

total = stal + pap + plast + tree
Skal du fordoble den samlede vaegt, sa skal du fordoble vaegten af dem alle sammen:

2 -total = 2 -stal + 2 - pap + 2 - plast + 2 - trae
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Vi kan ikke bare fordoble stal og sige, at den samlede vaegt er fordoblet, da de hver
iseer giver deres eget tillaeg til den samlede vaegt.

For at simplificere den formel, sa vil vi bruge en parentes altsa “()”, det ggres saledes:
2 - total = 2 - (stal 4+ pap + plast + tree)

Parentesen siger at indholdet inden i den skal regnes fgrst. I dette tilfselde kan man
sa enten gange det, der star udenfor parentesen ind, i dette tilfeelde 2 tallet, pa alle
ledene indeni parentesen, sa far vi:

2 - (stal + pap + plast + trae) = 2 - stal + 2 - pap + 2 - plast + 2 - tree

ELLER man kan laegge stal sammen med de andre bunker fgrst og sa gange med 2.
Dette er dog sveert at illustrere med dette eksempel, da det ikke rigtig giver mening at
leegge f.x. stal og trae sammen.

Set pa samme eksempel men med penge, sa om du far det dobbelte af 100 kr. og sa
far det dobbelte af 150 kr., eller om du far 100 kr. og 150 kr. og sa far fordoblet, hvad
du har lige har faet, sa giver det samme resultat:

(100 + 150) - 2 = 100 - 2 + 150 - 2 = 200 + 300 = 500
(100 + 150) - 2 = (250) - 2 = 500

Brug af parenteser er noget, som vi ggr meget brug af i fysikken, fordi det ggr, sa vi kan
ggre formler simplere, f.x. med vores bunker, sa ville vi ikke behgve at skrive gange 2
hele tiden, men kun én gang.

Regneregler for brgker og potenser

I dette afsnit vil der blive gennemgaet forskellige regneregler, der ofte bliver brugt, nar
man lgser forskellige ligninger i fysik. Der vil kort blive gennemgaet, hvad brgker og
potenser er, og hvordan man regner med dem. Til sidst i afsnittet vil regnereglerne veere
skrevet op pa en generel form, selvom regnereglerne vil blive udledt ved brug af specifikke
tal.

Figur 2.1: Repraesentation af brgker.

Pa figur 2.1 kan I se nogle figurer, der er delt op i mindre dele. Det er i princippet
det, som vi ggr med brgker. Vi har mindre dele af en hel enhed. For eksempel er et
klassisk eksempel en halv eller %, men hvis man har to halve, altsa % = 1, kan man
konstater, at to halvdele giver en hel.

Dette virker ikke kun med halve, det geelder ligemeget hvor mange dele, som du
veelger at inddele din enhed i. Har du har alle de mindre dele, sa har du ogsa den
hele. Vores eksempel med to halve, gaelder altsa for alle tal, om det er halvfjerds eller
30 millioner, sa halvfjerds halvfjerdsindstyvendedele er en hel, det samme skrevet med
matematik er: % =1.
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Det er sadan, vi ofte arbejder med brgker, vi vil gerne have tingene giver 1, fordi sa
gar de ud, eller rettere er ligegyldige, det betyder nemlig ikke s& meget, hvis vi ganger
med 1, fx. 1-2 = 2, vi kan altsa bare skrive 2 i stedet for regnestykket. Der findes et tal,
som vi ikke kan have dele af, det er 0, derfor er det pakraevet at det nederste i brgken
ikke er nul

Opgave 2.2.1: Na-nej, det ma man ikke! Prgv at teenke dig til, hvad man far, hvis
man dividerer med 0.

Vi kan dog have en situation, hvor vi ganger brgker sammen, fx. en halv gange en

halv eller halvdelen af en halv 3 -1, halvdelen af en halvdel er en fjerdel, altsa -1 = 1,

2
det far vi ved at gange lige over, altsa % . % = ;—é = i. Det geelder selviglgelig ogsa for
alle andre tal, bare vi husker vores regel med ikke at dividere med nul! Det modsatte

kan ogsa ggres, at dividere med brgker, hvilket kan vaere bgvlet nogle gange, men man
1
gor i realiteten det samme. fx. 4, her ved vi jo svaret er 1, da det er et tal divideret med

2
sig selv. men i realiteten star der jo faktisk % -1 hvilket vi kan regne med den forrige
2

_ 11 _ 1 _1_ : o
regel som = 1 = T=1= 1 og minsandten sa gav det 1.

2
Men vi kan ogsa se det pa en anden made, hvor vi i stedet flytter rundt pa den
1

nederste del af brgken. 3 - 1 hvis vi halverer hvad heleheden er, si& ma vi have en

dobbelt sa stor del af helhedén7 altsa hvis du naede 1 ud af de 2 ting du skulle, har du
% = 0,5, men hvis du kun skulle klare halvdelen altsa 1, s& + = % =1, sa har du naet
det dobbelte af hvad du skulle opna, ift. hvad du havde for. Det haenger altsa sadan
sammen, at hvis du dividerer den nederste del af brgken med noget, sa kan du ogsa bare

gange med det samme, i vores tilfzelde 2% =2 % = % = 1. Igen gzelder dette for alle tal,

sa laenge vi ikke dividerer med 0. Regnemaden kan ogsa huskes pa, at man skal gange
omwendt, ift. nar vi ganger brekerne lige over. Du ganger altsa toppen pa den ene med
bunden pa den anden og bunden af den ene med toppen af den anden. Dette gjorde vi
her, med ved at gange toppen 1 med bunden af det den bliver divideret med ’%’, altsa
2, og bunden bliver ganget med 1. Skrevet pa matematik-sprog:

- 2 (2.13)

Sa kan vi ogsa have brgker, der leegges sammen, fx. to halve, som vi ved giver 1, det
gor man matematisk saledes: 3 + 3 = 132 = 1, man legger altsa bare delene sammen.

Det gaelder dog kun hvis det er med ens bunde. fx:

1 1 1+1 1+1
— 4+ - _ _ 2.14
st17 57 (2.14)

Her er vi ngdt til at ggre sa vi har ens naevnere, det gor vi ved at forleenge de to brgker,
fx 22 =12 =2 Vi far i vores eksempel i ligning ligning (2.14):

1 1 1-4 1-2 5
st1-3at127% (2.15)

_1
—1+1°

ikke have, da vi dividere med 0 altsa %—H = %, sa selvom der ikke direkte star 0, sa
kan det stadig veere ulovligt, sa hvis vi har en vilkarlig brek 3%, sd ma det gelde at
b+ ¢ # 0, fordi ellers er brgken ulovlig!

Nogle gange kan vi have at bunden er beskrevet ved en sum, fx. den brgk ma vi

Nogle gange er det nyttigt at kunne gange det samme tal med sig selv flere gange.
For eksempel kan man gnske sig at skulle gange 2 med sig selv 4 gange: 2-2-2-2 = 16.
Dette kan dog skrives pa en nemmere made ved at bruge potenser:

24=2.2.2.2=16
4
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Pa denne made er det muligt at skrive nogle udtryk pa en mere kompakt form:
2 =16

Her kaldes tallet 2* for en potens, sa nar vi snakker om at opskrive en potens, s& mener
vi at opskrive et tal pa den made. I dette tilfzelde kaldes tallet 2, der er farvet blat, for
grundtallet og tallet 4, der er farvet rgdt, kaldes for eksponenten.

Der skal nu undersgges, hvad der sker, nar forskellige udtryk med potenser kombi-
neres, og i slutningen af dette afsnit vil regnereglerne veaere skrevet op pa en generel
made.

Hvad sker der for eksempel, nar hele den forrige ligning oplgftes i tredje?

3-4=12
(213 =(2-2-2-2)-(2-2-2-2)-(2-2-2-2) =212 =213

4 4 4

Det kan saledes ses, at oplgftes en potens med en eksponent, sa ganges eksponenterne
sammen.

Hvad sker der mon, nar to potenser med samme grundtal men forskellige eksponenter
divideres med hinanden?

5
—N—— 3
25 (2:2:2:2.2) —7—
—:¥:(2-2~2):23:25—2
22 (2-2)
N——

Det kan saledes ses, at divideres to potenser med samme grundtal sa fratrackkes ekspo-
nenten fra potensen i nevneren fra potensen i tzelleren.

Er det derimod to potenser med forskelligt grundtal men samme eksponent, der
divideres med hinanden geaelder folgende:

3
S0 0-0)
3 3

I dette tilfeelde kan hele brgken seettes som grundtal og den feelles eksponent som den
nye eksponent.

Er det nu to potenser med forskelligt grundtal og samme eksponent, der ganges med
hinanden sker fglgende:

2%.5°=(2-2-2)-(5-5-5)=(2-5)-(2-5)-(2-5) = (2-5)*

Produktet af de to grundtal bliver saledes det nye grundtal oplgftet i den gamle ekspo-
nent.
Ganges to potenser med samme grundtal sker fglgende:

23.22=(2.2-2)-(2-2)=(2-2-2-2.2) = 2° = 23+2

Grundtallet forbliver saledes det samme, og den nye eksponent bliver summen af de to
eksponenter.

De regneregler, der er blevet gennem gaet i dette kapitel, star her til sidst pa en mere
generel made[5], hvor bogstaverne a, b, ¢ og d kan vaere forskellige tal, medmindre andet

er angivet. For eksempel kan man i ligning (2.16) bruge a = 3, b = 9 og ¢ = —5, hvilket
giver 3-9/(—5) = 27/(-5).
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Brgkregneregler:
b ab
a~2:%, c#0 (2.16)
a c ac
5 =g bA0dHAD (2.17)
L= bA0,c#0 (2.18)
%:%, b#0 (2.19)
¢ a d ad
b2 =2 b0, 0 2.20
TR T e PF0eT (2:20)
b b
%:E’ c£0,a#0 (2.21)
Potensregneregler:
(a®)=ab¢, a>0 (2.22)
1
a ! = — a#0 (2.23)
a™ _
o =a" a#0 (2.24)
a” a\"
= (g) . b#£0 (2.25)
a” - b" = (a-b0)" (2.26)
a™-a" =amt" (2.27)
a®=1, a#0 (2.28)

2.3 Bevaegelse i 1 dimension

Fgr vi kan forsta impuls og energi, er det en god ide at forsta, hvordan ting bevaeger
sig. I fysik skelner vi mellem bevaegelse i 1, 2 og 3 dimensioner, sa lad os fgrst prove at
forsta begrebet dimension.

Dimensioner

Du har méske hgrt, at vi bor i en tredimensional verden', men hvad vil det egentlig sige?
Det betyder, at vi kan skelne mellem tre forskellige vinkelrette linjer i rummet; op/ned,
hgjre/venstre og frem/tilbage.

Opgave 2.3.1: Prgv at teenke dig til en fjerde linje, der er vinkelret pa de tre andre.

Du skulle gerne na frem til, at opgave 2.3.1 ikke kan lade sig gore. Det er derfor vi
siger, at vi bor i en tredimensional verden?. I dette kapitel vil vi for nemhedens skyld
holde os til at arbejde med én dimension. Det vil sige, at alting foregar pa den samme
linje, eller sagt pa en anden made, sa er der kun to retninger man kan ga, nemlig frem
og tilbage. Altsa vil den rummelige verden vi arbejder med fra nu af, besta af en enkelt
linje.

Position, hastighed og fart

Du har maske en intuitiv forstaelse for, hvordan bevaegelse ser ud, sa lad os nu seette lidt
matematik og nogle begreber pa denne intuition. Her er det vigtigt at have tre begreber

1Med det mener vi 3 rummelige dimensioner. Derudover har vi en tidslig dimension, men den skiller
sig lidt ud fra de andre. Hvis du vil vide mere om dette, sa find en god bog om speciel relativitetsteori
2Mere formelt kan man sige at der er tre lineert uafhengige retninger
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pa plads. Det forste er position. Dette er, hvor et givet objekt er henne i rummet. Nar
vi arbejder med 1 dimension, er positionen derfor angivet af bare et enkelt tal, altsa
hvor langt henne af linjen, man er. Generelt er position en vektor, mere om dette i det
fplgende.

Det andet, vi skal kende til, er hastighed. Dette er, hvor hurtigt positionen af et
objekt sendrer sig. For eksempel kunne et objekt have en hastighed pa 5 % mod nord.
Grunden til, at jeg angav en retning, er, at hastighed er en vektor. Du behgver ikke vide
saerlig meget om vektorer for at forsta det folgende, bare taenkt pa vektorer som tal med
en retning eller en pil med en leengde og en retning. Nar vi arbejder i én dimension, er
retningen angivet af fortegnet pa hastigheden, for eksempel kunne minus betyde tilbage,
og plus fremad.

Fart heenger sammen med hastighed, og det er en hyppig fejl, at man bytter om pa
dem. Fart er lengden af hastighedsvektoren, da hastigheden jo er givet ved en vektor,
og modsat hastigheden er farten ikke en vektor. Altsa har fart ingen retning, kun en
stgrrelse, mens hastighed har bade stgrrelse og retning. Laengder kan kun veere positive,
da det for eksempel ikke giver mening at sige, at en pind er —5cm lang, og derfor
er farten af et objekt altid en positiv stgrrelse. Det betyder, at i det endimensionelle
tilfeelde, ville bade et objekt med en hastighed pa —5 == og 5 =+ have en fart pa 5 7. Med
farten kan vi altsa sige om nogen lgber eller gar, men med hastigheden kan vi sige noget
om, hvorvidt de lgber eller gar vaek fra os eller taettere pa os.

Dette er illustreret pa figur 2.2, hvor der er tegnet en rgd og en bla pil, der symboli-
serer to forskellige objekter, der bevaeger sig med to forskellige hastigheder:

jvi| =3¢

—_o9m
|U2|_25 01:*3%

—9om
’UQ—QS

AR AR R R AR R R N RN R

Figur 2.2: |v| angiver leengden, farten, af pilen, og v angiver, hastigheden, retningen af
pilen. Farten er altid positiv, selvom hastigheden godt kan vaere negativ.

Acceleration

Det kan veere, at du har hert om acceleration, f.x. i forhold til biler. Der hgrer man
maske om en bil, der kan accelerer fra “0 til 100 pa 10 sekunder”. Det der bliver sagt
her er, at bilen har sendret sin hastighed fra 0 kTm til 100 kTm over en periode pa 10s. Nar
vi beskriver acceleration, sa beskriver vi altsa sendringen pa hastigheden over, hvor lang
tid det tog at eendre hastigheden, f.x. en stigning pa 100 % over 10s.

Dette minder dig maske om det ovenstaende afsnit, hvor hastigheden var sendringen
af positionen over tid. Acceleration er altsa sendringen af sendringen af position over tid3.
Vi kunne blive ved med at kigge pa sendringer af szendringer af sendringer. Men det er
sjeeldent at vi gider at ga dybere end acceleration. Ligesom hastigheder er accelerationer
ogsa vektorer, du kan jo ikke blive hurtigere i ingen retning, sa star du bare stille.

For at beregne acceleration, sa skal du egentligt bare ggre matematisk, som vi lige
beskrev det. Acceleration er en &endring i hastighed over den tid, som det tog. En endring
i hastighed betyder, at vi finder ud af, hvor meget stgrre den hastighed man slutter med
er, end den man starter med. Man treekker altsa de to hastigheder fra hinanden, f.x
er endringen fra 1 til 4 lig med 3. Det finder vi ved at traekke 1 fra 4. I tilfselde hvor
starthastigheden er nul, sa treekker du sa nul fra sluthastigheden, hvilket ikke sendrer
noget. Nar der star noget over noget andet, betyder det matematisk, at noget er divideret

31 gymnasiet lzerer man noget, der hedder differentialregning og integralregning. Dette kan bruges
til at beskrive sendringer i et system, og det kan saledes bruges til med matematik at beskrive hastighed
som en @ndring af position over tid, og ligeledes for acceleration.
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med noget andet. Dette skriver vi ofte som brgker, som vi har beskrevet i afsnit 2.2, der
starter pa side 28.

Man finder altsa accelerationen a ved at traekke starthastigheden vsyq,¢ fra slutha-
stigheden vy, altsa sluthastigheden minus starthastigheden, og dividere det med hvor
lang tid det tog tsjut — tstart, det giver os folgende formel:

_ Uslut — Ustart

(2.29)

tslut - tstart

Vi vil ggre den lidt mere generel:

Uslut — Ustart
= 2.30
A7 (2.30)

Her har vi beskrevet tiden det tog, som At, det ggr vi, fordi i matematikkens verden
betyder A%, ogsa kaldet delta, sendring. Fordi nogle gange er vi bare givet sendringen i
tid, altsa hvad starttid trukket fra sluttid var. Men i realiteten star der det samme, det
er bare en mere generel, simpelere og panere made at skrive det pa.

Opgave 2.3.2: Fra 0 77 til 20 7 pa 10 sekunder En cyklist begynder at cykle. Efter
5 sekunder har han naet en hastighed pa 20 7.

1)Hvor hurtigt har han accelereret? (Hint: brug ligning (2.30))

Kraft

Nu har vi beskrevet, hvad position, hastighed og acceleration er. Nu skal vi forklare
det, som Isaac Newton arbejdede med, kraft. Kraft er forholdet mellem inertien, altsa
veegten, af en ting ganget med dens acceleration, det er faktisk det som Newtons anden

lov siger:
F=m-a (2.31)

f.x. har vi tyngdekraften, som altid skubber os lodret ned.

Som I dog nok har lagt maerke til, sa bliver vi ikke trukket ned igennem jorden.
Dette er, fordi jorden skubber tilbage med en ligesa stor modsatrettet kraft, (den kraft
kaldes normalkraften), som ggr, at kreefternes reelle pavirkning pa os er 0, vi har altsa
en ligning som giver nul:

Ftyngde + Frormat =0 (232)

Det er meget herligt at den giver nul, da den bade ggr, sa vi ikke falder igennem jorden,
og sa vi videre kan udlede formler for impuls. Vi kommer ikke til at arbejde sa meget
mere med krafter i dette kompendium, vi bruger dem kun til at udlede de love, vi skal
bruge, og det ggr vi nede i afsnit 2.4.

2.4 Impuls

Impuls er et begreb, der beskriver hastigheden af noget sammen med dets inerti. Inerti
er et begreb for, hvor meget en ting vil modstride acceleration, altsa sendring i sin hastig-
hed. Det kan forstaes som hastigheden af en ting, og hvor sveer den er at stoppe. I vores
tilfeelde er inerti ensbetydende med masse eller vaegt. Det kan veere, at det umiddelbart
giver mening, hvis vi forestiller os en bowlingkugle, den er sveere at flytte end et papirs-
fly, da bowlingkuglen er tungere og har dermed hgjere en inerti end papirsflyet. Vaegt
er i vores verden det, der ggr ting sveere at flytte, f.x. en bowlingkugle ift. et papirsfly.
Nar der er beveaegelse af ting med vaegt eller rettere inerti®, si kan det beskrives med
impuls, dette ggres iseer, hvis der er to ting med inerti som rammer hinanden, f.x. en
bowlingkugle, der rammer bowlingkegler, sa kan vi se, hvordan hastigheden og impulsen

4Dette symbol er den store udgave A af det graeske bogstav delta. Det lille delta ser sidan her ud 6.
5Det er en meerkveerdig ting, at inerti og masse (ved hastigheder langt under lysets) er det samme
i vores verden, prgv at forestille dig hvis de ikke var.
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bliver overfgrt fra en tung ting til en mindre tung ting og omvendt.

Nu skal vi vise jer udledningen af formlen for impuls. Det kan godt veere, at mate-
matikken ser tung ud, men vi skal nok forklare det trin for trin, og hvis du er blevet
ekspert i algebraen vi har leert i afsnit 2.2, sa vil du ikke have nogen problemer her. Vi
starter med at kigge pa Newtons 2. lov fra ligning (2.31), hvor vi vil forbinde den med
ligning (2.30), der var formlen for acceleration:

Uslut — Ustart

F: . =
m-a m Al

(2.33)
Vi fortalte om, hvordan to kreefter kan udligne hinanden, ligesom tyngdekraften og nor-
malkraften i ligning (2.32). Vi skal her se pa et tilfeelde, hvor to bolde rammer hinanden
saledes, at de pavirker hinanden med den samme kraft, sa den totale pavirkning giver
nul:

Fi+F,=0 (234)
Det vil vi sammensaette med den formel, ligning (2.33), vi lige sammensatte for, hvad
en kraft er:
Vigpur ~ Ylstars V2410t~ V2stars
—siul ___sierd Lt ——ter? — 2.
A + ma At 0 (2.35)

Nu kan vi sa gange sendringen af tiden veaek, da det er den samme tid for begge bolde:

my -

U1 — U1 — V2

V2
m slut start ‘At m . slut start . At — 0 . At 2,36
! At e At (2.36)
Sa vi far:
M1 (V1,0 = Vlgan) T M2 (V2,,, —V2,,,,) =0 (2.37)
Sa kan vi gange ind i parentesen:
M1V, — M1V, + M V2, — M2 v, =0 (2.38)

I kan maske se, hvad vi skal nu? Laegger vi alt det, der har et minus foran sig, til pa begge
sidder, sa kan vi vise, at udtrykkende med sluthastighederne er lige med udtrykkene med
starthastigheder:

(2.39)

my - V1, +me vz, =0+my v, +me- 02

start start

Det lufter allerede lidt af, at der er noget som er bevaret fgr og efter stgdet, det er
selvfglgelig impuls, som vi nu bruger til at simplificere udtrykket. Vi skriver formlen for
impuls som fglgende:

p=m-v (2.40)

Sa kan vi altsa skrive fglgende:

DPlarare T P20ars = Plaur T P2urus (241)

Her kan vi altsa se, hvordan impulsen i starten lagt sammen, giver impulsen i slutningen
lagt sammen. Det vil vi beskrive naermere i afsnit 2.6, hvor vi taler om bevarede stgrrelser,
som inkluderer bevarelse af impuls.

Opgave 2.4.1: Bowlingkuglens impuls En bowlingkugle med veaegten 5kg bevaeger
sig med 10

1)Find impulsen af bowlingkuglen (Hint: kig pa ligning (2.40))

2)Hvilken enhed har impuls? (Hint: prgv at ignorere tallene og bare kig pa, hvad du
ganger sammen)
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2.5 Energi

Energi er et begreb, I nok har hgrt om, det er en stgrrelse der kan have mange former,
fopr eksempel har bade en bil der kgrer, din mobil og dig forskellige former for energi.
Nar ting bevaeger sig, sa har det energi, hvilket er grunden til, at man kan omdanne
bevaegelse til elektrisk energi, f.x. ved en hamster i et hjul. Formlen for energien af
noget, der bevaeger sig, den kinetiske energi, er:

Eiin = % -m - v? (2.42)
I de fleste tilfeelde kan formlen for, hvad energien af en ting, som ggr noget, er, skrives
som halvdelen af noget der har med tingen at ggre, ganget med hvor meget den gor det,
i anden®. Her er det halvdelen af, noget der har med tingen at ggre (vaegten), ganget
med, hvor hurtigt den beveeger sig (hastigheden) i anden.

Vi kan se, at hastigheden er lgftet til anden potens, sa derfor betyder det ikke noget
for energien, om den beveaeger sig vaek eller mod vores malepunkt. Det ville heller ikke
give mening, hvis noget kunne have anti-energi, hvis det bare gik veek fra os, nej, den
har brug for energi for at bevaege sig, den giver ikke energi for at bevaege sig.

Opgave 2.5.1: En flyvende hjerne En hjerne med vaegten pa 2kg flyver gennem
luften med en hastighed pa 2 2

1)Hvor hgj kinetisk energi har hjernen?

2.6 Bevarede stgrrelser

I afsnit 2.4 om impuls og i introduktion til kapitlet, har vi brugt begrebet bevarede
storrelser, som betyder stgrrelser, som ikke sendrer sig’. I har maske hgrt, at energi er
konstant, det betyder, at vi hverken kan gdelsegge eller skabe ny energi. Det siger dog
ikke noget om, at vi ikke kan omdanne en type af energi til en anden type, sa leenge den
samlede mangde energi holdes konstant.

Dette er sandt i hvad vi kalder et lukket system, som er et system, hvor der ikke er
noget, der pavirker det ude fra. Et lukket system er f.x. en bold, der ligger pa jorden,
den har ingen kinetisk energi og ligger stille. Det system er ikke laengere lukket, hvis
der kommer en kraft, som en fodboldspiller, der sparker den. Dog kunne vi godt have
haft fodboldspillerens spark med i vores udregning af energien. Derfor kan det maske
give mening, hvordan hele universet er et lukket system, hvis vi tager alting med i vores
udregninger. Pa den made er der ikke nogle ydre kraefter, og der bliver ikke skabt energi,
men I kan nok godt forestille jer, at det er lidt sveert at holde styr pa hele universet, vi
estimerer derfor, at f.x. fodbolden er i et meget lukket system.

Bevaret energi

En bevaret stgrrelse, som vi kommer til at arbejde med, er bevaret energi. Som vi lige
har neaevnt, kan man ikke gdelaegge og skabe energi, derfor er der altid s& meget energi i et
lukket system ved slut, som der var ved start. Energien kan ikke skabes eller gdelaegges,
men den kan godt tabes®, ved f.x. at blive til varme, I har méske provet at gnide jeres
haender mod hinanden for varme, der omdanner du beveaegelses-energi til varme-energi.
Nar energi bliver omdannet til varme, sa mister vi altsa noget af bevaegelsesenergien,

6Dette er ikke en reel regel, men bare en huskeregel for, hvad energiformlen ofte er. For eksempel
minder formlen for rotationel energi meget om denne. Faktisk er rotationel energi en form for kinetisk
energi.

"Der findes en tat sammenhzeng mellem symmetrier og bevarede stgrrelser, sa at for hver gang en
storrelse er bevaret, findes der en symmetri som er bundet sammen med den.

8Nar man mener, at energi tabes, s& mener man bare, at det er blevet omdannet til en mindre
brugbar energiform.
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det er derfor, at ting ikke kan holde hastigheder uden, der bliver tilsat mere energi,
medmindre de er i specielle situationer som f.x. ude i rummet.

Hvis vi ved, at der ikke er noget energi, der bliver tabt som varme, sa kan vi beskrive
bevaegelsesenergien i et system som fglgende:

Eiin, = Eking (2.43)

Ligningen siger, at den kinetiske energi i situation 1 er den samme som den i situation
2. Denne ligning kan vi saette sammen med formlen for kinetisk energi, sa vi far at:

%~m1~v%:%~m2~v§ (2.44)
Her siger vi at halvdelen af inertien, eller veegten, ganget med hastigheden i anden i
situation 1 er det samme som halvdelen af inertien, eller vaegten, ganget med hastigheden
i anden i situation 2.

Hvis vi gar ud fra, at tingene ikke sendrer veegt undervejs, sa m; = mo, kan vi
beskrive dem begge med samme bogstav m, sa kan vi se, hvordan der star det samme
pa begge sider, bortset fra vy og vy, derfor ved vi, at v; = vg, ud fra vores lignings
regneregler:

1 1
§'m~v%:f~m'v§ (2.45)

Vi kan dividere med % -m pa begge sidder:

-m

"U%:
-m

(SIS
[SIEISIES
S

)

—
N
i
(=2}

=

Og sa far vi:

1-v=1-v3 (2.47)
v? = v2 (2.48)
v = /v (2.49)
V1 = Vg (250)

Vi far altsa, at hastigheden i situation 1 er lig med hastigheden i situation 2, hvis
der ikke tabes energi eller @endres inerti eller vaegt, undervejs. Nar vi arbejder med
energibevarelsen, sa vil vi dog arbejde med flere ting, der er i bevaegelse, de udregninger
kan ses i afsnit 2.7 om stgd.

Bevaret impuls

En anden bevaret stgrrelse, som vi kommer til at arbejde med, er bevaret impuls i
forhold til sammenstgd. Det er simpelthen bare, at den maengde impuls, der var fgr et
sammenstgd, er den samme, der er efter. For eksempel to bolde, hvor den ene ligger
stille og den anden har en hastighed, hvis de rammer hinanden, sa deler hastigheden sig
ud over dem begge. Hvad deres hastigheder slutter af med at veere, det kommer sa an
pa deres inerti, altsa vaegt, og hvilken form for sted det var, det vil vi deekke neermere i
afsnit 2.7 om stgd.

Igen sa har vi behov for et isoleret system for dette geelder, igen hvis en fodboldspiller
kommer ind og sparker til en af boldene, fgr vi har kunne finde deres slutimpuls, sa kan
der veere mistet noget impuls eller skabt noget, impulsen vil altsa ikke veere bevaret,
hvis der er noget der kommer ind og eendre pa situationen.

Hvis der ikke har veeret nogle fodboldspillere, der har sparket til vores forsgg, det
vil sige, at systemet har veeret isoleret, imens vi udfgrte vores forsgg, sa kan vi opstille
fglgende formel, da impulsen er bevaret:

p1= D2 (2.51)
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Ligesom vores formel for bevaret energi, sa siger vi, at impulsen i situation 1 er den
samme i situation 2. Nu kan vi, ligesom da vi opsatte formlen for bevaret energi, satte
formlen for impuls ind:

mi v = Mo -V (2.52)

Hvis vi gar ud fra, at der ikke bliver tabt eller tilfgjet nogen inerti, eller veegt, sa kan vi
igen beskrive m; = mg = m, sa vi kan lave fglgende formel, som vi kan udlede fra:

m-v =m- vy (2.53)

Sa kan vi igen dividere med inertien, eller vaegten, pa begge sider:

@ V1 = @ * V9 (254)
m m

V1 = V2 (255)

Fra begge vores udledninger kan vi se, at har et objekt en hastighed og ingenting sparker
eller pa anden vis pavirker det, sa sndrer det ikke hastighed. I den virkelige verden vil
der dog umiddelbart altid veere lidt friktion og luftmodstand osv., men det ser vi bort
fra, da vi alligevel kan fa nogle nyttige resultater, og det gor beregninger meget nemmere.
I fysik veelger vi ofte at taenke pa verden som perfekt, for at gore det muligt at regne pa.

Men hvad nu hvis der ikke bare er én ting, der bevaeger sig? Det er det spaendende
ved at regne med impuls, og det vi vil kigge pa i afsnit 2.7 om Stgd. Nar vi snakker om
“stgd” er dette ikke elektrisk stgd, men stgd som i sammenstgd.

2.7 Sted

Stad er det, der fremkommer, nar flere bevaegende ting rammer hinanden, og for at
holde det simpelt, sa vil vi holde os til to bevaegende ting, der rammer hinanden. Prin-
cipperne, der geelder for to bevaegende objekter, er de samme, der geelder for tre, fire,
firehundredeogtyve osv. beveegende objekter, men det er nemmere at holde styr pa jo
feerre objekter, som man regner med.

Flere bevaegende ting

Nar vi har to (eller flere) bevaegende ting, sa ma de jo have en energi og en impuls, men
rammer de hinanden, sa er der jo noget, der “sparker” og sendrer pa de forskellige ha-
stigheder i systemet. Det er sandt, men det betyder ikke, at systemet mister impuls eller
energi, medmindre energien gar tabt i varme. De ligninger, vi skrev op under afsnit 2.6
om bevarede stgrrelser, gaelder faktisk for hele systemet. Det gor de, da vi kan legge
energier sammen og impulser sammen. Det er det, vi vil vise i de naeste afsnit.

Energien af flere bevaegende ting

Det kan maske give mening, at har vi to bolde, der bevaeger sig med en energi pa 10J,
sa ma et system med de to bolde i sig have en samlet kinetisk energi pa 20J, da skulle
noget blive ramt af begge bolde, sa ville det blive ramt af den samlede energi, derfor kan
vi laegge et systems energier sammen. Vi opstiller derfor fglgende formel for den samlede
energi i et system:

Ekintoml = Ekinl + Ekinz +...+ Ek:inn (256)

Her har vi brugt notationen n, det bogstavet betyder, er egentligt bare det antal ting
vi har, hvis det er tyve bolde, sa er n = 20, hvilket betyder, vi ligger energi 1 sammen
med 2, sammen med 3, sammen med 4 osv. indtil vi har lagt det sammen med den
kinetiske energi af den 20. og sidste ting. I vores opgaver arbejder vi ikke med mere end
2, men vi ville bare give jer den generelle formel. Denne formel kan vi sa sette sammen
med formlen, vi havde for den bevarede energi i afsnit 2.6 for at fa folgende:

Eki’ﬂtomlstlﬂ“t = Ekintotalslut (257)
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Vi ville ikke bruge 1 og 2 til at beskrive situationerne her, for at formindske forvirring
senere. [ denne ligning behgver energi 1 og 2 i den totale kinetiske energi i startsituationen
ikke veere den samme som i den slutsituationen. Laegges de sammen, sa skal de bare give
det samme resultat. Faktisk kan energien godt bytte, som f.x. hvis du skyder en bold
ind i en anden bold, der har samme masse, sa stopper din bold maske, men den anden
har przecis samme energi som din havde lige fgr den ramte.

Vi beskriver energien i et system med to bevaegende ting, der rammer hinanden, via
fplgende formel:

Ekinlsta'rt + Eki”Zstu'rt = Ekinl slut + Eki”zslut (258)

Her siger vi at, hvis vi leegger den kinetiske energi af ting 1 og ting 2 sammen i
startsituationen, sa far vi det samme som, hvis vi laegger den kinetiske energi af ting 1
og ting 2 sammen i slutsituationen. I kan maske se, Hvis vi kender 3 af energierne, sa
kan vi finde den sidste via algebraen vi leerte i afsnit 2.2 om matematik.

Opgave 2.7.1: Energien af et bold stéd En bold, der bevaeger sig med energien 10 J,
er pa vej mod en bold, som ikke bevaeger sig, og den har dermed en kinetisk energi pa
0J.

1)Hvad er den totale kinetiske energi i systemet med de to bolde? (Hint: prev lig-
ning (2.56))

2)Efter boldene har ramt, sa har den fgrste bold nu en kinetisk energi pa 5J, hvad
er den kinetiske energi af den anden bold efter den blev ramt? (Hint: prev at bruge
ligning (2.58), og isoler den anden bolds kinetiske energi)

Impulsen af flere bevagende ting

Ligesom med energien, nar vi har to (eller flere) objekter, der bevaeger sig, sa kan vi
leegge deres impuls sammen, men her skal man huske, at modsat energien har impuls en
retning. Det betyder, at vi kan have en negativ impuls. Dette kan ggre at nar vi ligger
impulsen af to objekter sammen, kan vi fa nul. Det kan veere at det ikke givet intuitiv
mening for dig, at impulsen er 0 i et system med bevagende ting, men husk at det vi
taler om er den totale impuls. Prov at forestille dig to bolde med lige stor impuls rammer
en kasse, de har praecis impuls nok til at give kassen en fart pa 1 meter i sekundet i den
retning de bevaeger sig, men da de kommer fra hver deres side, sa skubber den ene bold
kassen til hgjre, mens den anden skubber kassen til venstre, sa kassen ender med at have
en hastighed pa 0. Vi opstiller altsa folgende formel, som ligner den for energi:

Ptotal = P1 + P2+ ... +Dn (259)

Igen, har vi brugt den mere generelle formel med n og igen sa bruger vi ikke fremover
n som hgjere end 2, derfor er det bare impuls 1 lagt sammen med impuls 2. I alle
sammenstgd, sa er der impulsbevarelse (hvis vi gar ud fra at de ikke mister inerti), sa
vi kan altsa benytte den totale impuls sammen med formlen for impulsbevarelsen fra
afsnit 2.6 Bevarede stgrrelser:

DPtotalsiare — Ptotalsiut (260)

Den kan vi sa udvide igen, ligesom vi gjorde med energien i ligning (2.58):

Dlstars T P2tare = Plopus T P2o1us (261)
Her kan vi altsa se hvordan, hvis vi kender tre impulser, sa kan vi finde den sidste, ved

hjelp af algebra.

Opgave 2.7.2: Impulsen af et bold-stgd En bold bevaeger sig med impulsen 10 kg™
er pa vej mod en bold som ikke beveeger sig og dermed har en kinetisk energi pa 0kg=

1)Hvad er den totale impuls i systemet med de to bolde? (Hint: brug ligning (2.60))
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2)Efter boldene har ramt, sa har den fgrste bold nu en kinetisk energi pa 5kg™. Hvad
er den kinetiske energi af den anden bold efter den blev ramt? (Hint: du kender de to
startimpulser og en slutimpuls, kan du isolere den sidste i ligning (2.61))

Stadtyper

Nar vi arbejder med impuls, arbejder vi med to ideelle former for stgd, det elastiske og
komplet uelastiske stgd. Forskellen mellem dem er, som du nok kunne gaette, at den ene
er elastisk, og den anden slet ikke er. Det, at et stgd er elastisk, betyder, der ikke gar
noget energi tabt i at deformere tingene, der rammer hinanden. Et eksempel pa elastiske
stgd sker f.x. med hoppebolde og elastikker, de far ikke nogle permanente buler, som
krzever energi at skabe, som f.x. biler ggr, nar de stgder ind i hinanden.

Elastiske stgd

Nar vi har at ggre med et fuldsteendigt elastiske stgd, sa kan vi regne med, at ingen
energi gar tabt i at lave buler eller deformation. Vi kan altsa regne med at energien er
konstant. Vi kan dermed opstille to formler for sammenstgdet, ved at bruge bade impuls-
og energibevarelsen:

M1 - Vistart T M2 - Vastart = M1 * Vislut T M2 - V2siut (262)

og
Ekinlsta.'rt + Ekinzstart = Ekinlslut + Ekin2slut (263)

Ved kombination af de to ligninger, sa kan vi, gennem en laengere udledning, komme
frem til fglgende formel:

Vistart T V2start = Vislut + V2slut (264)

Kender vi tre hastigheder, sa kan vi finde den sidste. Dette kan veere de to starthastig-
heder og en sluthastighed eller omvendst.

Opgave 2.7.3: Hoppeboldstgd To hoppebolde stgder ind i hinanden. Til start, sa har
den ene hastigheden 2%, og den anden har hastigheden —1 %, da den ruller imod den
forste. Til slut sa har den anden hoppebold hastigheden 2 7.

1)Hvad vil den forste hoppebolds sluthastighed vaere? (Hint: brug ligning (2.64)
2)Hvad er der sket med de to boldes hastigheder?

Komplet uelastiske stgd

I fuldsteendigt ikke elastiske st@éd, sa ender de objekter, der rammer hinanden, med at
bevaege sig i samme retning med samme hastighed, sa de haenger altsa sammen, efter
de har ramt hinanden.® I fuldsteendigt ikke elastiske stgd, sa er det faktum, der kan
fremkomme buler o.1., der ggr, at vi kan miste energi i sammenstgdet, hvilket gor, at vi
ikke kan regne med, at energien er konstant i sammenstgdet. Vi udleder derfor en anden
formel, hvor vi har at ggre med et komplet uelastisk stgd, sa vi kan opstille fglgende
variant af ligning (2.39):

=M1 " Vslut + M2 * Vslut (265)

my - U1 +m2'U2

start start

Vi simplificerer den, ved at rykke m; og ms ind i en parentes, da de begge er ganget
med Vg

M1 V140, T M2 V2, = (M1 +M2)  Vstut (2.66)

9Det kunne vzere to biler efter en trafikulykke
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Sa kan vi isolere sluthastigheden, den bruger vi som en generel formel for fuldstaendigt
ikke elastiske stgd:

M1 Vlgare T M2 V25000 = (ml + m2) * Uslut (267)
(m1 + mg) (my +my)
Som giver os formlen:
M1 Ve T M2 V2.,
_ 2.68
Vslut my + mo ( )

Her har vi fire variable, sa finder vi tre af dem, sa kan vi via algebra lave en formel for
at finde den sidste.

Opgave 2.7.4: Falleshastighed af to kugler To kugler bevaeger sig mod hinanden
og kolliderer ikke-elastisk, den ene har en hastighed pa 2 % for sammenstgdet, og den
anden bevaeger sig halvt sa hurtigt imod den forste for stéddet og har derfor hastigheden
—1 7. De vejer begge to 1kg.

1)Hvad vil deres feelles sluthastighed veere? (Hint: brug ligning (2.68))

Til slut bgr nevnes, at man i den virkelige verden ogsa oplever stgd, som hverken
er elastiske eller komplet uelastiske. Disse stgd kalder man for uelastiske stgd (ikke at
forveksle med de komplet uelastiske sted!)- T disse stgd bliver en del af energien tabt i
form af derformering af objekterne, men objekterne haenger ikke sammen bagefter. For
at regne pa disse, bliver man ngdt til at kende mere end bare starthastighederne og
masserne.

2.8 Opgaver

Ud for hver opgave er en antal prikker fra 0 til 3. Flere prikker betyder svaerere opgave,
vurderet af arranggrerne. Du vil maske opleve at det ikke altid stemmer med din egen
oplevelse af hvad der er sveert, da alle har sveert ved forskellige ting.

Opgave 2.8.1: Hawkeye

Hawkeye affyrer en pil med en inerti pa 100 g og en fart pa 30m/s
1)Hvad er pilens kinetiske energi?

2)Hvor langt veek nar den fra Hawkeye pa 5 sekunder?

Opgave 2.8.2: Batmobilen I

Batmobilen kgrer med en hastighed pa —120 kTm, og har en inerti pa 1ton
1)Hvor stor er batmobilens impuls?
2)Kgrer batmobilen i negativ eller i positiv retning?

3)Hvad er batmobilens kinetiske energi?

Opgave 2.8.3: Krudt og kugler I

En superskurk affyrer en kanon direkte mod et tog, der kommer kgrende. Toget
har en hastighed pa —100km/t og en inerti pa 27 tons, projektilet fra kanonen har en
inerti pa 2kg og en hastighed pa 600 m/s. Kanonkuglen rammer toget, og de to haenger
sammen bagefter.

1)Hvad er hastigheden af toget og kuglen bagefter?
2)Antag nu i stedet et elastisk sted, hvad bliver sluthastighederne sa?

Opgave 2.8.4: Batmobilen II
En rgver er ved at slippe vaek, efter at have stjalet en kuffert med penge. Rgveren

kgrer i en flugtbil med hastigheden 70 kTm Batman forfglger rgveren i sin batmobil, og
indhenter rgveren pa 7s. Rgveren har et forspring pa 120 m.
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1)Hvor hurtigt kgrer batmobilen?
Opgave 2.8.5: Hulk

Bruce Banner springer ud af et tog, og har en hastighed pa 4 m/s. Bruce vejer 70 kg.
Midt i luften transformerer han til Hulk. Efter transformationen har han en en hastighed
pa 1m/s. Antag impulsbevarelse.

1)Hvor meget vejer Hulk?

2)Er den kinetiske energi bevaret?

3)Hvor stor en kinetisk energi har Bruce inden han transformerer?
4)Hvor stor er hans kinetiske energi efter han har transformeret?

5)Er hulk varmere eller koldere efter transformationen?
Opgave 2.8.6: Krudt og kugler IT

Denne opgave fortsatter opgave 2.8.3.

1)Hvor mange kugler skal skurken affyre for at toget stopper helt? (Antag komplet
uelastiske stod)

2)Lgs ovenstaende opgave med elastiske stgd. Er det flere eller feerre kugler? Er det som
du forventede?

Opgave 2.8.7: Supermans knytnaeve

En Bankrgver kommer lgbende med en fart pa kam mod Superman. Superman
slar ham, sa han flyver tilbage. Efter kollisionen mellem bankrgveren og Supermans
knytneeve, star naeven helt stille, mens bankrgveren flyver bagud med en fart pa 10 %.
Bankrgveren har en inerti pa 87kg, mens Supermans knytneeve har en inerti pa 200 g

1)Bestem hastigheden af Supermans knytnaeve inden den rammer bankrgveren.
Opgave 2.8.8: Iron Mans raketter

Iron Man sveaever i luften ved hjaelp af sine raketter. Han pavirkes af tyngdekraften
med en kraft pa 1800 N.

1)Hvor stor en opadrettet kraft leverer raketterne?

Nu Begynder Iron Man at accelerere opad. Pa 10 sekunder opnar han en hastighed
pa 10m/s.
2)Hvad er hans acceleraton?

3)Hvor stor en kraft skal raketterne levere, for at han opnar denne acceleration?
Opgave 2.8.9: Superman og toget

Et tog kommer kgrende med en hastighed pa 120 kTm Toget har en inerti pa 160 tons.

1)Bestem togets impuls

Et stykke o = 100 m laengere henne af sporet er en bro hen over en afgrund styrtet
sammen. Superman kommer flyvende og vil forsgge at stoppe toget inden det kgrer i
afgrunden. Superman er 200 m bag togets forende, nar toget er afstanden x fra afgrunden.
Superman flyver med en konstant hastighed v = 180 m/s.

2)Hvor langt tid tager det superman at na frem til forenden af toget?

3)Hvor langt er toget fra afgrunden, nar Superman nar frem til forenden af toget?
Superman bremser nu toget ved at skubbe pa forenden. Toget stopper lige ngjagtigt
ved kanten af afgrunden. Det kan antages, at toget bremses med en konstant acceleration.

4)Hvor stor er accelerationen pa toget under opbremsningen?
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Opgave 2.8.10: Superman og symboler

Superman har inertien mg, og svaever i luften uden at bevaege sig. Han griber nu en
bold med en inerti pa my, der beveeger sig med en hastighed pa wvy.

1)Hvad er Supermans hastighed bagefter?
2)Hvad er energien af bolden og superman efter han har grebet bolden?
3)Hvad er energien af systemet fgr bolden blev grebet?

4)Hvor meget energi er gaet tabt i form af varme?
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2.9. FORSOG: LUFTPUDEVOGNE

2.9 Forsgg: Luftpudevogne

Introduktion

I dette forsgg skal vi se pa, om vi kan bekrefte, at der findes impulsbevarelse, som vi
har gennemgaet i dette forlgb. Det vil sige, at vi skal se, om vi kan eftervise fglgende:

DPtgr = Pefter (2.69)
MtgrVfgr = Mefter Vefter (270)
Pror = MigrVipr 08 Pefter = Mefter Vofter (2.71)

Vi vil i dette forsgg tage udgangspunkt i to luftpudevogne, som vi vil stgde ind i
hinanden. Ved at se pa vognenes inerti og deres start- og sluthastigheder, kan vi sam-
menligne og se, om der er impulsbevarelse, som beskrevet i afsnit 2.6.

Forsggsopstilling

Der er forskellige mader, som I kan prgve at eftervise impulsbevarelse, men vi teenker,
at I kan lave en opstilling i stil med opstillingen i figur 2.3, hvis I ikke selv har nogle
forslag.

Figur 2.3: Forslag til en mulig forsggsopstilling til forsgget.

Materialer
Til forsgget har I fglgende materialer til radighed:
e 2 stativer med steenger, muffer og fgdder

e 2 fotosensorer

2 luftpudevogne med finner og lodder

1 luftpudebane

1 bleeser

1 LabQuest enhed
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e 1 computer til malinger

o vagt

Fremgangsmade

Her er beskrevet, hvordan I kan bruge det udstyr, som er givet til, og har I andre ideer
til, hvordan tingene kan bruges, kan I spgrge underviserne og hgre, hvad de synes.

e For at opsatte luftpudevogne skal T satte en skinne op pa et bord og fastggre
en af blaeserne til enden af skinnen. Hvis I sa teender for blaeseren burde I kunne
placere en af luftpudevognene pa skinnen og kgre den frem og tilbage uden den
store friktion mellem vognen og skinnen. (Hvorfor er dette en god ting i forhold til
forspget?)

e Vognene har forskellige ting, der kan seettes pa dem, sa I kan eksperimentere med
forskellige ting pa vognene.

e Stativerne sattes sammen med stativmufferne, som er metal objekterne med to
huller, sa I kan indsztte to metalsteenger, der sa vil sta vinkelrette pa hinanden.
Ved brug af stativerne kan I for eksempel sztte fotosensorerne i jeres opstilling.
(Hvorfor er dette en god ting i forhold til forsgget?)

e Fotosensorerne kan bruges til at detektorer, hvornar noget blokerer for lysstralen
mellem de to ben i fotosensorerne. (Hvordan kan dette mon bruges?)
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Data

2.9. FORSOG: LUFTPUDEVOGNE

I bestemmer selv, hvilke veerdier, som I vil prgve at male pa, og tabel 2.2 er et forslag
til, hvad I kan beregne og nedskrive. I kan saledes sagtens skrive nogle andre ting ned.

Forsgg

Masse 1 my

Masse 2 mo

Hastighed 1 v

Hastighed 2 vy

Impuls 1 pq

Impuls 2 po

1: For

1: Efter

2: For

2: Efter

3: For

3: Efter

4: For

4: Efter

5: For

5: Efter

6: For

6: Efter

7: For

7. Efter

8: For

8: Efter

9: For

9: Efter

Tabel 2.2: Forslag til tabel til nedskrivning af veerdier.
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Kapitel 3

Kemi

Hvad er Kemi for os?
Jens Peter

Kemi for mig er at kunne forsta de uabenlyse mekanismer i verden. Uden teori er kemi
magi. Man arbejder i kemi med at skabe stoffer ud fra andre stoffer. Det er her, hele
medicinindustrien stammer fra, men hvad, der er endnu mere interessant, er, at man ikke
kan se, hvilket stof man har faet lavet. Derfor bliver man igen ngdt til at udfgre analyser,
der bekraefter, at man har lavet det rigtige stof. Praecis som at samle en legofigur med
bind for gjnene.

Mette

Grunden til jeg finder kemi interessant er det kan forklare hvorfor en reaktion forlgber
og hvordan man kan pavirke den. Man kan se, at der er sket en reaktion, men hvad er
der enlig sket? Det kan man forklare med kemi. Stoffers kemiske egenskaber kan forklare
hvorfor stoffet reagerer, som det ggr. Kemi kan bruges til medicinfremstilling, analyse
af fodevare, fremstilling af farvestoffer og meget mere. For mig kan kemi give forklaring
hvordan ting heenger sammen og bruge kemi til noget.

Knut

Kemi for mig er leeren om verdens komponenter og hvordan, alt er bygget op. I kemi
arbejder man pa at kunne syntetisere nye stoffer og kunne detektere dem, dette ggr man
med et hav af analysemetoder. Kemi er derfor et naturvidenskabeligt fag, hvor al den
viden, man har, kommer fra forsgg og eksperimenter. Ved hjzlp af kemien har man kunne
opskalere en lang raekke processer og udvikle nye kemiske stoffer eller kunne producere
stoffer, man tidligere fik fra naturen. Kemi heenger derfor meget sammen med industrien
og har veaeret en ”katalysator” for industrialiseringen i de sidste 150 ar. Blandingen af at
finde ud af, hvordan verden er bygget op, og samtidig veere en vigtig del af industrien
er det, jeg synes, der ggr kemi megafedt.

3.1 Matematisk intro til kemi

Kemi handler om, hvordan stoffer reagerer med hinanden. Her kan man blandt andet
regne pa maengder, der er for og efter en reaktion. Her findes flere formler til at beregne
forskelige ting inden for kemien. Nogle af basisformlerne vil blive gennemgaet i afsnittet
maengdeberegning. For at kunne bestemme en kemisk stgrrelse skal der til tider rykkes
rundt pa variablerne i en formel.
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Ligningsisolation

Nar du har et udtryk, hvor en ukendt variabel = indgar, kan du sendre udtrykket og fa x
til at sta alene, hvilket kaldes at isolere. Det kunne eksempelvis vaere at bestemme s
veerdi i udtrykket:

21 -x =63
Her divideres med 21 for at fa z til at sta alene.

21-x 63

21 21

Veerdien for z vil svare til brgken 63/21.
r=3

I kemi vil det typisk veere symboler i en formel, som isoleres. Det, man isolerer for, vil
veere den, som man ikke kender veerdien for. Derfor er det vigtig at kunne isolere rigtigt,
sa man far bestemt veerdien for det, man vil, og ikke laver en fejl, der giver et forkert
resultat. Det kunne vaere en formel hvor to ting var divideret med hinanden.

o8 (SRS

Hvis a skal sta alene, skal man gange med b.

a=c-b

Derimod hvis to symboler er ganget med hinanden, skal man dividere med den, som skal
over pa den anden side af lighedstegnet. Et eksempel kunne vere, at b skulle sta alene
i ligningen nedenfor.

Nar det samme symbol eller tal er i bade teeller og naevner giver det 1. Altsa nar b gange
c divideres med c, svarer det til b gange 1. Det giver dermed b.

a

b:
C

3.2 Intro til kemi

De fleste ved, at nar en mentos kommer ned i en colaflaske, vil colaen sprgjte op af
flasken, men meget fa ved hvorfor. Ved hjelp af kemi kan vi forklare, hvorfor det sker.
Alting i verden er opbygget af grundstoffer, som er ting som jern og guld. Grundstoffer
er stoffer, der ikke kan zendres til andre stoffer. Det vil sige at, en klump jern altid vil
veere en klump jern og kan ikke blive til andre grundstoffer. Grundstoffer kan reagere
med hinanden og danne molekyler, som er en kombination af begge grundstoffer. F.eks.
er rust en kemisk reaktion. Nar grundstoffet Jern (symbol Fe) reagerer med grundstoffet
ilt (symbol O), bliver der dannet rust. Dette kan skrives som Fe + O — FeO. Det kan
ses 1 denne ligning, at begge grundstoffer findes pa begge sider af pilen.

Oftest er det molekyler (altsa stoffer bestaende af mere end ét grundstof) der indgar
i reaktioner. En mere kompliceret reaktion er CgH{50¢4 + 6 O — 6 CO4 + 6 H,O. Her
kan det ses, at for at der kan veere lige mange af hvert atom pa begge sider af pilen,
bliver der ngdt til at vaere 6 Oy, 6 CO4 og 6 HyO.
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Eksempel

Betragt folgende reaktion
CH4 + 02 - C02 + HQO

Pa venstre side af reaktionspilen er der 4 H-atomer, 1 C-atom og 2 O-atomer og pa hgjre
side er der 1 C-atom, 3 O-atomer og 2 H-atomer. Der er flere O-atomer pa hgjre side
end venstre side, sa derfor szttes et 2-tal foran Oq

CH4 + 202 - COQ + HQO

Nu er der flere O-atomer pa venstre side end hgjre. Derfor ma der ogsa veere 2 HoO
molekyler, altsa

Nu kan det ses at der er lige mange af hvert atom pa begge sider af reaktionspilen og
derfor er reaktionen afstemt.

3.3 Mangdeberegning

For at kunne regne med de maengder, man skal bruge, for at kunne lave bestemte reak-
tioner, har man brug for meengdeberegninger.

Hvad er maengdeberegning?

Meengdeberegning bruges til at holde styr pa, hvor meget der er af hvert stof, hvordan
stofferne er i forhold til hindanden og til at finde ud af, hvor meget man danner af
produkter. F.eks. i reaktionen (1), er der et bestemt forhold mellem det forbreendte CH,
og det dannede H,O pa 1:2 (én til to). Det vil sige, at der bliver dannet dobbelt sa
meget vand, som der bliver forbraendt af methan. Indenfor meengdeberegning er der tre
grundbegreber:

e Stofmeengde: hvor mange molekyler der er, symbol n
e Masse: veegten af stoffet, symbol m

e molarmassen: massen af et mol af et vilkarligt stof, i de fleste tilfeelde ligmed veeg-
ten, symbol M

Kendes to af disse veerdier, kan man finde den sidste. Sammenhaengen mellem dem ses
pa den fglgende skitse.
Der vil nu blive gemmen gaet de introducerede begreber.
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Stofmaengder og mol

Stofmaengden af noget stof er antallet af molekyler, vi arbejder med. For at kunne regne
med stofmaengder, indfgrer vi enheden mol. Grunden til dette er, at vi ofte arbejder
med virkelig mange molekyler, f.eks. i et kg vand er der 3,3 102 molekyler af vand. P&
grund af dette har man indfgrt enheden mol. mol er bare et meget stor tal, helt konkret
er et mol 6,022 - 102 molekyler.

Mbolarmasse

Molarmasse er massen af et bestemt stof/molekyle, nar man har én mol af dette. Man
kan udregne molarmassen af et stof pa ved at talle hvor mange der er af hvert grundstof
og der efter gange dette med molarmassen af det grundstof, der visses et eksempel.

Regneeksempler

Der skal findes molarmassen af en simpel aminosyre CoHsNO,. Molarmassen af carbon,

hydrogen, nitrogen og oxgen er henholdsvis 12 £5 125 14 -E- og 16 &5, Der er 2
C-atomer, 4 H-atomer, et N-atom og 2 O-atomer per aminosyre-molekyle.
Et udtryk for molarmassen af aminosyre opskrives.
MAminosyre :MC 2_|'Z\4H 5+MN . 1+MO -2 (31)
=128 2418 54148 14162 2=75-5 (39
mol mol mol mol mol

Sammenhang mellem stofmaengde, molarmasse og masse
Der geelder den fglgende sammenhaeng mellem stofmaengde, molarmasse og masse:

m masse
n = — = stofmaengde =

_ 3.3
M molarmasse (3.3)

For at kunne finde én af de tre, skal man kende de to andre. Der vises et eksempel pa,
hvordan man finder molarmassen ud fra, at man kender massen og stofmaengden.

Eksempel

Man vil undersgge en gas, om det er methan (CH,) eller ethan (CyHg;), hvor man har
kunne kgle gassen ned og malt massen af den til at veere 57 g, og ved hjxlp af en
trykmaling er det fundet, at der er 3,4 mol gas. Der findes forst molarmassen af methan
og ethan.

Methan bestar af ét carbonatom og 4 hydrogenatomer og har en molarmasse pa

Mcn, = 12g/mol + 4 - 1 g/mol = 16 g/mol

og ethan bestar af 2 carbonatomer og 6 hydrogenatomer og en molarmasse pa:

Mc,n, = 12g/mol -2+ 6 - 1 g/mol = 30 g/mol

Nu findes molarmassen af den undersggte gas, og derefter bliver den sammenlig-
net med molarmassen af ethan og methan. Der bruges ligning (3.3) til at isolere for
molarmassen:

n m 1 m
M=— M=— - M.—=— 3.4
De kendte veerdier indsaettes i dette:
~m __ 3lg g
Mgas = n  34mol 7 mol (3.5)
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Det vil sige, at den ukendte gas bestar primeert af methan, da 16,7 er teettere pa 16
end 30.

Opgave 3.3.1: Bonus opgave
Hvor mange mol methan bestar den ukendte gas af, nar det antages, at gassen er en
blanding af methan og ethan?

Reaktioner og maengdeberegning

I dette afsnit vil der blive set pa, hvordan man laver maengdeberegning med reaktioner.

Eksempel

Hvis man for et eksempel har en forbreending, er det vigtigt at vide, hvor meget ilt, der

tilsaettes for, at alt bliver forbreendt. Betragt folgende reaktion af forbraending af hexan:
CGH14 + 02 - 002 + HQO

Det kendes, at der bliver tilfgrt 1,2 mol hexan, beregn massen af O,, der skal tilfares.

Fremgangsmade

1. Afstem reaktionsligningen

2. Gang med forholdet imellem hexan og ilt for at finde stofmaengden af ilt
3. Udregn molarmassen af ilt

4. Udregn massen af ilt ved brug af ligning (3.3)

Reaktionen afstemmes ved tage udgangspunkt i hexan, det indholder 6 carbon-
atomer. Det eneste af produkterne, der indeholder carbon, er CO,, derfor skal der vzere
6 CO, for, at der er lige mange carbon-atomer pa begge sider af reaktionen. Hexan ind-
holder 14 hydrogen-atomer. Det eneste af produkterne, der indeholder hydrogen (som
indholder 2 hydrogen-atomer) er HyO. Der skal vaere 7 H,O. Det sidste, der mangler, er
at blive afstemt for oxygen. Produkterne indholder 6 - 2 + 7 - 1 oxygen-atomer. Det vil
sige, at reaktanterne skal indholde 19 oxygen-atomer. Den eneste reaktant, der indholder
oxygen, er Oy, som indholder to oxygen-atomer. Det vil sige, at der skal tilfgres 9,5 O4
per hexan. Den afstemte reaktion opskrives:

CGH14 + 9.5 02 - 6002 + 7H20

Det ses, at forholdet mellem hexan og ilt er 9,5, det vil sige, at der skal bruges 9,5
gange mere ilt ind hexan.
Nt = NHezan * 9,5 = 1,2mol - 9,5 = 11,4 mol (3.6)

Der findes massen af ilten, der tilfgres, ved at isolere for massen i ligning (3.3)

n-M:%-M:m (3.7)

Der udregnes molarmassen af ilt. ”Ilt”indeholder 2 oxygen-atomer, der hver har en
molarmasse pa 16 g/mol, det vil sige, at molarmassen for O, er 32 g/mol. Massen
udregnes:

mo, =32 -2~ - 11,4mol = 365 ¢ (3.8)
mol
Det vil sige, at der skal tilfgjes 365 g ilt for at kunne breende alt hexanen af.
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Begraensende faktor

Den begraensende faktor er den reaktant, der fgrst slipper op, hvis man lader reaktionen
forlgbe fuldsteendigt. Den begraensende faktor sasetter altsa graensen for, hvor meget stof,
der kan dannes pa den hgjre side af reaktionspilen. Nar man skal bestemme den i et
konkret tilfzelde, ser man pa, hvilket stof pa venstre side af reaktionspilen, der er har
mindst stofmaengde, nar der er taget hgjde for forholdet mellem reaktanterne. En god
made at illustrere konceptet, kan ses pa nedenstaende figur:

BEBAESS asas iR

Hvis du skal lave spegepolsemadder, skal bred og polseskiver findes i aekvivalente
maengder: 4 skiver polse til hver skive rugbrod. I eksemplet er polsen den begraensende
faktor, og brodet findes i overskud.

Figur 3.1: Figur til illustration af begreensende faktor (kilde: [6])

Koncentrationer

Nar stofmaengder er begraenset til et rumfang, kan det betegnes som koncentration. Hvis
man f.eks. har en beholder med 1 liter vand og 1 mol af et stof oplgst i vandet, er der
saledes en koncentration pa 1 mol pr. liter, og den samme koncentration kan opnas hvis
man har 2 mol i 2 liter vand. Der er saledes lige mange molekyler pr. plads. Koncentration
kan regnes med fglgende formel

c=y (3.9)

Hvor n er stofmaengden, V' er rumfanget og ¢ er koncentrationen som er malt i enheden
molaer (M), som betyder mol pr. liter. Sammenhaengen mellem n, V og ¢ kan ses pa
fglgende skitse

vV c

Figur 3.2: Regnetrekant over koncentrationer

Fordelen ved koncentrationer er, at hvis koncentrationen er kendt, vil man kunne
bestemme stofmaengden ud fra et afmalt rumfang.

Regneeksempel

Hvis 2 gram NaCl oplgses i 2 L vand, hvad vil koncentrationen af NaCl sa vaere?

Forst beregnes stofmaengden. Molarmassen af NaCl er 58,5 &+

m 2g
n=q7= 585 = 0,0342 mol

mol

Koncentrationen beregnes ud fra formlen ¢ =

o 0,0342 mol

=0,0171M
- 0,017
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Titrering

Titrering er en metode til at bestemme en maengde af et stof i en oplgsning. Det fun-
gerer ved, at prgven far tilsat en titrator ved hjzlp af en burette. Man nsermer sig
sekvivalenspunktet for hver drabe titrator, der tilseettes, og man stopper titreringen,
nar xkvivalenspunktet er naet. Akvivalenspunktet er, nar der ikke er mere prgve, der
kan reagere med titratoren, og titratoren reagerer dermed i stedet med oplgsningen. For
at kunne se hvornar sekvivalenspunktet er naet, bruges for det meste en indikator, der
skifter farve, nar sekvivalenspunktet er naet.

En kendt titrering er titreringen af jern(II) med KMnO,(figur 3.3) som titrator,
reaktionen (2) er som fplger:

5Fe*t + MnO, + 8HT — Mn?" + 5F*T + 4H,0 {2}

Figur 3.3: Billede af KMnOy, salt kilde([7])

Her ses det, at nar der er Fe*™ til stede, vil MnO, reagere med Fe?' og oxidere
det til Fe*T og Mn*", men nar der ikke er mere Fe?" i oplgsningen, vil MnO, veere i
oplgsningen, og den vil begynde at blive lilla, idet MnO, er meget lilla, hvorimod Mn?™
er naesten farvelgs. Pa den made kan man se, at nar oplgsningen er blevet lilla, indehol-
der oplgsningen ikke leengere noget jern(II).

Beregning

Der regnes nu pa, hvor meget jern(II) prgven indeholder, og hvad koncentrationen af
jern(II) er. Prgven havde en volumen pa 25 ml, og koncentrationen af MnO, er pa 0,4 M,
og der blev brugt 20 ml af titratoren. Der udregnes forst stofmaengden af MnO, , der er
tilsat til preven ved hjelp af ligning (3.9). Derefter findes forholdet imellem MnO, og
Fe?T, og dette forhold ganges med stofmezengden af MnO, for at fi stofmsengden af
Fe*™. Til sidst udregnes koncentrationen af jern(II) i proven ved brug af ligning (3.9).
Der udregnes stofmaengden af det brugte MnO, brugt.

im0, = Cainoy - Vamo, = 0,4 M - 20ml = 0,008 mol (3.10)

Det ses i reaktionen (2), at der for hver MnO, skal bruges 5 Fe>", Stofmeengden af Fe*™
er dermed 5 gange stgrre end nymo, -

Npe2+ = 5 - Mo, = 9 - 0,008 mol = 0,04 mol (3.11)

Der findes nu koncentrationen af Fe*t i oplgsningen.

Npet 0,04 mol
= = =1.6 1/L 3.12
st Vi 25ml G mol/ (312)

es”

93



KAPITEL 3. KEMI

ilnh

TR e

Al start of titration At cquivalence point

Figur 3.4: Billede af en vilkarlig titrering kilde[8]

3.4 Idealgasligningen

Idealgasligningen beskriver sammenhaengen mellem tryk, volumen, temperatur og stofmeaeng-
de og er som fglgende:

p-V=n-R-T (3.13)

Hvor p er tryk, V er volumen, n er stofmaengde, R er gaskonstanten, og T er absolut
temperatur (males i K, som udtales "Kelvin”). Denne formel kan bruges til alle gasser,
der har en temperatur og et tryk, der minder om standardbetingelser. Da R er en
konstant, kan enhver veerdi findes ved, at man kender tre af de andre veerdier. R’s veerdi

afhaenger af enhederne. Herunder ses en tabel med de relevante veerdier og tilhgrende
enheder for R.

Tabel 3.1: R’s veerdier til forskellige enheder

Vardier for R Enheder
0,083144598  L-bar-K ' -mol™!
8,3144598 m? - Pa-K~ ! mol™?
8,3144598 J-mol™! . K!

Inden vi viser et eksempel pa anvendelse af idealgasligningen, skal vi have en ting pa
plads omkring T'. T er absolut temperatur, dvs. 0 K er den laveste mulige temperatur.
Kelvin-skalaen er dermed en smule anderledes en den skala, vi er vant til at arbejde med,
nemlig Celsius-skalaen, hvor —273,15° C er den laveste temperatur. Heldigvis er Kelvin-
skalaen lavet sadan, at graderne har samme stgrrelse (en stigning pa 1 K er praecist det
samme som en stigning pa 1° C). Dermed kan man regne mellem de to skalaer saledes:

T =t+273,15 (3.14)

Hvor t er temperaturen malt i grader C. Vi viser nu et eksempel pa anvendelse af
idealgasligningen.

I en lukket beholder med ren helium er der et tryk pa 1 bar, den har volumen 1 L,
og en temperatur pa 27 °C. Vi vil beregne stofmaengden. Fgrst beregnes T':
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T =27 +273,15K = 300,15 K (3.15)
Vi anvender idealgasligningen til at isolere for n og der indszttes de kendte veerdier:

p-V lbar-1L
n = =
R-T  0,08314bar-L-K~'-mol~!-300,15K

= 0,04 mol (3.16)

3.5 Uorganisk kemi

Hvad er et atom og en ion?

Vand og luft bestar af mindre bestanddele kaldet molekyler. Molekyler kan opdeles i
mindre partikler kaldet atomer, vi kender som grundstofferne fra det periodiske system.
Atomer bestar af en kerne og elektroner, der beveeger sig rundt om kernen. I et atom
er der lige mange elektroner og protoner, hvilket ggr, at atomet har en neutral ladning
udadtil. Atomkernen indeholder positivt ladede protoner og neutrale neutroner. Elek-
tronerne er negativt ladet. Elektroner bevaeger sig i skaller, hvor der i en skal n kan veere
et antal elektroner:
e=2-n2

Sa i forste skal kan der vaere 2 elektroner, i anden 8 elektroner, i tredje 18 elektroner. Der
er mest stabilitet, hvis den yderste skal enten indholder har 2 elektroner (hvis der er en
skal) eller 8 elektroner (hvis der er mere end én skal). For at opna dette antal elektroner
i den yderste kan to atomer binde sig ved enten at dele elektroner eller afgive/modtage
elektroner. Eksempelvis har grundstoffet natrium 3 skaller, hvor den yderste skal kun
har en elektron. For at fa 8 i den yderste skal, kan natrium afgive elektronen fra skal nr.
3. Det betyder, at natriumatomet mangler en elektron og vil derfor veere positiv ladet.
Nar et atom enten har afgivet eller modtaget en eller flere elektroner, har det en ladning
og kaldes for en ion. Reaktionen for fraspaltningen kan ses som:

Na — NalT+el”

Klor har ogsa 3 skaller, her har den tredje skal 7 elektroner og mangler derfor en, fgr der
er 8. Den kunne derfor optage den overskydende elektron fra natrium, hvilket vil give

den en negativ ladning pa 1.
Clte'” — CI"

Nar de to reaktioner sammenssettes bliver det saledes:
NaCl — Na'*+C1"

Tonforbindelsen NaCl (natriumklorid) kender vi som almindelig borsalt. Her kan det
veere som krystaller i saltskalen, hvor de danner et iongitter. Et iongitter bestar af mange
enheder, sa derfor skrives formelenheden for iongitre, som er forholdet mellem ionerne.
I tilfeeldet med NaCl er der én natrium for hver klor. Nar det oplgses i vand, forsinder
krystallerne. Dette skyldes, at i vand bliver natriumklorid til natriumioner og kloridioner.
Man skelner mellem simple ioner, der bestar af et enkelt atom, og sammensatte ioner,
der bestar af flere atomer. Et eksempel pa en simpel ion er den tidligere nsevnte Cl1'.
Et eksempel pa en sammensat ion kunne vaere NO3' (nitrat).

Oplgselighed

En af ionernes egenskaber er, de kan oplgses i vand, da deres iongitter oplgses ved, at
ionerne skilles fra hinanden og bevager sig rundt i oplgsningen. Forskellige ionforbindel-
ser kan oplgses mere eller mindre i vand. NaCl er letoplgselig i vand, da der kan oplgses
36,0 g pr 100 mL vand. Derimod er AgCl (sglvnitrat) tungtoplgselig, da kun 0,00019
g AgCl kan oplgses pr 100 mL vand. Oplgseligheden for nogle forskellige ionforbindel-
ser kan ses pa figuren nedenfor, hvor L betyder letoplgselig, T er tyngoplgselig, og - at
ionforbindelsen ikke forekommer.
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Na* Cu* | Ba™* | Ag’
NO3 L L L L
cr L L L T
SO.* L L T T
COs% L - T T

Figur 3.5: Nogle fa ioners oplgselighed i vand ved 20°C

Oplgseligheden for ionforbindelsen afhaenger af temperaturen. Her er hovedreglen, at
salte generelt bliver mere oplgselige, jo varmere vandet bliver, dog med fa undtagelser.

Faeldningsreaktioner

Oplgselighed afhaenger ikke kun af hvilke stoffer, der forsgges oplgst, men ogsa hvilke
ioner, der dannes, nar stoffer oplgses. Hvis man f.eks. forsgger at oplgse NaCl og AgNOg
i et reagensglas kan man af oplgselighedsskemaet se, at de begge er letoplgselige. Derfor
vil man undre sig meget over, at der ligger et hvidt stof pa bunden af reagensglasset, nar
de to oplgsninger haeldes sammen. Stoffet pa bunden af reagensglasset er AgCl. Dette
stof er dannet, fordi der i oplgsningen vil veere Ag™-ioner og Cl -ioner. Man kan se pa
oplgselighedstabellen, at sglv hellere vil binde til klorid end nitrat, og at klorid hellere vil
binde til sglv end natrium, sa derfor vil sglv og klorid reagere og danne stoffet sglvnitrat.

Agt + CIT — AgCl

At bestemme om et stof vil udfeelde, kan ggres med fslgende trin:

Er begge salte letoplgselige

Ja Nej

Danner ionerne fra det ene salt

. I kti
nogen tungtoplgselige salte? neen reastion

Ja Nej

Indeholder en af de tungtoplgselige salte
en mod-ion som er i det andet salt?

Ja

Bundfald

Figur 3.6: Diagram over faeldningsreaktion
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3.6 velse: Titrering

Jokeren har anskaffet sig en pistol, der skyder med kemikaliet NaOH (natriumhydroxid).
NaOH er farligt, da det @etser og derfor kan give gjenskader, hvis jokeren skyder efter
folks gjne, og derfor skal Batman afveerge det. Han ved, at hvis man blander lige store
koncentrationer af NaOH og HCI (saltsyre), dannes vand og NaCl.

NaOH + HCl — H,0 + NaCl

Batman har derfor teenkt sig at skyde med HCl mod NaOH-stralen, sa det bliver til
saltvand. For at kunne ggre det, skal han bestemme koncentrationen af NaOH forst.
Dette ggres ved, at han indsamler en prgve af jokerens NaOH og titrerer. For at finde
ud af hvornar der er lige meget NaOH og HCI, tilsaettes bromthymolblat som indikator.
Bromthymolblat er blat, nar der er NaOH tilstede og gul, nar HCI er tilstede. Nar der
er vand og NaCl tilstede, vil oplgsningen veere grgn.

Formal

Formalet er at bestemme en ukendt koncentration af NaOH.

Sikkerhed

Oplgsningerne ma ikke indtages. Bade NaOH og HCI er stsende, og man skal derfor
undga at fa stofferne pa huden og tgjet. Derfor skal I have kitler pa. Hvis man far enten
NaOH eller HCI pa huden, skylles der med vand hurtigst muligt.

Materialer

1. NaOH (ukendt koncentration)
2. 0.1M HCI

Bromthymolblat

- W

2 baegerglas 100 mL

ot

Plastpipette
Glaspipette
Spatel

Burette

© » N o

Tragt
10. Pipettefylder
11. Stativ

12. Burette-holder

Metode

Overfgr 10,0 mL NaOH til et baegerglas med glaspipetten og dernaest 3 draber bromt-
hymolblat og rgr rundt med spatlen. Fyld buretten op med HCI, husk at lukke spidsen.
Fastseet buretten i stativet. Seet derefter det andet baegerglas under og aben let, sa der
ikke er luft i bunden. Nar buretten er klar, saettes basgerglasset med NaOH under, og
der tilseettes lidt HC1 ad gangen og rgr rundt med spatlen. Nar vaesken skifter farve fra
bla til grgn, stoppes titreringen, og det tilsatte volumen HCI bliver noteret. Forsgget
kan evt. gentages, hvis der er tid.
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Resultatbehandling

Notér forst det tilsatte volumen af HCI i tabellen og beregn derefter koncentrationen af
NaOH.

Titrering 1 Titrering 2

V(HCI)

n(HCI)

n(NaOH)

¢(NaOH)

Tabel 3.2: Tabel til notering af tilsat volumen og beregning af koncentration ved titrering

3.7 velse: Metodisk identifikation

Vi er blevet givet 6 forskellige oplgsninger. Vi ved, hvad de er, men hvilken er hvilken?
Oplgsningerne er:

1. CuSO,

2. Nay,COg3
3. HCI1

4. AgNOj;
5. Ba(NO3)2

6. NaCl

Formal

Formalet er at kunne bestemme, hvad reagensglas a, b, ¢, d, e og f indeholder

Sikkerhed

Ingen af oplgsningerne ma pa noget tidspunkt indtages. HCI er setsende og skal undgas
at fa pa huden. Fas det pa huden, skal huden vaskes inden for et minut.

Metode

Fa draber af prgven tilszettes en saltindikator og reaktionen observeres. Saltindikatorene
er som fglger

e HCI
e NasSOy
e pH-papir

e NaOH
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Et par brugbare reaktioner

2HCl(aq) + Nay,CO3(aq) —= 2NaCl(aq) + H,0(1) + CO4(g)

Cu(OH),(s) + NaOH(aq) — [Cu(OH),] (aq) + 2Na®"
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Tabel 3.3: Tabel til observationer fra faeldningsforsgget.

a b C d e

HC1

Na2C03

pH

NaOH

I den folgende tabel kan I skrive jeres bud pa, hvad hver oplgsning er:

Tabel 3.4: Tabel til svar

Nummer prgve Bogstav Stof
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3.8 Opgaver

Opgave 3.8.1: Fritz Haber

Captain Americas fgrste fjender er den tyske general Johann Schmidt og videnskabsman-
den Arnim Zola. Zola er baseret pa den tyske videnskabsmand Fritz Haber, der foruden
sin indblanding i 1. verdenskrig opfandt den industrielle metode til at lave ggdning efter
fplgende reaktion

NQ —+ H2 I NH3

1) Afstem reaktionen

Zola skal bruge ammoniakken til at lave salpetersyre HNOsg, til det skal han bruge 2
mol ammoniak.

2)Kan han lave det ud fra 2,1 mol N, og 2 mol H, nar det antages, at reaktion forlgber
100% 7

3)Hvor mange mol N, og H, bruge for at fremstille 15 mol NHg
For at Zola skal kunne lave Salpetersyre, bruger han en proces, hans gode ven Ostvald
har lavet.

NH;(g) + Oq(g) + Ha0(1) — Hy0(g) + HNOj3(aq)
4)Afstem reaktionen
5)Hvor mange ml 17 M HNOj fremstilleler Zola ud fra 15 mol NH;.

Grunden til, at Zola gerne vil bruge salpetersyre, er for at kunne lave TNT, den over-
ordnede reaktion er som folger:

C,Hg + HNO; + H,S0, — C,H5(NO,); + HSO, + H;0" {3}

6) Afstem reaktionen

7)Hvor mange kg TNT( C;H5(NO,)3) far Zola lavet ud fra 4,1 kg toluen (C,Hg)).

CH; O
| 4 “I+
o~ ~o”

+
0% Mo

2-methyl-1,3,5-trinitrobenzen

Figur 3.7: Sturktur af TNT

ee Opgave 3.8.2: Flussyre

Black Panthers rustning er lavet af det fiktive metal vibranium, som er modstandsdyg-
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tigt overfor naesten alt. Hvis vibranium skulle oplgses i noget, ville det veere flussyre,
som kan fremstilles saledes

CaF, + H,80, — HF + CaSO,

1) Afstem reaktionen.

For at kunne oplgse Black Panther’s rustning skal der bruges 129 mol HF.
2)Hvor mange gram CaF, skal der oplgses i et kar med H,SO,?

3)Hvor mange gram CaSQO, bliver der dannet, nar der er blevet produceret nok HF til
at fjerne Black Panthers rustning?

Opgave 3.8.3: Forbrending

Iron mans rustning kan flyve. Dette lader sig gore med jetmotorer, der er monteret i
heender og fodder. Rustningen benytter tetraboran som braendstof, og forbraendingsre-
aktionen er som fglger

B5H9 + 02 - B203 + HQO

1) Afstem reaktionen

Opgave 3.8.4: Titrering

En oplgsning af eddikesyre tilssettes NaOH. Nar der er tilsat 18 mL 2 M NaOH, er der
lige meget syre og base i blandingen. Hvad er stofmaengden af eddikesyre i den originale
blanding?

Hint:

Eddikesyre og natriumhydroxid reagerer efter folgende reaktionsskema

CH,COOH + NaOH —> CH,COONa + H,0

Opgave 3.8.5: Kjeldahl
Poison Ivy har veeret pa spil igen. Hun har udfgrt et terrorangreb, hvor der er blevet
brugt en specifik plante til at forgifte med, dog kan Batman lave en modgift, men han
skal kende plantens nitratindhold.

Til dette bruger han Kjeldal metoden. Nitraten omdannes til ammoniak, som der
titreres pa. Dette sker ved at bruge en aluminiumslegering, hvor der sker denne reaktion:

3NO; + 8Al + 50H + ?H,0 —= 8[Al(OH),] + ? NH,

1)Afstem reaktion for vand og ammoniak

Titratoren er en NaOH lavet ud fra at oplgse 25 g NaOH salt i 100 ml demineraliseret
vand.

2)Beregn koncentrationen af titratoren

Nar der titreres med NaOH, nas et sekvivalenspunkt, idet der er brugt 47 ml titrator.
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3)Beregn stofmeengden af brugt NaOH

4)Beregn stofmeengden af nitrat

Figur 3.8: Maleri af den danske Johan Kjeldahl af Otto Haslund (kilde: Wikipe-
dia:JohanKjeldahl)

Opgave 3.8.6: Chlorgas

Den forfeerdelige Aldrich Killian er i gang med at producere klorgas til at gasse Iron
Man. Dog kan han ikke bruge strgm, da Iron Man styrer al energiproduktion i hans by.
Dog har han fundet en made at producere klorgas pa ved hjelp af denne reaktion:

HCl(aq) + MnOy(s) — Cly(g) + MnCly(aq) + Hy0O(1)
1) Afstem reaktionen
Efter reaktionen er forlgbet, bliver MnCl, isoleret og vejet til at veere 131 g.
2)Beregn stofmeengden af MnCl,

Undevejs i reaktionen er der blevet opsamlet en gul gas. Efter reaktionen males
trykket i beholderen til at veere 2 bar, volumenet af beholderen er pa 13 L.

3)Beregn stofmeengden af Cl,, passer dit svar med resultatet fra for?

Saltsyreoplgsningen blev lavet ved at oplgse 73 g saltsyregas i 250 ml demivand.

4)Beregn koncentrationen af saltsyre for reaktionen

Efter reaktionen er alt MnO, reageret.
5)Beregn massen af MnO, brugt til reaktionen

6)Beregn koncentration af saltsyre, efter reaktionen har forlgbet til ende
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Opgave 3.8.7: BF3
Iron Man er blevet lidt irriteret over, at han ikke kan bruge noget af det dannede B,O4
til noget.

Derfor har han fundet en made at omdanne B,O3 til BF3.

B203 + 3C&F23 HQSO4 - 2BF3 + 3C&SO4 + 3H20

Iron Man bruger 2 mol B,O3, 0,4 L 18 M H,SO, og 390 g CaF,

1)Hvor meget BF3 far Iron Man dannet, nar reaktionen forlgber eller til, at en af reak-
tanterne forbruges fuldsteendig? og hvilken reaktant er den begraensende faktor?

Iron Man har undersggt, hvad man kan bruge BF; til. Han fandt frem til, at han
skal bruge det til at lave B(OH)3, hvilket han gor ud fra fglgende reaktion:

4BF5 4+ 6H,0 — 3H,0" 4 3[BF,] + B(OH),

Pa grund af en borgerkrig er ITron Man kommet i konflikt med Antman, og da B(OH)3
kan bruges som myregift, er det perfekt mod Antman. For at uskadeligggre Antman, skal
der bruges 349 ¢ B(OH)s.

2)Hvor mange mol BF; skal der bruges for at danne 349 g B(OH), nar der bruges et
overskud af vand?

Iron Man opbevarer BF5 i trykflaske, der har et volumen pa 1,6 L, et tryk pa 15 bar,
og Iron Man bruger 5 af denne type flaske til at producere 349 ¢ B(OH)s.

3)Hvad er temperaturen af trykflaskerne?
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Biologi

4.1 Introduktion

I dette kompendium forsgges det at ssette laeseren ind i nogle dele af biologien og give
nogle redskaber til videre arbejde med biologi. Dette er ikke et direkte billede af, hvad
biologi pa gymnasiet er, da faget biologi ofte er et sekundzert fag og derfor bliver drejet
i forhold til studieretning. Biologien i dette kompendium skal derfor ses som en reprae-
sentation af biologi, nar den star alene, men det er vigtigt at huske, at der ligesom med
andre fag kan veaere bade sjove og kedelige sider! Hvis der opstar tvivl omkring enten
kompendiet eller biologi pa gymnasiet, kan underviserne altid spgrges.

Biologien er studiet af alt levende. Det omfatter bade dyrs adfeerd og anatomi, plan-
ters opbygning, svampe, sma bakterier, mekanismer i celler og klimaet. Pa den her camp
vil der blive fortalt om frugter, fylogeni og bleeksprutter samt bakterier.

4.2 Frugter

Hvad teenker man pa, nar man siger “frugt”? Maske teenker man pa et able eller en
pere, eller maske en vandmelon. Man teenker hvert fald pa noget sgdt og friskt, men der
er faktisk flere frugter, der ikke kan spises og en del frugter, som man til hverdag kalder
for grgntsager.

Definitionen pa en frugt er: en enhed der gror ud fra en blomst pa en plante. Altsa er
alt, der gror fra en blomst, er en frugt. Planten bruger frugten til at sprede sine frg, men
strategien er forskellig, alt efter hvilken type frugt, det er. Der findes fire typer frugter,
og de kan ses i tabel 4.1.

Tabel 4.1: Forskellige frugttyper

Tor Vad

Mange Frg Kapsel Beer

Fa frg Ngd Stenfrugt

Ud fra tabellen kan vi tage tomatplanten som et eksempel. En tomat gror der, hvor
blomsten sad, og der er frg i, og derfor er det en frugt. En tomat er vad, og derfor ma
det enten veere et beer eller en stenfrugt.

Tomater har ogsa mange frg og ma derfor veere et beer. Et eksempel pa en kapsel er en
ert eller en kapsel med birkesfrg i. Der er ogsa nogle gange beskrevet en femte frugttype,
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der kaldes kernefrugt. Det er for eksempel @ebler og paerer, som kan veere sveere at putte
i en af de andre kategorier.

De fleste frugter er delt op i tre dele. Exocarpen er yderst — den svarer til skindet pa
en blomme. Mesocarpen er i midten — den svarer til den sgde, blgde del af en blomme.
Endocarpen er inderst — pa en blomme svarer det til stenen. Inde i endocarpen ligger
frget, som bestar af en frgskal, en frghvide og kimen, som er “selve frget”, altsa det der
spirer og bliver til en ny plante[9)].

Opgaver

Opgave 4.2.1:

1)Hvilken slags frugt er en hasselngd?
2)Hvilken slags frugt er en mandel?

3)Hvilken slags frugt er en agurk?

Figur 4.1: Frugter

Opgave 4.2.2:

Som neaevnt for bruges frugter til at sprede frg. Planter med beer haber, at et dyr
kommer og spiser deres frugter, nar de er modne, og frgene i frugten passerer sa igennem
fordgjelsen og bliver skidt ud igen — oven i kgbet med ekstra ggdning. Hvilke strategier
kunne de andre frugter ggre brug af?

Opgave 4.2.3:
Frget bestar af en skal, en hvide, og en kim. Hvilke funktioner kunne de tre dele have?

4.3 Fylogeni

Fylogeni er studiet af sleegtskab. Det er dog ikke slaegtskabet mellem individer, men
sleegtskabet mellem arter eller grupper af organismer. Derfor kan vi med fylogenien se
pa, hvordan forskellige arter er udviklet igennem tidens lgb i forhold til hinanden. For
eksempel kan vi undersgge sleegtskabet mellem mennesker, aber og grashopper. Der vil
man finde, at mennesker er naermere beslaegtet med aber, end vi er med graeshopper.
Nar man taler om fylogeni, kan det dog veere sveert at visualisere, hvis bare man be-
skriver slaegtskabet, og derfor er fylogeni neesten altid afbildet i fylogenetiske treeer. Det
fylogenetiske tree for mennesker, aber og grashopper kan ses pa figur 4.2.
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Graes- Aber Mennesker
hopper

Figur 4.2: En fylogeni over sleegtskabet mellem grseshopper, aber og mennesker.

Ud fra dette trae kan det ses, at aber og mennesker er nsermere beslegtet med
hinanden end med graeshopperne, fordi stregerne mgdes tidligere. Man kan forestille
sig, at jo leengere op ad figuren man gar, jo mere tilbage i tiden gar man. Der, hvor
stregerne fra aber og mennesker mgdes, kaldes den sidste feelles stamform for aber og
mennesker.

Livets tree er et populsert navn for et fylogenetisk trae, der beskriver alle kendte organis-
mer. En version af livets trae kan ses pa figur 4.3. Det viser meget overordnede kategorier
i stedet for mindre grupper eller arter.

Bacteria Archaea Eucarya
Green
Filamentous Myxomycota
Spirochetes bacteria Entamoebae Animalia ]
Gram Methanosarcina Fungi
positives| Methanobacterium | Halophiles

Proteobacteria Plantae

Cyanobacteria Ciliates

Planctomyces Thermoproteus

Flagellates
Pyrodicticum

Bacteroides
Cytophaga

Trichomonads

Microsporidia

Thermotoga

i Diplomonads
Aquifex

Figur 4.3: Livets fylogenetiske trae
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Generelt deler man alle former for liv i de tre riger: bakterier, arkaeer, og eukaryoter.
Animalia — dyr, Fungi — svampe, og Plantae — planter, er nok de mest kendte navne pa
dette tree, og de kan alle findes under eukaryoterne. En anden meget vigtig gruppe pa
dette trae er cyanobakterierne. Selvom de er bakterier, er de de forste fotosyntetiserende
organismer pa Jorden.

Opgaver

Opgave 4.3.1:
Hvad er forskellen mellem slaegtskabet pa arterne A, B, C, og D i de fylogenetiske traeer
pa figur 4.4:

r1 EF'I

=
M
o
)

Figur 4.4:

Opgave 4.3.2:
Hvilke af de fylogenetiske traeer i figur 4.5 viser den samme fylogeni - slaeegtskab?

DB A E

3 4

C EAB D C E DA B
Figur 4.5:

Opgave 4.3.3:

Tegn et fylogenetisk tree ud fra folgende beskrivelse: Art C er teettest beslegtet med
art A. Art D er teettere besleegtet med art A end med art B. Art E er taettest beslaegtet
med art D.
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4.4 Blaksprutter

De mest populeere historier omkring blaeksprutter handler om gigantiske eksemplarer
som for eksempel Kraken. Disse blaeksprutter kom op af dybet og kastede sig over skibe
og draebte alle om bord.

Figur 4.6: Kraken, den ottearmede blaeksprutte

Men disse historier kan ogsa have haft noget bund i virkeligheden. Blacksprutten pa
figur 4.6 er en ottearmet blaeksprutte, men en af de stgrste blacksprutter, der er blevet
malt, er en tiarmet blacksprutte — keempeblacksprutten — der kan blive op til 18 m lang.
Til sammenligning er Rundetarn 35 m, sa der skal kun to keempeblaeksprutter til at na op
pa toppen af Rundetarn. Der findes ogsa kolossalblaeksprutten, som er endnu stgrre, men
der er ikke blevet fanget nok af dem til at kunne sige noget om deres generelle stgrrelse.
Keempeblaksprutten befinder sig helt ned til 600 m dybde, mens kolossalblaeksprut-
ten hgjst sandsynligt jager endnu lzengere nede. En normal ubad dykker kun 250 m ned.

De bleksprutter, man normalt beskeeftiger sig med, er typisk ikke sa store, men de
er mindst lige sa spaendende. Pa figur 4.7 herunder kan det ses, hvor mange forskellige
typer af blaeksprutter der findes ud over de tiarmede og ottearmede blaeksprutter.

Figur 4.7: fra venstre: cuttlefish (engelsk), cuttlefish (engelsk), nautilus
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Blaksprutter er blgddyr og hedder pa latin Cephalopoda. De er karakteriseret ved at
have et antal fangarme omkring munden, som de bruger til at fange og handtere deres
bytte. Blaeksprutter er kendt som utrolig intelligente dyr, og de har veeret pa Jorden
meget laenge. Blacksprutter har cirka det samme antal neuroner — nerveceller — som en
hund, og to tredjedele af dem er placeret i deres arme, mens en tredjedel er formet som
en donut og ligger rundt om spisergret.

Et vidne om blaksprutters klggtighed kan findes, hvis man leseser historien om et akvari-
um, som ikke kunne forsta hvorfor fiskene i deres ene akvarium forsvandt. Efter at have
installeret et overvagningskamera fandt man ud af, at bleeksprutten i akvariet ved siden
af hver aften kravlede ud af sit eget akvarium og ned i fiskenes for at spise, hvorefter
den kravlede tilbage til sit eget akvarium og lukkede laget efter sig, sa de ansatte ikke
skulle ane urad.

De tiarmede blaksprutter og Loligo

De tiarmede bleeksprutter har i alt 8 arme og 2 tentakler, der er placeret rundt om
munden. Pa indersiden af armene og yderst pa tentaklerne sidder der sugekopper pa
sma stilke, som blaeksprutten bruger til at holde byttet fast med. Sugekopperne er et
lille baeger af muskler og har sma teender i kanten.

Overalt pa blaeksprutter kan man finde sma rgd-brune pletter. Det er kromatoforerne. De
star for farveskiftet i bleeksprutter og kontrolleres af nervesystemet. Nar bleeksprutten
spaender sine muskler, bliver den mgrkere, og nar den slapper af, bliver den lysere. Der
er ogsa sma, hvide, reflekterende iridocyter. De er pa finnernes lyse underside. Kroppen
er stromlinet 1 begge ender, sa leenge armene holdes samlet, og langsomme bevaegelser
kan laves ved at beveege de trekantede finner.

De tiarmede blaksprutter kan dog ogsa bevaege sig utrolig hurtigt. Det gor de ved at
lade vand flyde ind i deres kappe, og derefter traekke sig hurtigt sammen. Det ggr, at
vandet skydes ud af deres siphon som en jetstrgm, og de bliver skudt fremad i vandet.
Mekanismen kan ses i figur 4.8 herunder. Loligo kan accelerere fra hvile til en fart pa 2
m/s ved hjeelp af en enkelt sammentraekning. De hurtigste tiarmede blaeksprutter kan
endda skyde sig selv op af vandet og “flyve”.
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WATER INTAKE ~ APERTURE

/ EXPANDED

WATER 3
INTAKE

FIN

b INTERNAL ORGEANS

WATER
JET

Figur 4.8: Her kan ses en tegning over, hvordan de ti-armede bleksprutter bevaeger sig

Anatomi

e QDjne:
Blaeksprutternes gjne er meget lig vores egne og har ogsa en linse, der dog ikke er
formet som vores. Den er hard og sidder inde i gjet. Blaeksprutter kan se forskel pa
lys og mgrke og danner sig et komplet billede af, hvad de ser pa ligesom os, men
de kan ikke se farver.

¢ Radula:
Radulaen bliver pa dansk ogsa kaldt for raspetungen og er et traek, blacksprutten
har tilfeelles med andre blgddyr [10]. Den bruges til at findele foden og holde det
fast, sa det ikke falder ud af munden pa blaksprutten.

e Det reproduktive system:
Hunlige blaeksprutter har ovarier og nidamentale kirtler, og hanlige bleeksprutter
har testikler. Ovarierne beerer sggene og er lidt gullige og slimede. De nidamentale
kirtler gor seggene harde, inden de skal ud i vandet gennem aggelederne, sa der
er stgrre chance for, at de overlever. Testiklerne ligger i hannerne det samme sted
som ovarierne i hunnerne, men er slankere, og vaesken i dem er mere flydende og
hvidlig.
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Spisergret:

Spisergret gar fra naebbet ned til maven og har til formal at fore maden og starte
nedbrydelsen. P& vejen gar den igennem den donut-formede hjerne, hvilket ogsa er
grunden til, at blaeksprutten ikke kan spise for store stykker af mad, da det ellers
ville satte sig fast i hjernen.

Maven:

I maven foregar stgrstedelen af madens nedbrydelse. Det er en oval struktur, der
sidder mellem spisergret og maveblindsaekken. Maveblindsasckken, tarmen, og anus:
Maveblindsakken er foldet for at fa sa stort et overfladeareal som muligt til opta-
gelse af den nedbrudte fgde. Fra maveblindsaekken lgber resten af maden gennem
tarmen og op til anus, som har sin udmunding oppe ved siphonen. Restprodukter
bliver skyllet veeck gennem siphonens vandstrgm.

Blaksakken:

Blacksaekken ligner en lille sort streg og indeholder blaekspruttens blaek. Blaekket
sprgjtes ud af siphonen, nar blaeksprutten fgler sig truet, og ved hjalp af kroma-
toforerne skifter bleeksprutten farve, sa den matcher blaekket.

Geeller:

Geallerne er hvide fjerlignende strukturer, der ggr, at blaeksprutterne kan traekke
vejret under vandet ligesom fisk. Nar vand kommer ind i kappen, bruges geellerne
til at treekke ilt ud af vandet og smide CO,. De er foldet, sa de far sa stort et
overfladeareal som muligt.

Hjerter og nyrer:

En bleksprutte har tre hjerter. To gallehjerter der sidder ved foden af hver galle
og pumper blodet fra kroppen op i gezllerne, og et hjerte der pumper blodet fra
gaellerne rundt i kroppen. Blodet i en blaeksprutte er farvelgst og bliver blat, nar
det kommer ud i luften. Det er fordi, det bruger det kobberholdige haemocyanin i
stedet for haemoglobin til at transportere ilt. Nyrens funktion er blandt andet at
rense blodet for affaldsstoffer og er i bleeksprutten placeret oven pa hjertet.

Hjernen:
Hjernen er som naevnt fgr steerkt udviklet i bleeksprutter. Den er placeret imellem
gjnene og ligger rundt om spisergret.

Gladius:
Blaeksprutten bliver holdt stiv af en fjerformet skal — gladius — der sidder i kappen.
Det er hvad, der er tilbage af dens forfaedres harde ydre skal. [11]
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4.5. DISSEKTIONSVEJLEDNING

Dissektionsvejledning

Denne vejleding beskriver trinene i dissektionen af en tiarmet blaeksprutte (Loligo)

. Tentakler

Figur 4.9: Loligos ydre morfologi

Loligos ydre morfologi

1.

10.

11.

12.

Se pa huden: overalt er der rgdbrune pletter, det er kromatoforerne. Man kan
maske ogsa se hvidlige pletter pa den lyse underside af finnerne. Det er iridocyter.

. Se og meerk pa tentaklerne, armene og deres sugekopper.

Tentaklerne er nogle gange trukket tilbage i lommer under gjnene. Skaer lommerne
op for at se, hvor lange tentaklerne er.

Indre morfologi

. Se pa siphonen — den har en mekanisme, der ggr at vand ikke flyder ind igennem

den. Hvorfor det?

. Leeg blaeksprutten pa ryggen og skeer eller klip kappen op. Den mgrke side er

ryggen.

Skeer siderne af kappen af, sa de ikke er i vejen.

De organer, I kan finde i blaeksprutten, kan ses pa figurene 4.9 til 4.11 og er
beskrevet i afsnittet ‘Anatomi’. Prgv at se om I kan finde dem alle, men pas pa
med at prikke hul pa blaeksasekken.

Vear opmeerksom pa, at nogle organer kun er i enten hunnerne eller hannerne.
Hvilke organer er der tale om?

Prov at finde et sg eller en sperm og kig pa det i mikroskopet - spgrg en underviser,
hvordan man klarggr sadan et preeparat.

Hvis I skacrer forsigtigt mellem gjnene, vil I kunne se hjernen.
Skeer igennem gjet og se, om I kan finde linsen.

Inde i nabbet er radulaen, en form for ru tunge, som er meget sveer at fa fat pa.
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siphon &
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lukkemuskel
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hovedet ind

anus

sggeleder

nidamentale kirtler

gladius — sidder indeni
kappen

Figur 4.10: Loligos anatomi
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galler

nidamental
kirtel

Figur 4.11: Loligos anatomi

4.6 Introduktion: Bakteriernes verden

blaeksaek
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Figur 4.12: Stgrrelses-skala til mikroskop kilde[12]
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Bakterier er sma, encellede organismer, der er omkring 0,5 til 5 mikrometer lange, hvilket
er naesten 700.000 gange mindre end os. For at saette det i perspektiv, sa ville vi, hvis
vi var 700.000 gange stgrre, kunne na fra Sverige til Belgien i én armsbredde. Bakterier
er prokaryoter® , hvilket betyder, at de ikke har nogen cellekerne. Selvom at de er
sa sma, sa har de stadig en stor indflydelse pa os og vores hverdag. En vigtig del af
bakteriologien er at finde ud af hvilke bakterier, vi har fundet, uanset om de kommer fra
en vandprgve eller beskidte fingre, og hvad de kan. Det er det, vi kommer til at arbejde
med i det fplgende.

Capsule
Cell wall
Plasma membrane

Cytoplasm

Ribosomes
Plasmid

Bacterial Flagellum
Mucleoid (circular DNA)

Figur 4.13: prokaryotcelle kilde[13]

Bakterier er en yderst stor gruppe af organismer. Faktisk udggr de et helt kongerige
(engelsk: kingdom), ligesom alle celler med kerner, eukaryoterne, tilhgrer ét kongerige.
Herunder er der enormt mange under-kategorier, sasom proteobakterier, gram-positive
bakterier, cyanobakterier og mange flere. Der er naesten ingen, der kan huske det hele,
men her vil vi vise jer nogle af de mest kendte.

De bakterier, vi kommer til at arbejde med, er Bacillus, Escherichia coli, Vibrio og
Lactobacillus. Hver af dem er forskellige, og det er super heldigt, siden vi har kommet
til at bytte rundt pa prgverne. Jeres opgave er derfor at bruge jeres nye viden til at
bestemme hvilke bakterier, der er hvad.

Bakterie Gram Form motilitet | Katalase | cytochrom
Bacillus Positiv | Stave + spore | + + +
Escherichia Negativ | Stave + + +

Vibrio Negativ | stave, buede + + +
Lactobacillus | Positiv | stave - - -

Tabel 4.2:

14Pro”- kommer fra graesk og betyder “fgr” og “karyon” betyder “kerne”. En prokaryot er derfor
en celle fra “fgr man havde kerne”
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4.7 Forsgg 1: Form og cellevaeg

Bakteriernes ydre

Fgrst skal vi se pa pa det ydre af bakterierne. Hertil bruger vi mikroskoper til at komme
til at se pa bakterierne. Pa figur 4.14 kan vi se nogle forskellige former, som bakterier
kan have. Som vi kan se, er der stor forskellighed mellem bakterier. For eksempel er
mange af coccus? bakterierne meget runde, hvor bacillus® er mere aflang og oval.

Cocci Others

coccus diplococci diplococci Staphylococci
encapsulated -~ o

enlarged rod
Fusobacterium

i %
Fi gt 3 /),
] =,
3 (P
streptococci sarcina tetrad Vibrio Comma's form
Edellowibrio
Bacilli .
S, ey
— s T ( vt
{ ;1 { Y o e
. j —
; i - Club Rod Helical form
coccobacillus. eIV i \_ lr,-""-.va-"w.‘:ﬁ""\\ Corynebacteriaceae  Helicbacter pylori
T Y
e I AN
X ; A
S B ! 4
et b ] i _.-'l b
diplobacilli palisades.
Corkscrew's form
............ - S, ettt Borrelia burgdorferi
i 1 -H 3
e A s _—
Streptobacilli
Budding and appendaged bacteria

..l)lq%
{:»...«-‘*"" : : \ Alament iroc het
amentous Spirochete
hypha stalk

Figur 4.14: Baktierer i forskellige former kilde ([14])

Motilitet

Foruden at have forskellige former, sa kan nogle bakterier ogsa bevaege sig, og nogle,
sasom Candidatus ovobacter propellens med hastigheder helt op til 1 millimeter i sekun-
det! Det kan vaere rigtig praktisk at kunne beveege sig hvis der ikke er sa meget mad
der, hvor bakterien er, sa kan den bare svemme vaek og finde et bedre sted. Det faktum
at det kun er nogle bakterier, der kan bevaege sig, kaldet motilitet 4, kan bruges til
at bestemme, hvilken bakterie der er hvem. Eksempelvis, sa kan streptococci som regel
ikke bevaege sig, men E. coli kan godt.

2“Coccus” kommer fra graesk og betyder “bzer”.
3“Bacillus” kommer fra latin og betyder “pind” eller “stav”
4“Motio” kommer fra latin og betyder “bevaegelse”
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Forsggsvejledning til mikroskopi

For at kunne se individuelle bakterier bliver vi ngdt til at bruge et mikroskop, der som
ved hjelp af lys og en raekke glaslinser kan forstgrre billedet til noget som vi kan se med
det blotte gje. For at kunne betjene et mikroskop har vi denne korte vejledning;:

Okular; kig ind her!\\_\ﬂ/

i» «—— Objektiver; her

2ndrer du
forstgrrelse

+—— Lampe; skal veere
] taendt for at du kan se
noget

Fokushjul; denne bruges
til at fokusere sa du kan
se bakterierne klart

Figur 4.15: Mikroskop kilde [15]

Til sidst er det vigtigt at vide, at vi ikke putter vores bakterie-prove direkte pa mi-
kroskopet, men derimod pa et objektglas, hvor prgven mases sammen mellem objektglas
og daxkglas:

Dakglas

Objektglas

Bakterieprgve E
\ | /

\

O

Figur 4.16: Skitse af brug af dsekglas

Cellevaeggen og Gram-farvning

Bakteriers ydre bestar af flere forskellige lag; en cellemembran ligesom humane celler,
men hertil ogsa en celleveeg og til tider en kapsel ligesom et frg. Ud fra bakteriernes
opbygning af cellevaeggen opdeler vi disse i to klasser; nemlig Gram-positive og Gram-
negative. Den Gram-positive cellevaeg bestar af en tynd plasma-membran, der ligger helt
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inderst med en tyk celleveeg af peptidoglycan udenpa. Dette lag af peptidoglycan virker
som en slags afstiver, der ggr cellerne harde og ger, at de kan overleve et hardt miljg.

De Gram-negative bakterier har en lidt mere kompliceret cellevaeg. Her er der ogsa et
peptidoglycan-lag, men dette er som regel tyndere (sammenlignet med de gram-positive),
og cellerne er ogsa omgivet af en ydre membran.

Vi kan bruge forskellene i det yderste lag til at bestemme, hvilken bakterie vi har.
Ved at tilsaette et farvestof, der binder sig til peptidoglycan, der udggr den harde del af
cellevaeggene, sa kan vi skelne mellem typerne. Det betyder, at de Gram-positive bakte-
rier vil blive farvet, og at de Gram-negative bakterier ikke vil blive farvet.

Gram Positive

Plasma Membrane

Periplasmic space

Peptidoglycan

Plasma Membrane
Periplasmic space
Peptidoglycan
Outer membrane

(ipopolysaccharide
and protein

Gram Negative

Figur 4.17: Gram-negativ og Gram-positiv, kilde [16]
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Forsggsvejledning til Gram-farvning

For at undersgge om vores bakterier er gram-positive eller -negative kan vi udfgre en
gram-farvning. Da stofferne, som vi bruger til dette forsgg, er giftige, skal man huske den
ngdvendige beskyttelse - i dette tilfzelde kittel og handsker, jeres undervisere vil udfgre
forspget, da nogle af reagenserne er carcinogene (kreeftfremkaldende).

e Frisk bakteriekultur udtveeres pa et objektglas, maerk med blyant i stedet for tusch,
da senere behandling fjerner tusch, men ikke blyant.

e Objektglas lufttgrres (helt tort!) og flamme-fikseres, sa senere ethanol-vask ikke
fjerner bakterierne fra glasset

e Objektglas nedseenkes i krystalviolet-oplgsning i 1 min.
e Objektglas skylles med vand i 3-4 sekunder for at fjerne overskydende oplgsning
e Objektglasset sattes i en jodoplgsning i 1 min for at fiksere stainet

o Efter fiksering skylles glasset med 96% ethanol indtil, at der ikke fjernes mere
farve, herefter afskylles glasset med vand

e Som kontrast til krystalviolet farver vi herefter med erythrosin i 2 min

e Til sidst skyller vi igen med vand og lader objektglasset tgrre

Herefter vil gram-positive kolonier kunne ses blafarvede, imens gram-negative vil
veere lysergde

Forsggsvejledning til 3% KOH-test

En anden made at undersgge om en bakterie er gram-negativ eller -positiv er at teste de-
res evne til at overleve visse typer stress. Vi bruger en svag oplgsning af kaliumhydroxid,
som draeber gram-negative, men som gram-positive godt kan overleve.

e Anbring en drabe 3% KOH pa et objektglas

e Fisk et par kolonier op fra de udleverede plader med en podenal og bland dette i
draben

e Omrgr draben i 1 minut, fjern derefter forsigtigt podenalen

Hvis din koloni var gram-negativ vil man kunne se, at draben bliver mindre flydende
og lettere skyet og man vil med et kapillarrgr kunne udtraekke strenge af DNA. Gram-
positive i modsaetning sendrer sig ikke under behandlingen, da deres celleveeg medvirker,
at de kan overleve kaliumhydroxiden.

4.8 Forsgg 2: Interne processer

Det er ikke kun det ydre, der er interessant ved bakterier. Faktisk, sa er det, der sker pa
indersiden, mindst lige sa spandende at undersgge. Her stgder vi dog pa nogle udfor-
dringer, idet vi selv med et lysmikroskop slet ikke kan se det, vi undersgger - maskinerne,
som driver processerne, er nemlig omkring 5 nanometer i diameter (lees: meget, meget
lille). Vi bliver derfor ngdt til at finde pa nogle andre metoder til at se, hvad der sker. Til
dette formal kan vi bruge enzymerne, der findes inde i bakterierne, til at starte kemiske
reaktioner, som vi kan se.
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Metabolisme

Metabolismen® er den overordnede omsaetning i organismer. Ordet “stofskifte” beskriver
det samme pa dansk, men vi kommer til at bruge den engelske/internationale betegnelse,
da det er den, I kommer til at mgde i det meste undervisningsmateriale, der omhandler
mikroorganismer.

Nar vi ser pa cellers metabolisme, kan vi se, at der er en del reaktioner, der er
vigtige for alle organismer. Disse reaktioner kaldes ofte for “Den primaere metabolisme”
eller “grundlaeggende metabolisme”, da den er absolut ngdvendig for overlevelse hos
alle celler. Heriblandt er reaktionerne, der omdanner sukker til energi og opbygning af
vigtige molekyler sasom proteiner, kulhydrater, og fedt. Herefter har vi den sekundaere
metabolisme. Her finder vi reaktioner, som ikke er absolut ngdvendige for bakteriens
overlevelse. Heriblandt er flere farvestoffer og antibiotika.

En anden vigtig forskel mellem forskellige grupper af bakterier er, hvorvidt de kan
i’ ilt. Hvis vi zoomer helt ud, s& findes der to overordnede grupper i forhold til, om
bakterierne har brug for ilt. Der er de aerobe bakterier, der har brug for ilt, og der
er de anaerobe bakterier, der ikke har brug for ilt. Navnene kommer fra graesk, og
deres oversaettelse kan hjaelpe med at huske, hvem der er hvem, da “aer” betyder “luft”
og “an-” betyder “ikke”. Nar de ssettes sammen, sa har vi luft-bakterierne og ikke-luft-
bakterierne.

Det er dog lidt mere kompliceret end som sa. Der findes bakterier, som kun kan
overleve, hvis der er ilt, og bakterier der kun kan overleve, hvis der ikke er noget ilt. Disse
grupper giver vi tilnavnet obligat, da de kraever noget specielt for at overleve. Derudover
findes der ogsa bakterier, som ikke ngdvendigvis har brug for ilt, men som godt gider at
bruge det, hvis det er til stede. Disse kaldes fakultative anaerobe bakterier og star
til forskel fra bade de obligate aerobe og obligate anaerobe bakterier, idet de kan leve
mange flere steder.

Vi kan udnytte forskellene i disse bakterier til at skelne mellem dem. Cytochrom C
oxidase er et protein, der er involveret i forbreending af sukker i organismer, der kan
bruge ilt. Det findes derfor kun i de obligate aerobe bakterier, de fakultative anaerobe
bakterer samt i de fleste gram-positive bakterier.

Forsggsvejledning til cytochrom c oxidase test

Som naevnt ovenfor, sa er cytochrom c oxidase en af de mange proteiner, som indgar i
bakteriers metabolisme. Cytochrom ¢ oxidase kan bruges til at skelne mellem de aero-
be og anaerobe bakterier hos de gram-negative bakterier, men ikke i de gram-positive
grundet ovenstaende. Til testen bruger vi en engangstest; en strip papir med N,N,N,N-
tetramethyl-p-phenyl-diamin-dihydrochlorid som under oxidation af f.eks. cytochrom c
oxidase blive bla.

e Tag en bakterie-koloni op med en podenal og stryg den pa test-strippen

e Et positivt resultat er en blafarvning inden for 10 sekunder, imens en farvning
efter 30 sekunder eller mere er negativ - sa husk at holde gje med jeres test-strips!

Katalase

Enzymer er en gruppe af proteiner, der kan indga i reaktioner inde i celler for at fa
tingene til at ske meget hurtigere. Uden dem ville liv, som vi kender det, se meget
anderledes ud.

Katalase er et yderst vigtigt enzym, der findes i nzsten alle levende organismer, der
er udsat for ilt. Enzymets funktion er at omdanne meget reaktive ilt-holdige molekyler til
noget mere ufarligt. Et eksempel pa denne reaktion er nedbrydningen af hydrogenperoxid
(Hy0,) til vand (H50) og ilt (O,). Katalase er en af de hurtigste enzymer, der findes
pa Jorden. Et enkelt enzym kan omdanne millioner af molekyler hvert eneste sekund!

5“metabole” kommer fra graesk og betyder “forandring”
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Det er derfor, vi kan bruge det til at undersgge vores bakterier. Nogle af dem, vi har
taget med, producerer nemlig ikke katalase selv, hvilket betyder, at vi kan skelne dem
fra resten.

Forsggsvejledning til katalase-test

I katalase-testen udnytter vi bakteriernes eget katalase i en reaktion med hydrogen-
peroxid. Katalase beskytter som sagt imod reaktive oxygener, som dem der f.eks. dan-
nes under aerob metabolisme. Katalase kan derfor hovedsageligt findes hos de aerobe og
fakultativt aerobe bakterier, som bruger aerob metabolisme, men ikke hos de anaerobe
eller mikroaerofile bakterier® som enten ikke har brug for katalasen (anaerobe) eller bru-
ger et alternativ (mikroaerofile). Vi har dog en undtagelse i maelkesyrebakterierne som
pa trods at veere aerobe IKKE har katalase.

e Testen udferes ved at pafere en drabe 3% H,0, til en koloni - direkte pa ens
agar-plade

e Ved et positivt test-resultat vil der komme sma bobler eller skum, imens en negativ
reaktion ikke danner nogle bobler.

6Mikroaerofile bakterier har brug for en lille smule ilt, men ikke alt for meget. De har oftest brug
for luft med 2-10% ilt, hvilket er mindre end de ca. 21% ilt, der er i atmosfeerisk luft
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Kapitel 5

Datalogi

5.1 Introduktion og kort baghistorie til talsystemer

Et talsystem definerer et sat af veerdier, der bliver brugt til at repraesentere en maengde.
Mennesket har talt ting lige sa laenge, det har eksisteret, og har af denne arsag ledt efter
metoder for at holde styr pa og for at kunne repraesentere disse ting, som mennesket har
talt.

Tally marks

Da man i starten skulle teelle ting, sa benyttede man sig af tally marks. Tally marks er
den simpleste made, hvorved man kan fremvise en maengde. Det foregar via streger:

ARERN

Figur 5.1: Her ses et eksempel pa 7 tally marks

Tally marks er nemme og simple at forsta, men hvor det brillerer i simplicitet ved
sma mengder, sa er det samme simplicitet, som ggr store tal enormt langtrukne at se
og forsta, nar man benytter sig af tally marks. Da man forst opfandt tally marks, sa
havde man ikke ord, der definerede meengder. Det decimale talsystem fandtes ikke, og
de vidste derfor ikke, at der var 7 tally marks i billede 5.1, men de havde stadig en god
fornemmelse for, hvad maengden af streger betgd. 7 streger er ikke meget og er af denne
grund nemt og hurtigt at forsta, men forestil dig i stedet, at du skulle finde frem til side
253 i en bog, hvor sidetallene stod med tally marks. Det ville veere totalt uoverskueligt,
og tage lang tid at finde frem til den korrekte side.

T

Figur 5.2: Et eksempel vi pa 7 tally marks med gruppering

For at gge leesbarheden af tally marks begyndte man at benytte sig af gruppering.
Et eksempel pa dette ses pa billede 5.2. Denne udvikling ggede markant hastigheden for
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forstaelse af en tally mark meengde, og var en vigtig udvikling af talsystemet. Et andet
eksempel ses herunder:

\’\
‘T\

- T
- \T\
Figur 5.3: 5 grupper af 5 tally marks, i alt: 25

Tager man et kig pa figur 5.3, kan man hurtigt regne sig frem til, at der er 25 tally
marks i maengden.

Radix/base

Tally mark talsystemet kaldes pa engelsk for et ”unary numeral system”, som med andre
ord er et talsystem med grundtallet 1. Grundtallet af et talsystem, ogsa kaldet dens radix
eller base, definerer, hvor mange tal eller symboler, der bliver brugt til at repraesentere
maengden. I teorien kan man opfinde et uendeligt antal talsystemer sa leenge, at man for
radix N har N antal af symboler til at repreesentere meengden. Dette vil dog hurtigt blive
for komplekst at arbejde med, da man eksempelvis ville skulle huske 200.000 forskellige
symboler, hvis radix er 200.000. Af andre reelt anvendelige talsystemer kan dog nsevnes:
Det binzere talsystem med radix 2, det oktale talsystem med radix 8, det decimale
talsystem med radix 10, og det hexadecimale talsystem med radix 16.

Det decimale talsystem

Mennesket har i mange arhundreder benyttet sig af det decimale talsystem, og en for-
klaring bag dette findes med stor sandsynlighed ved, at vi har 10 fingre og 10 taeer. Men
hvordan fungerer det decimale talsystem egentlig? Det decimale talsystem har, som fgr
nzevnt, en radix pa 10 og bestar derfor af 10 symboler. Disse symboler er: 0, 1, 2, 3, 4,
5,6, 7, 8 0g 9. Med disse symboler kan vi repraesentere enhver maengde, der gnskes. Det
decimale tal 19.7351¢ bestar eksempelvis af de 5 symboler 1, 9, 7, 3 og 5, som har en
forskellig veerdi afheengig af deres position. Denne notation, ogsa kaldet positionsnota-
tion, er essentiel for vores forstaelse af talsystemer, og fungerer pa fglgende made:

Startende fra det mindst betydende ciffer i det decimale tal 19.7351¢ - dvs. 5 - findes
den decimale talveerdi (dette virker skegrt nu, men vil give mening, nar vi skal finde
vaerdien af tal i andre talsystemer) ved at tage 5 og gange med radixN_l, hvor radix er
talsystemets grundtal og N cifferets position fra hgjre mod venstre. Ggres dette, fas:
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Ciffer: 9 7 5
Position: 4 3 2 1
Potens: 105-1 =10* | 1047t =103 | 103~! =10% | 102~ = 10! | 10171 = 10°
Potensveerdi: 10 = 10.000 | 10% = 1.000 102 = 100 10! =10 100=1
Positionsnavn: Titusinder Tusinder Hundreder Tiere Enere
Regnestykke 1: 1-10.0004+9-1.000+7-1004+3-10+5-1

Regnestykke 2: 10.000 4 9.000 + 700 + 30 + 5 = 19.73519

Tabel 5.1: Visning af opbygningen af det decimale talsystem.

Med positionsnotation er det dermed muligt at genbruge det samme ciffer ved at
tilfgje en ny veerdi til cifferet baseret pa dets position i tallet. Dette er geeldende for alle
talsystemer, som vil blive introduceret.

Det binzere talsystem

Elektronik benytter elektricitet for at kunne fungere. I al sin enkelthed kan elektricitet
have to stadier. Teendt og slukket. Disse to stadier kan repraesenteres med 1 eller 0 — dette
kaldes ogsa for binger. Det binaere talsystem har altsa en radix pa 2, og bestar af de to
symboler 1 og 0 — ogsa kaldet bit i det bingere talsystem og ikke ciffer som i det decimale
talsystem. Et binzert tal kunne for eksempel se ud som fglgende: 1101 10115. Bemaerk
opdelingen hver fjerde bit. Dette kaldes en nibble og @ger leesbarheden af bingere tal.
Tallet bestar af 8 bit — ogsa kaldet en byte — og benytter sig af samme positionsnotation
som det decimale talsystem.

Konvertering til decimaltal

Startende fra det mindst betydende bit — ikke ciffer - i det binaere tal 1101 10115 - dvs.
1 - findes den decimale talveerdi ved at tage 1 og gange med radix’¥ 7!, hvor radix er
talsystemets grundtal, og N er cifferets position fra hgjre mod venstre. Ggres dette, fas:
1-2171=1.20=1.1=1

Ciffer: 1 1 0 1 1 0

Position: 8 7 6 5 4 3

Potens: 28—1 _ 27 27—1 _ 26 26—1 _ 25 25—1 _ 24 24—1 — 23 23—1 — 22 22—1 — 21 21—1 — 20
Potensvaerdi: 27 =128 26 =64 25 =32 24 =16 23 =38 22 =4 21 =2 20 =1
Regnestykke 1 1-12841-64+0-324+1-164+1-84+0-44+1-24+1-1

Regnestykke 2 128 +64 4+ 16 +84+2+1 =219y

Tabel 5.2: Konvertering fra det bineere talsystem til det decimale.

Det hexadecimale talsystem

Grundet bingre tals simple repraesentation med kun to symboler bliver binzre tal ofte
store og sveert leesbare. Det er her, det hexadecimale talsystem kommer ind og redder
dagen. Hexadecimale tal er en menneskevenlig made at reprasentere bingere veerdier,
da hvert hexadecimalt ciffer svarer til fire bit — en nibble — og ligeledes svarer to he-
xadecimale cifre til en byte. Det hexadecimale talsystem har nemlig en radix pa 16, og
repraesenteres med fglgende symboler: 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8, 9, A, B, C, D, E og F.
Talsystemer med en radix stgrre end 10 bestar som oftest af de 10 symboler fra det deci-
male talsystem; 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 og 9 efterfulgt af forst store bogstaver og dernzest
sma bogstaver, skulle dette veere ngdvendigt for talsystemet. Et hexadecimalt tal kunne
for eksempel se ud som fglgende: 2AF07D14. Tallet bestar af 24 bit/6 nibbles/3 bytes
og benytter sig af samme positionsnotation som det decimale talsystem. Verd at vide
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er, at ethvert hexadecimalts system har en tilsvarende decimal talveerdi, som bruges til
omregning: A =10, B=11,C=12,D =13, E =14 og F = 15.

Konvertering til decimaltal

Startende fra det mindst betydende ciffer i det hexadecimale tal 2AF07D1g — dvs. D —
findes forst det tilsvarende decimale ciffer af D, hvilket er 13, som dernzest bruges til
at finde den decimale talveerdi ved at tage 13 og gange med radixV ! | hvor radix er
talsystemets grundtal, og N er cifferets position fra hgjre mod venstre. Ggres dette fas:
13-16"1=13-16"=13-1=13

Ciffer: A 0 13
Position: 6 5 4 3 2 1
Potens: 1651 =16° | 16° 1 =16* | 1641 =163 | 16371 =162 | 16271 = 16! | 16"~ = 16°
Potensveerdi: | 16° = 1048576 | 16* = 65536 | 16° = 4096 | 162 = 256 16' = 16 16° =1

Regnestykke 1

2-1048576 4+ 10 - 65536 + 15-4096 +0-256 4+ 7-16 + 13 -1

Regnestykke 2

2097152 4 655360 4 61440 + 112 + 13 = 281407719

Tabel 5.3: Konvertering fra det hexadecimale talsystem til det decimale.

Det oktale talsystem

Et andet velkendt talsystem er det oktale talsystem. Det oktale talsystem har en radix
pa 8, og repraesenteres af disse symboler: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 og 7. Talsystemet blev bl.a.
brugt til styring af nixie-rgr, som er et specielt designet neonrgr til visning af cifre eller
symboler, i luftfartsindustrien som kode, der transmitteres via flyenes transponder til
radarer pa jorden — her bliver det brugt til at kendetegne flyene pa radarskeermen — samt
af UNIX baserede systemer til at styre filrettigheder. Et oktalt tal kunne f.eks. se ud
som fglgende: 16724g. Tallet benytter sig af samme positionsnotation som det decimale
talsystem.

Konvertering til decimaltal

Startende fra det mindst betydende ciffer i det oktale tal 167245 - dvs. 4 - findes den
decimale veerdi ved at tage 1 og gange med radix’¥ 7!, hvor radix er talsystemets grundtal,
og N er cifferets position fra hgjre mod venstre. Ggres dette, fas: 4-8' 71 = 4.8 = 4.1 =4

Ciffer: 6 7 4
Position: 4 3 2

Potens: {5-1 _gd | g4-1 _g3 | g3-1 —g2 | g2-1 — gl | gl-1 _ g0
Potensveerdi: | 81 =4096 | 8 =512 | 8% =64 gl =8 8 =1

1-409646-51247-64+2-84+4-1
4096 + 3072 4+ 448 + 16 + 4 = 763619

Regnestykke 1
Regnestykke 2

Tabel 5.4: Konvertering fra det oktale talsystem til det decimale.

Decimal til andre talsystemer
Succesiv division
Successiv division kan bruges til at konvertere decimal til ethvert talsystem. Metoden

fungerer pafglgende made:

Man tager decimaltallet, som man gnsker at konvertere til et andet talsystem, og
dividerer med talsystemets radix. Resultatet af divisionen findes. Hvis divisionen ikke
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er komplet, og der er rest, sa udtrackkes denne restveerdi ved at gange radix med kom-
maveerdien i resultatet. Heltallet fra resultatet treekkes ned pa en ny linje, og restveaerdien
noteres. Dette fortsaetter man med, indtil decimaltallet ikke leengere kan divideres med
radix. Det mindst betydende ciffer i det konverterede tal er den fgrste restveerdi, og
det mest betydende ciffer i det konverterede tal er den sidste restveerdi. Forvirret? Se

fglgende eksempler:

Decimal til binaer

Decimal/radix | Resultat Rest
206/10 20,6 6 — LSD (Least Significant Digit)
20/10 2 0
2/10 0,2 2 — MSD (Most Significant Digit)
Decimaltal 20619
Tabel 5.5: 4

Vi konverterer 4121 til binzer:

Decimal/radix | Resultat Rest

1122 206 0 — LSD (Least Significant Digit)
206,/2 103 0
103/2 51,5 1
51/2 25,5 1
25/2 12,5 1
12/2 6 0
6/2 3 0
3/2 15 |1

1/2 0,5 1 — MSD (Most Significant Digit)

Binsert tal 1 1001 11004

Decimal til hexadecimal

Tabel 5.6: 4

Vi konverterer 156421 til hexadecimal:

Decimal/radix Resultat Beregning af rest Rest

15642/16 977,625 0,625-16 = 1019 = A1 | A — LSD (Least Significant Digit)
977/16 61,0625 | 0,0625-16 =119 =116 | 1
61/16 3,8125 | 0,8125-16 =131p =Dy | D

3/16 0,1875 | 0,1875-16 = 319 = 316 | 3 — MSD (Most Significant Digit)
Hexadecimalt tal 3D1Aq6

Tabel 5.7: 4
Konverteringer

Binser til hexadecimal

4 bit - én nibble - svarer til ét hexadecimalt ciffer. Eksempel med et bingert tal: 1101 1011 1111 0011 01105:

Bineer: 1101 | 1011 | 1111 | 0011 0110
Decimalvaerdi: 13 11 15 3 6
Hexadecimalciffer: D B F 3 6
Hexadecimal: 1101 1011 1111 0011 01105 = DBF3614
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Hexadecimal til binser

Et hexadecimalt ciffer svarer til 4 bit - én nibble. Eksempel med F37A014:

Hexadecimal: F 3 7 A 0
Decimalveerdi: 15 3 7 10 0
Binserveerdi: 1111 | 0011 | 0111 | 1010 0000
Bineer: F37A0:6 = 1111 0011 0111 1010 00004

Binser til oktal
3 bit svarer til ét oktalt ciffer. Eksempel med det bingere tal 101 101 011 1115:

Bineer: 101 | 101 | 011 111
Oktalveerdi: 5 5 3 7
Oktal: 101 101 011 11145 = 55375

Oktal til binaser
Et oktalt ciffer svarer til 3 bit. Eksempel med det oktale tal 74012g:

Oktal: 7 4 0 1 2
Binserveerdi: | 111 | 100 | 000 | 001 010
Bineer: 74012g = 111 100 000 001 010,

Oktal til hexadecimal

Der findes ikke nogen direkte konvertering fra oktal til hexadecimal. I stedet konver-
terer man fra oktal til binger til hexadecimal, da ét oktalt ciffer svarer til 3 bit, og ét
hexadecimalt ciffer svarer til 4 bit. Vi tager som eksempel det oktale tal 46713g:

Oktal: 4\6\7\1\ 3
Binger gruppering: | 100 110 001 011 = 0100 1101 1100 1011

Bineer: 0100 | 1101 | 1100 | 1011
Decimalveerdi: 4 13 12 11
Hexadecimalciffer: 4 D C B
Hexadecimal: 467133 = 4DCBy5

Hvis du vil vide mere

Hvis du vil vide mere om talsystemer, baser og omregning mellem disse, kan du se
bibliografien [17], [18], [19], [20] og [21].

5.2 Opgaver

Opgave 5.2.1: Binser til decimal

Omregn fglgende bingere tal til decimaltal:
1)110110114

2)11110011004

3)01001101100114

4)110000101001011004
5)10000101100100110110014
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Opgave 5.2.2: Hexadecimal til decimal

Omregn fglgende hexadecimaltal til decimaltal:

1)DC94
2)9B8B14
3)D5D0814
4)561CE42616
5)C380DD1E614

Opgave 5.2.3: Oktal til decimal

Omregn fglgende oktaltal til decimaltal:
1)6214g

2)4461g

3)556244¢

4)23375625

5)27476327005

Opgave 5.2.4: Binaer til hexadecimal

Omregn fglgende bingere tal til hexadecimaltal:

1)0100,
2)10101000,
3)0101011111,
4)0111100100001,
5)101100011000111,

Opgave 5.2.5: Hexadecimal til binger

Omregn fglgende hexadecimaltal til binzere tal:

1)A0E1
2)09E 16
3)D8B2C;
4)19695E7 ¢
5)BIDSSEBS71 16

Opgave 5.2.6: Binaer til oktal

Omregn fglgende bingere tal til oktaltal:
1)100-
2)1110014
3)110000104
4)11011011014
5)10001101010102

5.2. OPGAVER
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ee Opgave 5.2.7: Oktal til binser

Omregn fglgende oktaltal til binzere tal:
1)4775
2)1361s
3)215633s
4)7657642¢
5)0265522645

eee Opgave 5.2.8: Oktal til hexadecimal

Omregn folgende oktaltal til hexadecimaler:
1)261g
2)4321g
3)213543g
4)7613542¢
5)2146153645
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5.3 Programmering

Sa du vil gerne veere superhelt, men har ingen superkraefter? Frygt ej! Allerede i dag er
vi mega afheengige af teknologi, sa det at kunne styre teknologien er faktisk neesten en
superkraft. Lidt ligesom Batman, som heller ikke har nogen superkraefter, men bare en
masse penge og en god hjerne.

Programmering er det, der bruges til at styre naesten al teknologi nu om dage, det
er alt fra computere, tablets og smartphones, til rejsekort, vaskemaskiner og biler. I
datalogi er vi naesten ligeglade, hvilken ting vi programmerer til, “hjernen”i alle tingene
fungerer nemlig pa samme made, der er bare forskel pa, hvordan vi udnytter det.

Som udgangspunkt handler programmering bare om at skrive noget tekst, naesten
ligesom en stil i skolen, der er bare nogle andre, maske lidt strengere, krav til, hvordan
man skal skrive det. Her far du et klassisk eksempel pa et simpelt program

print ("Hello World!")

Hvis man kgrte programmet, ville den skrive Hello World! som output. Hvis man
gerne ville have den til at skrive noget andet, f.eks. Hej Naturfagssommercamp, sa kan
du maske geette at man skal sendre teksten imellem anfgrselstegnene, til den gnskede
tekst. Saledes

print ("Hej Naturfagssommercamp")

print er en kommando, der bruges til at skrive noget tekst som output. Nar man
bruger kommandoen skal den vide, hvad det er den skal skrive som output, og det er
derfor der er parenteser til at angive det. Anfgrselstegnene angiver at det handler om
tekst, i stedet for f.eks. tal.

Som du kan se, sa er der mange detaljer i spil. Det er lidt ligesom matematik, hvor
der er en masse regler man skal fglge, tilgengzeld bliver det meget preecist, sa der ikke
er tvetydigheder. Man kan se forskellige kommandoer som forskellige “byggeklodser”,
og meningen med denne del af kompendiet er at leere dig om de grundlaeggende klodser
og reglerne, der omgiver dem. Lidt ligesom legoklodser kan det veere sveert at se, hvad
meningen med en klods er, hvis man ser pa den for sig selv, men med gvelse leerer man
at sammensatte forskellige klodser til at lave hvad som helst.

Grundlaeggende sa er malet med et program at skabe et output af en eller anden art.
For at det skal give mening skal vi kunne se at programmet har gjort noget. I starten
her vil vi bruge tekst som output, men andre programmer kan f.eks. generere billeder
eller lyd, og det at fa vist en hjemmeside er ogsa en form for output.

Sa for at opsummere. Grundlaeggende er et program, noget tekst, skrevet efter nogle
regler pa en made sa computeren kan forsta det, der laver et gnsket output.

Sekvens

Nar man skriver et program udfgrer computeren det ovenfra og ned, én linje af gangen.
Sa hvis man skriver

print ("Jeg")
print ("er")
print ("Batman")

sa far man dette output

Jeg
er
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Batman

Altsa bliver hvert ord skrevet ud i reekkefglge, top til bund.

Typer

I programmering er det vigtigt at holde styr pa, at der er forskel pa, hvad man kan, med
forskellige ting. Som eksempel ved vi at vi kan leegge tal sammen 2+3, men hvad ville
der ske, hvis vi prgvede at laegge et tal sammen med noget tekst? 2+"kat" giver ikke
rigtig mening. Sa der er altsa forskel pa tal og pa tekst. Vi siger at det er forskellige

typer.
De forste typer du skal kende er de fglgende

Type Star for Forklaring Eksempel
int Integer Helt tal 42
float Floating point Kommatal 3.14
str String Tekst "Jeg er Batman"
bool  Boolean Sandhedsveerdi True

Tabel 5.8: De grundlaeggende typer i Python

Bemserk, at der bliver brugt punktum i stedet for komma i kommatal (float), som
du maske ved bruges i bl.a. England og USA.

I starten kommer vi til at bruge str og int meget, men for vi er feerdige, kommer du
til at kende disse fire typer rigtig godt.

Hvis du er i tvivl om hvilken type noget har, sa kan du skrive

print (type("Hej"))

Hvor du erstatter "Hej" med hvad end du gerne vil vide typen af. Her far du output

<class 'str'>

Hvor du kan se typen er str.
Et andet eksempel

print (type (42))

Kan du geette hvad output er?

<class 'int'>

Aritmetik

Aritmetik er et fancy ord for regning eller udregning. Det er det du ggr nar du legger
tal sammen eller ganger osv. I Python fungerer det fuldstzendig som man kunne gnske
+, -, *, / er tegnene man bruger for plus, minus, gange og dividere. Vi kan igen bruge
print til at lave output.

print (2+3)
print (3-2)
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print (2*3)
print (3/2)

Vi vil fa outputtet

= O = O

Husk, gasegjne angiver tekst. Du kan se forskellen i det her eksempel

print (2+3)
print ("2+3")

som giver output

5
2+3

Python kender og fglger reglerne for hvilken raeckkefglge ting skal udregnes i, dvs.
fgrst parenteser, gange og dividere for plus og minus.

print (1+2*(3+4))

Forst far vi regnet (3 +4) = 7 sa far vi regnet 2 -7 = 14 og til sidst 1 + 14 = 15. Sa
output er

15

Det er forresten ofte ligemeget om man har mellemrum eller ej, sa du kan selv be-
stemme hvad du helst vil skrive.

print (1+2+3)
print( 1 + 2 + 3 )

Betyder preecis det samme

Tekstberegninger

Tidligere sagde vi at man ikke kan laeegge tal og tekst sammen, men kan man leegge to
tekststrenge sammen?

print ("Bat" + "man")

Output er
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Batman

Ja det kan man! Tekstrengene bliver lagt i forleengelse af hinanden.
Hvad med minus?

print ("Batman" - "man"

Output er

TypeError Traceback (most recent
call 1last)

<ipython-input-1-£f8fdc5e43288> in <module>()

----> 1 print("Batman"-"man")

TypeError: unsupported operand type(s) for -: 'str' and 'str'

Okay sa der sker en fejl, man ma altsa ikke treekke tekststrenge fra hinanden.
Kan vi bruge gange med tekststrenge? Det viser sig at det kan vi godt, men sa skal
vi pludselig blande tekst og tal

print ("Ha" * 3)

Output er

HaHaHa

Vi far altsa gentaget teksten det antal gange vi angiver med tallet.
Ligesom vi ikke kan bruge minus, sa kan vi heller ikke bruge division. Det kan ogsa
vaere sveert at forestille sig, hvad der skulle ske hvis man dividerede en tekststreng.

Variabler

Nu hvor du har en idé om, hvad de forskellige typer er, og ved lidt om, hvad man kan
gore med dem, er det blevet tid til at leere om variabler. Variabler bruges til at gemme
data og referere til det senere.

Man kan teenke pa en variabel som en kasse, hvor man skriver et navn udenpa, det
kunne f.eks. veere yndlingshelt, og sa ligger sin yndlings superhelt derned, lad os sige det
er Superman. Nar man senere skal have fat i sin yndlings superhelt kan man finde kassen
med navnet yndlingshelt og se at det sandelig var Superman. Det kan veere man senere
finder ud af at Batman er sejere, og sa kan man ga hen og ligge Batman i yndlingshelt
kassen i stedet for.

Det er pa den made variabler fungerer. I Python ser det saledes ud

yndlingshelt = "Superman'
print (yndlingshelt)
yndlingshelt = "Batman"

print (yndlingshelt)

Vi skriver forst navnet pa variablen (“kassen”), dernzest et lighedstegn, som betyder at
vi gerne vil leegge noget ned i kassen, og til sidst, det som vi gerne vil leegge ned i kassen.
I dette eksempel bruger vi tekststrenge til at repraesentere vores yndlingshelt, og vi
bruger print til at vise, hvad der er i variablen. Bemaerk at vi skriver yndlingshelt uden
gasegjne, fordi vi ikke vil have teksten “yndlingshelt”, men vi gerne vil have indholdet
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af kassen yndlingshelt. Nar man laegger noget nyt i kassen bliver det gamle glemt, og
derfor er der ikke noget spor af "Superman" efter at "Batman" er blevet gemt i variablen.
Vi far fplgende output

Superman
Batman

Et andet eksempel kunne veere at man forsggte at holde styr pa Jokerens trussels-
niveau pa en skala fra 1-10. Lad os sige at det starter pa 4. Hvis man gerne vil vide,
hvor langt han er fra at veere pa det hgjeste niveau, ggr man det ved at sige 10 minus
trusselsniveauet.

Hvis vi forestiller os variablen for trusselsniveauet som en kasse, kan vi forestille os
at vi gemmer et stykke papir med tallet for trusselsniveauet i kassen. Hvis vi skal vide,
hvad trusselsniveauet er, kan vi ga hen til kassen og laese papiret.

I Python kan man ggre det pa denne made

trussel = 4
print ("Jokeren er s& mange trin fra hgjeste niveau:")
print (10-trussel)

Som vil give output

Jokeren er sa mange trin fra hgjeste niveau:
6

Rigtig tit vil man gerne opdatere en variabels veerdi, baseret pa hvad den allerede
er. Det kan veere Jokeren har begaet et rgveri, som betyder at hans trusselsniveau skal
ga 2 trin op. Sa gar vi hen og ser, hvad der star pa papiret i kassen, regner ud hvad det
er, hvis man legger 2 til, skriver det pa nyt stykke papir og leegger det ned i kassen i
stedet for.

I Python ggr man det saledes

trussel = 4
print ("Jokeren begar et rgveri")
trussel = trussel + 2

print ("Jokerens trusselsniveau er nu")
print (trussel)

Som du kan se bliver der skrevet trussel pa begge sider af lighedstegnet. Det der star
til venstre betyder, ligesom normalt, at vi gemmer noget i trussel variablen, men fgr
vi kan gemme noget, skal vi vide, hvad det er der skal gemmes. Derfor skal vi fgrst regne
ud, hvad der star pa hgjre side. Der skal vi udregne trusselsniveauet plus 2, og forst nar
det er udregnet, kan vi gemme det i trussel.

Output bliver

Jokeren begar et rgveri
Jokerens trusselsniveau er nu
6

Endnu et eksempel pa dette kan vaere denne lille tryllekunst. Start med at teenke pa
et tal mellem 1 og 20. Leeg 1 til. Gang det nye tal med 2. Laeg 4 til. Del tallet med 2.
Treek det tal du startede med fra. Du er nu pa 3.

I Python kunne man skrive det pa den her made
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start = 5

nytTal = start + 1
nytTal = nytTalx*2
nytTal = nytTal + 4
nytTal = nytTal / 2
nytTal = nytTal - start
print (nytTal)

Hvor man kunne skrive et hvilket som helst tal i stedet for 5, som den veerdi variablen
start far. Output vil altid veere

Der gezlder nogle regler for variabelnavne. De kan indeholde sméa og store bogstaver,
samt tal og _, dvs. ingen bindestreger eller mellemrum. Det er ogsa en regel at en variabel
ikke ma starte med et tal. Der er ogsa nogle ord der er reserveret til noget andet, som
man ikke ma bruge. Sa hvis du far en meerkelig fejl, sa kan det veere du har brugt et
reserveret ord og skal prgve at navngive din variabel noget andet.

Input

Nar du har siddet pa internettet og indtastet f.eks. dit navn, sa har du jo ikke siddet
med noget kode og sendret veerdien for en variabel. Sa hvordan far man sa input til
sit program, sa man ikke skal szendre koden, hver gang man vil have der skal ske noget
andet? Det ggr man med en funktion input. Den fungerer sadan at programmet star
stille indtil brugeren indtaster et svar, som sa bliver gemt i en variabel, fér programmet
fortseetter.

Hvis vi vil lave et program, hvor en person skal indtaste sit navn, og sa byder pro-
grammet velkommen til personen som agent, sa starter vi med at lave en variabel nawvn,
som skal huske hvilket navn personen indtastede

navn = input ()

Hvis man sztter en tekststreng imellem parenteserne, vil den blive skrevet som output,
sa personen ved, hvad der skal indtastes.

navn = input("Indtast dit navn")

Det der bliver indtastet bliver altid gemt som en tekststreng, sa vi kan bruge det indta-
stede i vores program pa denne made

navn = input("Indtast dit navn")
print ("Velkommen Agent " + navn)

Fordi man indtaster det samme sted som der kommer output, sa kan det se sadan ud,
hvis personen indtaster Smith

Indtast dit navnSmith
Velkommen Agent Smith
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Kommentarer

Det kan lyde meaerkeligt, men jo lettere kode er at lase, jo bedre. Det er f.eks. hvis man
skal se pa sin egen kode en uge eller en maned senere, sa kan det veere sveert at huske,
hvad man teenkte dengang. Det kan ogsa veere man skal have andre til at laese sin kode.

For at ggre sin kode mere laeselig er det godt at veelge beskrivende variabelnavne,
men udover det kan man ogsa bruge sakaldte kommentarer. De bliver markeret med #
og betyder at resten af linjen ikke laeses af computeren, det er kun til at blive leest af
mennesker.

Hvis vi tager udgangspunkt i et tidligere eksempel kunne vi tilfgje kommentarer
saledes

# Et program der fglger Jokerens trusselsniveau

trussel = 4 # Jokerens trusselsniveau
print ("Jokeren begar et rgveri")
trussel = trussel + 2 # Et rgveri gger trusselsniveauet med 2

print ("Jokerens trusselsniveau er nu")
print (trussel)

Typisk har man kommentarer over et stykke kode, som forklarer i store track, hvad
meningen med koden er, og nogle gange har man kommentarer i slutningen af en linje,
som forklarer nogle flere detaljer om koden pa den linje.

Man kan ogsa bruge kommentarer til meget andet, f.eks. til midlertidigt at fjerne
nogle linjer fra sit program, mens man prgver noget andet, sd de er nemme at tilfgje
igen.

Inden vi gar videre til det naeste, viser vi lige, hvordan man kan fa tekst og tal til at
blive skrevet lidt paenere. I en forkortet version af det tidligere eksempel, kan vi skrive

trussel = 6
print ("Jokerens trusselsniveau er", trussel)

Vi slutter altsa teksten, saetter et komma, og skriver tallet. Det giver outputtet

Jokerens trusselsniveau er 6

Python indsaetter altsa et mellemrum mellem teksten og tallet.
Vi kan faktisk bruge sa mange kommaer vi har lyst

print ("Jeg", "er", "Batman", 1, 2, 3)

Output

Jeg er Batman 1 2 3

Booleans og sammenligninger

Da vi introducerede typer, viste vi bl.a. typen bool, som vi skal se naermere pa nu. En
veerdi eller variabel af typen bool kan kun veere enten True eller False, altsa sand eller
falsk, og til at starte med kan det maske virke lidt begreenset, hvad det kan bruges til,
men det er faktisk noget af det mest fundamentale indenfor programmering.

Man bruger booleans til at indikere om noget er tilfeeldet. Det kunne f.eks. veere om
Batman er god eller om Jokeren er det. Det kunne se sadan ud
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batman_good = True
joker_good = False

Man kan ogsa bruge det som resultat af at sammenligne to tal. Det kunne veere, hvis
Batman skal finde ud af hvem af Jokeren og Bane, der har hgjeste trusselsniveau. Vi kan
bruge > mellem to tal for at se om det forste er storre end det andet.

joker_trussel = 4

bane_trussel = 6

joker_over_bane = joker_trussel > bane_trussel
print (joker_over_bane)

Output

False

Vi kan sammenligne tal pa mange mader.

Python symbol Matematisk symbol Forklaring Eksempel
> > Stgrre end 4> 2
>= > Storre end eller lig med 4 >= 4
< < Mindre end 2<4
<= < Mindre end eller lig med 2 <=4
== = Lig med 3==3
1= #* Ikke lig med 2 1= 4

Tabel 5.9: Sammenligningsoperatorer i Python

Bemeerk at nar man gerne vil vide om to tal er lig med hinanden bruges to ligheds-
tegn, fordi et enkelt lighedstegn betyder at vi laver/endrer en variabel.

Betinget udfgrsel

Indtil nu, har vi haft simple programmer, der ggr praecis det samme hver gang, men
det kommer vi til at sendre pa nu. Hvis vi forestiller os at Batman har to grader af
trusselsniveauer, sadan sa, alt fra 5 og ned, er lavt trusselsniveau og alt fra 6 og op er
hgjt trusselsniveau. Sa vil vi gerne have at programmet ggr ekstra opmaerksom pa, hvis
trusselsniveauet er hgjt. Dette kan vi ggre med en sakaldt if-seetning (det engelske ord
for “hvis”). Sadan én ser sadan ud

trussel =7
if trussel >= 6:
print ("Trusselsniveau hgjt!")

Som du kan se skriver vi if, og det der star efter kalder vi betingelsen. I dette eksempel
er betingelsen om trusselsniveauet er stgrre end eller lig med 6. Til sidst pa linjen er der
et kolon, som i Python betyder at der kommer noget kode som haenger sammen med den
if-seetning. Det kode er kendetegnet ved at det er indrykket (pa engelsk “indented”) i
forhold til det gvrige program. Det vil sige at linjen med print kun bliver udfgrt, hvis
betingelsen i if-saetningen er overholdt, altsa at den giver veerdien True. Sa vi far output

Trusselsniveau hgjt!
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Lige sa vigtigt er det at nar betingelsen ikke er opfyldt, sa bliver linjen ikke udfgrt. Se
pa dette eksempel

trussel = 4
if trussel >= 6:
print ("Trusselsniveau hgjt!")

Fordi trussel ikke er stgrre end eller lig med 6, sa bliver print ikke udfgrt, og derfor vil
der ikke veere noget output fra programmet.

Men dette kan dog @ndres pa ved hjzlp af et sakaldt else-satning. For at en else
seetning kan eksistere kraever det, at en forhenvaerende if-ssetning findes, da det en else-
seetning foretager sig er at blive udfgrt hvis betingelsen i if’et er falskt. Eksemplet fra
for udvides altsa saledes:

trussel = 4
if trussel >= 6:

print ("Trusselsniveau hgjt!")
else:

print ("Trusselniveaut er lavt.")

Da vores trussel er pa 4 og betingelsen i if evaluerer til at veere falskt bliver vores else
aktiveret og folgende skrives til konsolen.

"Trusselniveaut er lavt."

Det kan dog godt veaere, at vi har brug for, at skelne imellem hvorvidt noget har et
virkeligt hgjt trusselsniveau, mellemt eller lavt. Til dette bliver elif-seetningen brugbar.
Denne bruges efter if-seetningen og indeholder en betingelse modsat else-seetningen. Vi
udvider vores trusselsniveau beskrivelse forneden:

trussel = 3
if trussel >= 6:
print ("Trusselsniveau hgjt!")

elif trussel > 2:

print ("Trusselsniveauet er mellemt.")
else:

print ("Trusselniveaut er lavt.")

Da if’et evalueres til at veaere falskt fortsaetter koden leengere ned til elif’et og evaluerer
i dette tilfzelde til at veere sandt og fglgende printes til konsolen:

"Trusselsniveauet er mellemt."

Bemeerk at else-s@tningen ikke bliver udfgrt, da det kreever, at ingen af de forhenveerende
saetninger er blevet udfgrt. Du kan altsa ikke placerer din else-sesetning fgr en elif eller
if-seetning.

Lgkker - Iteration

Et andet basalt og helt centralt koncept indenfor programming er sakaldte lgkker. Der
findes to typer for lgkker, for-lgkker og while-lpkker. Vi starte med at tage udgangspunkt
i fgrstneevnte. Faelles for lgkker er, at de fortseetter med, at udfere en eller anden opgave
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indtil en betingelse er opnaet. Se foreksempel for-lgkken forneden, der demonstrere hvad
der sker med Jokerens trusselsniveau efter tre rgverier.

trussel = 4 #Jokerens aktuelle trusselsniveau
for i in range(4):
print ("Jokerens trusselsniveau efter", i, "rgverier er:",
trussel)

trussel += 2

Inden du kigger ned pa hvad der bliver udskrevet til konsolen, sa prgv at overvej hvad
du tror, der kommer til at ske, prov evt. at forudsige hvad den sidste og forste veerdi
vil veere. Det skal her nsevnes at += operatoren bare ligger vores veerdi, som i dette
tilfeelde er 2, oveni trusselveerdien. Det er altsa bare en forkortelse af at skrive, trussel
= trussel + 2. Fglgende vil blive skrevet til konsolen:

Jokerens trusselsniveau efter 0 rgverier er: 4
Jokerens trusselsniveau efter 1 rgverier er: 6
Jokerens trusselsniveau efter 2 rgverier er: 8
Jokerens trusselsniveau efter 3 rgverier er: 10

Sa det vores for-lgkke foretager sig er at den initialisere vores variabel i til at veere lig
0. Derefter udfgres operationen i lgkken og for hver gang operationen(som er den inden-
terede blok) i lgkken bliver udfert laegges der 1 til vores variabel i indtil den betingelse,
som er at, i j 4 bliver falsk. Hvilket altsa er nar i er lig = 4 og operationen er blevet
foretaget fire gange. I det der er blevet udskrevet til konsolen findes en grammatisk fejl
nemlig ”1 rgverier”. Det kan vi dog fikse vha. vores viden om betinget udfgrsel, taenk
over hvordan du kunne lgse det fgr du kigger pa lgsningen forneden.

trussel = 4 #Jokerens aktuelle trusselsniveau
for i in range (4):
if i == 1:

print ("Jokerens trusselsniveau efter", i, "rgveri er:",
trussel)
else:
print ("Jokerens trusselsniveau efter", i, "rgverier er:",
trussel)
trussel += 2

Da det er rgveri 1, der er den eneste grammatiske undtagelse kan vi bare tjekker hvorvidt
vi er naet til det forste rgveri, altsa hvor i er lig med 1 og udskrive det grammatiske
korrekte til konsolen. Da i kun er 1 en gang, vil den i alle andre tilfaclde bare fortsaette
ned til else-ssetningen og udfere denne blok og afsluttede uanset hvad med at legge 2
til vores trusselsniveau.
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nar vi hvert ar har elever med til DM i teknologi, DM i
science, biologi OL, kemi OL, datalogi OL, Georg Mohr

0g meget mere.

Vores 1100 elever er ambitigse, malrettede og trives i et
godt studiemiljg, hvor der er klare retningslinjer og et
godt sammenhold. Vi har et aktivt elevrad og en god
dialog mellem eleverne og ledelsen. Det er med til at
skabe den gode stemning, du vil opleve pa Sukkertoppen.

Det sociale liv er en vigtig del af gymnasiet.

Pa Sukkertoppen har vi et godt socialt miljg med
fester, breetspilscafeer, filmklub, idreetsdage,
musikarrangementer, fredagscafeer og meget
andet.

Sukkertoppen Gymnasium er stolt af at huse
UNF’s Naturfagssommercamp



Dansk Ungdoms Fellesrad - DUF

Grundet Corona-situationen har DUF modtaget en stgrre sommerpulje til at stotte
diverse sommeraktiviteter for bgrn og unge i Danmark. Det er denne pulje, der udggr
det gkonomiske grundlag for denne camp. Mere information om DUF kan findes her:

https://duf.dk/
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https://duf.dk/
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